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Oz

M bir monoid ve 8, M Uzerinde bir endomorfizm olsun. N°
negatif olmayan tamsayilarin kiimesi, r = max{n, p} ve 6°, M
tizerinde birim déniisiim olmak tizere N® x M x N° kiimesi

m,a,n)(@,b,qg)=m-n+r,0@d™) (bO"P),q—p+71)

ikili islemi ile birlikte bir monoid tanimlar. Bu monoide 6 nin
belirledigi M nin Bruck-Reilly genislemesi denir ve BR(M, @) ile
gosterilir. Bu ¢alismada, bir sonlu M monoidinin Bruck-Reilly
genislemesinin ikinci tamsayi homolojisinin, 6yle bir k € N igin

H,(BR(M,0)) = Hy(M) x Z*
oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Monoid; Bruck-Reilly Genislemesi; ikinci Tamsayi
Homolojisi; Takdim.
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Abstract

Let M be a monoid and let 8 be an endomorphism on M. Then
the set N® x M x N° where N° is the set of non-negative
integers, is a monoid together with the binary operation

(m,a,n)(p,b,q) =(m—n+71,(ad"™) (b6 P),q—p+T1)

where 7 = max{n, p} and 8° is the identity map on M, which is
called the Bruck-Reilly extension of M determined by 8 and
denoted by BR(M, 8). In this paper, we show that the second
integral homology of Bruck-Reilly extension of a finite monoid
M is

H,(BR(M,0)) = H,(M) x Z*
forsome k € N.

Keywords: Monoid; Bruck-Reilly Extension; Second Integral Homology;
Presentation.

1. Giris

M bir monoid olmak Uzere 1,;, M nin birim elemani ve
0:M — M bir endomorfizm olsun. N° negatif olmayan
tamsayilarin kiimesi, r = max{n, p} ve 8° M lzerinde
birim dénisim olmak tizere N°x M x N° kiimesi
Uzerinde tanimlanan

(m,a,n)(p,b,q) = (m—n+r,(@d"™) (bO"7P),
q—p+r)

ikili islemi ile birim elemani (0,1,,0) olan bir monoid
olur. Bu monoide 6 nin belirledigi M nin Bruck-Reilly
genislemesi denir ve BR(M, @) ile gosterilir. Carvalho
(2005)'nin vurguladigr gibi bu yapi Bruck (1958), Reilly
(1966) ve Munn (1970) yapilarinin genellestirilmistir

halidir.

Yarigrup Teorisinde bir yarigrubun (monoidin) bir
sonlu yarigrup (monoid) takdimini bulmak ve ustelik
monoidlerin Bruck-Reilly genislemelerinin 6zelliklerini
incelemek énemli bir ¢alisma alanidir ve literatiirde uzun
yillardir calisilir (6rnegin, Araujo and Ruskuc 2001,
Carvalho 2006, Carvalho 2007, Carvalho 2009, Karpuz
2015, Yamamura 2001 ).

Bir sonlu takdime sahip S yarigrubunun yarigrup
noksanhgi defg(S) ile gosterilir ve (A|R), S nin bir sonlu
yarigrup takdimi olmak tzere

defs(S) = min{|R| — |A[}

seklinde tanimhidir. Bir sonlu takdime sahip M monoidinin
monoid noksanligi def,, (M) ile gbsterilir ve (A|R), M nin
bir sonlu monoid takdimi olmak tizere

defy (M) = min{|R| — |A[}
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seklinde tanimlidir. Bir sonlu S yarigrubu (M monoidi) igin
defg(S) = 0 (defy,,(M) = 0) oldugu iyi bilinmektedir.
Pride 1997 yilinda, H,(M) M nin ikinci tamsayi homolojisi
ve rank(U) da bir U yarigrubunun (monoidinin) tiim
yarigrup (monoid) Urete¢ kimelerinin kardinalitesinin
minimumu olmak tzere, bir sonlu M monoidi igin

defy, (M) = rank(H,(M))

oldugunu (yayinlanmamis) gésterdi. S, S ye gerekirse
birim eleman eklenerek elde edilen monoid olmak tzere

defs(S) = defy, (S1) = rank(H,(S1))

oldugu gosterilmstir (Ayik et al. 2000 ). S sonlu bir
yarigrup olmak tizere eger defg(S) = rank(H,(S1)) ise S
ye etkin yarigrup aksi takdirde etkin olmayan yarigrup
denir. Benzer sekilde, M sonlu bir monoid olmak tzere
eger defy, (M) = rank(H,(M)) ise M ye etkin monoid
aksi takdirde etkin olmayan monoid denir. Sonlu
degismeli gruplarin, n gift iken D,,, dihedral gruplarininve
sonlu dikdortgensel bandlarin etkin yarigruplar; fakat

mertebesi en az 3 olan sonlu sifir yarigruplarinve |A| = 2

olan sonlu bir Akiimesi Uzerindeki sonlu serbest
yarilatislerin  etkin  olmayan yarigruplar  oldugu
gosterilmistir  (Ayilk et al. 2000). Sve T sonlu

monoidlerinin S 0 T, Schitzenberger ¢arpiminin ikinci
tamsayi homolojisinin

Hy(S 0 T) = Hy(S) x Hy(T) x (Hy(S) ® H,(T))

oldugu ve S ve T monoidlerinin her ikisi de sol veya sag
tersinir eleman igcermiyor ise S ¢ T nin etkin olmadig
2015).
gorllmektedir ki bir yarigrubun (monoidin) etkin olup

gosterilmistir  (Yagc et al. Boylece acikca
olmadigini belirtmek icin yarigrubun (monoidin) ikinci

tamsayr homolojisini bulmak olduk¢a ©6nemlidir ve
literatlirde bu konu ile ilgili pek ¢ok ilging calisma
bulunmaktadir (Ayik et al. 2000, Ayik et al. 2007, Cevik
2003, Yagcl et al. 2015). (Burada agiklanmayan yarigrup
teorisindeki diger tanimlar icin Howie (1995), Johnson

(1990), Ruskuc (1995)’ e bakiniz.)

Bu calismalardan esinlenerek, bir sonlu M
monoidinin Bruck-Reilly genislemesinin ikinci tamsayi
homolojisinin, dyle bir k € N igin

H,(BR(M, 8)) = H,(M) x Z¥
oldugu gosterilmistir.

2. On Hazirhk

Bu bolimde, ¢alismanin ana sonucunu elde etmek igin
Squier ¢ozimlemesi (Squier 1987) kullanilacagindan,

burada verilmeyen tanimlamalar, basit terimler ve

notasyonlar icin Squier (1987)’e ya da Yagci et al. (2015)’a
bakiniz. Simdi kolaylik olmasi agisindan sik kullanilacak
olan tanimlamalari verecegiz.

Yardimci Teorem 2.1 A bos olmayan bir kiime ve R, A
Gzerinde bir sinirl yerine-yazma sistemi olsun. O zaman
asagidakiler birbirine denktir.

i) R confluentdir.

\4 (rlrz, 51,2),
X

(r2r3,52,3) ER igin 51,13 oW ve 11553

i) m,#e olmak lzere

i)W olacak sekilde bir w € A* vardir ve
v (r1r2r3,51_2), (r2,52_3) E R igin s, ;w
ve 715,373 ;w olacak sekilde bir w € A*
vardir.

iii) Herw € A" icin w nin bir tek indirgenemez
formu vardir.

ispat: Guba and Pride (1996), Teorem 1.1’e ve Squier
(1987), Teorem 2.1’e ve bakiniz.

Squier (1987)'de R, tek sinirh yerine-yazma

d3 d, 04 £
sistemi oldugunda P; —» P, = P; - Py — Z — 0 dizisinin
tam oldugunu gosterdi. O halde bu ¢dzimlemeye

Z @y — tensor garpimi uygulanirsa kisaca

L&

P,5Z-0 (1)

L&

P, 3P,
seklinde degismeli gruplarin zincir kompleksi elde edilir.
Burada a€Ave 1, #eigin (173, 512), (1273,523),
(r,s) € R olmak iizere P, P, ve P; sirasiyla [a], [r, s] ve
[(rlrz, 51‘2), (r2r3, 52‘3)] formal sembol kiimeleri tizerinde
serbest degismeli gruplardir. Acikca 6_1: P, > Z sifir
donlsimdir.w € A" vea € Aicinw daki a - larin sayisina
w nin a uzunlugu denir ve ||w||, ile gosterilir. Ayrica her
w=a, a, €A igin C[w] =[ay, .., a,] seklinde bir

liste olarak tanimlansin. d,: P, = P, déntsimii

3,175 = ) (lrlle = lisll el
a€cA
seklinde d(w) =
i dlr,s;] ise ®:A* > P, dénisimi d(w) =
?zl[ri,sl-] seklinde tanimli olmak tizere

tanimhdir.  Son olarak eger

05:P; > P, doniisiimii
53([(7'17'2'51,2)' (T2T3,52,3)D = [T2T3:52,3]

_[7"17”2' 51,2] + 6(7'152,3) - 6(51,27"3)

seklinde tanimlidir. Boylece bir M monoidinin ikinci
tamsayl homolojisi
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_ Kero,
Ha(S) = imo,
seklinde tanimli serbest degismeli gruptur.

3. Monoidlerin Bruck-Reilly Genislemelerinin ikinci
Tamsayi Homolojisi

M bir monoid ve 8:M — M bir endomorfizm olsun.
Howie and Ruskuc (1994)'de gostermistir ki A, M nin bir
Ureteg kiimesi olmak Gzere

{(0,a,0):a € A3U{(0,1,1),(1,1,,0)}

kiimesi BR(M, ) nin bir Greteg kiimesidir. Bu durumda
(m,a,n) € BR(M,0) igin a€EM=<A>olup a=
a, -~ a; olacak sekilde a4, ...,a; € A ve t€ N vardir. O
halde

(m,a,n) = (m,1,,0)(0,a,0)(0,1,,n)
ve her bir ¢carpan
(m,1y,0) = (1,1,,0)™,
(0,a,0) =(0,a, --a,;,0) = (0,a,,0) -+ (0,a,0),
(0,1p,n) = (0,1, D"
seklinde yazilabileceginden
(m,a,n) = (1,1,,0)™(0,a4,0) -+ (0,a;, 0)(0,1,, D"
olarak yazilabilir.

Ayrica Howie and Ruskuc (1994)'de yine gdstermistir ki
a € A olmak lzere

B3 =(A,b,c|R,bc =1,ba = (af)b, ac = c(ah))

takdimi BR(M, 8) yi tanimlar.

BR(M, 0) igin verilen 13 takdiminde ki iliskiler kiimesi Q ile
gosterilirsea € A,w € A" veke Nolmak Gizere: M - M
bir endomorfizm oldugundan ve BR(M,8) lzerinde
tanimlanan ¢arpma isleminden

bw = (w8)b,
b*a = (a6")b*,
b*w = (wo*)b*,

wc = c(wh),
ac® = c*(a6"),
wck = ck(wok)

iliskilerinin @ nun bir sonucu oldugunu gérmek kolaydir
(Bugay, 2010).

Yardimci Teorem 3.1 M bir sonlu monoid ve : M - M
bir endomorfizm olsun. R, A Uzerinde tek sinirli yerine-
yazma sistemi olmak tizere (A|R) M nin bir sonlu monoid
takdimi olsun. O zaman a € A olmak lizere

Q =RU{bc =1,ba=(aB)b,ac = c(ab)}

kiimesi A U {b, c} Gizerinde sinirli ve confluent (ve bdylece
tam) bir sistemdir.

ispat: we (Au{b,ch)” Yukarida
Q nun sonucu olan iliskiler kullanilarak w, € A*, A da

olsun. verilen
indirgenemez olmak Gzere w nin indirgenmis formunun
w = c*w,b® seklinde oldugu gériilir. R, A lizerinde sinirl
oldugu i¢in Q da A U {b, c} Uzerinde sinirlidir. Ayrica, R
sinirl ve confluent oldugu icin w € (AU {b,c})*, w nin
bir tek indirgenemez formudur. Boylece Yardimci Teorem
2.1den Q, AU {b, c} Uzerinde confluent bir sistemdir.

Yardimci Teorem 3.2 M bir sonlu monoid ve : M - M
bir endomorfizm olsun. R, A lzerinde tek sinirli yerine-
yazma sistemi olmak tizere (A|R) M nin bir sonlu monoid
takdimi olsun. Yukaridaki notasyonlar ile birlikte a € A ve
af, a nin bir tek indirgenemez formu olmak tizere

Q" =RU{bc =1,ba = (aB)b,ac = c(ab)}

kiimesi Q ya denk ve A U {b, ¢} kiimesi tzerinde bir tek
sinirli yerine yazma sistemidir.

ispat: Squier (1987) Teorem 2.4’ den agiktir.

Sonu¢ 3.3 M bir sonlu monoid ve8:M — M bir
endomorfizm olsun. R, A Gzerinde tek sinirli yerine-yazma
sistemi olmak tizere (A|R) M nin bir sonlu monoid takdimi
olsun. Yukaridaki notasyonlar ile birlikte

(Au{b,c}lQ")

BR(M, 8) monoidinin bir monoid takdimidir éyle ki Q",
A U {b, c} Uizerinde tek sinirli yerine yazma sistemidir.

ispat: a8, af A (af) olacak sekilde bir tek indirgenemez
form olmak Uzere Tietze donlstimleri kullanilarak ba =
(aB)b, ac = c(ah)
oldugundan yine Tietze donustmleri kullanilarak ba =

iliskileri eklenir ve af — af
(aB)b, ac = c(ab) iliskileri gikarilir ise Yardimci Teorem
3.1 ve 3.2 den istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.4 M bir sonlu monoid ve6:M — M bir
endomorfizm olsun. O halde 6yle bir k € N igin

H,(BR(M,0)) = Hy(M) x Z*
dir.

ispat: Yardimci Teorem 3.2 de verilen A U {b, c} kiimesi
Uzerindeki Q"' tek sinirli yerine yazma sistemini ele alalim
ve bu sisteme (1) zincir kompleksini uygulayalim.

BR(M, 0)
genislemesinin ikinci tamsayi homolojisi H, (BR(M, 9)) =

Kerd,/
imds

M monoidinin Bruck-Reilly

yl hesaplamaya baslamadan o6nce kabul
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edelim ki Kerd,, ,{X)li€l} ve imds,, {Y|j €/}
Uzerinde serbest degismeli gruplar olmak tizere H,(M) =

Kerd,
IM _ L o . ar
/im63|M°'S””‘ Simdi asagidaki overlap-leri

kullanarak imd, serbest degismeli grubu igin bir treteg
bulalim. O halde
s), (rlr2 = P1,z): (r2r3 = p2,3) € R olmak Uzere tim

kiimesi a € 4; (ra =p), (ar =

overlap-ler
Vi = [(7”17”2'1’1,2)' (T2T3,p2_3)],
V, = [(ra,p), (ac, c(ab))],

Vs = [(ba, (aB)b), (ar,s)],

Vy = [(ba, (ad)b), (ac, c(ad))]
olur. Béylece

a_3([/1) = i1’1'16_3“\,!

B = ) lac,c@)]- Y lac,c(@d) ]

aeC[ra) aeC(p]

30 = ) ba,@)b]~ ) [ba,@)b]

a€cls] aéclar]
95(Vy) = lac,c(af) | — [ba, (ad)b ]

elde edilir. Kabul edelim ki

W, = {[ac,c(@d) J:a € C[r] U C[s], (* = s) € R}
W, = {[ba,(a@)bl:a € C[r]UC[s],r =s) € R}
olsun. O halde

03 (V) = (Ws)

95(V3) = (Wy)

05(V,) S (W, UW,)

olur. Boylece {Y;, Wy, W,:j € ]} kiimesi serbest degismeli
gup ima; icin bir iiretec kiimesi olur.
Simdi de Kerd, icin bir iiretec kiimesi bulalim.

Hera € P,,

a= Z )1, S|+ apeylbe, 1]
(r=s)er

¥ Z (pa,(@d)p) ba (aB)b]
[ba,(ab)b JeQ”

)

[ac,c(ab) €@

A(ac,c(ad)) lac, c (E)]

seklinde yazilabildiginden a € Kerd, gerek ve yeter kosul

0=3,@) = ) agglrlle — lsll)lal

aeA

F e, ((b]+[eD

* Z A(pa,(ad)p)([al — [aB])
[pa,(ab)b Q"

D (el - @)
[ac,c(aB)]eQ!!

dir. @(pc,1) = 0 oldugu agiktir. a(, ) digindaki katsayilarin
hepsini sifir olarak alirsak

6_2( Z A(r,s) [, S]) = Z a(r,s)(”r”a

(r=s)er a€A
—lIsll)lal =0

olur ki bu bize Kera_le nin {X;|i € I} Ureteg¢ kiimesini

verir.

Eger af = a ise yapacak bir sey yoktur. O halde
af # a oldugunu kabul edelim. O zaman (r =s) €R
olmak tizere her bir a & C[r] U C[s] igin

z(a(r,s)(”?’”a ~ lIslla) + @(pa,(z0)p)

a€A

+a(ac,c(a_6))) [a]l = 0ve

> @ Urlla = 15110) + (oa (aay0)

adea
+“(ac,c@))) [aB] =0
ve (r = s) € R olmak iizere her bir a & C[r] U C[s] igin
H(ba(aB)p) = ~%(ac,c(ap))
olur. Simdi
W, = {[ac, c(@@)] — [ba, (@@)b 1: a & C[r]

UCl[s],(r =s) €R}
olsun. Bdylece
{X;, Wy, W,, [ac, c(aB)], [ba, (aB)b ]: a & C[r]
UCI[s],(r=s)€R,iel}

kiimesi serbest degismeli grup Ker52 icin bir Ureteg
kiimesi olur. W, ve W,,imds nin iireteg kiimesinde oldugu
icin

H,(BR(M,0)) = (X, W5 (i €) |Y; =0 ( €)))

= H,(M) X (Ws|@)
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olur. O halde ({x}|@)=7Z oldugundan (r =s) €R
olmak tizere her bir a & C[r] U C[s] icin

(lac, c(ab)] - [ba, (@@)b 1|0) = Z
olupk =la€A:a ¢ C[r]UC[s],(r =s) € R| alinirise
H,(BR(M, 8)) = H,(M) x Z¥
olur.
Ornek 3.5 Yagci (2018) Ornek 3.14 de verilen
(AIR) = {ay, az]a;® = 1,a;° = 1,00, = aya5)

takdimini ele alalim. Bu takdimin tanimladigi monoidi M
ile gosterelim ve 8: M — M herhangi bir endomorfizm
olsun. @ nin belirledigi M nin Bruck-Reilly genislemesinin
takdimi

3 — 3 — —
a,° =1,a,°" =1,a,a; = a;a,,

B = ’ ’b’ — —
<a1 42,2, ¢ bc = 1,ba = (af)b,ac = c(ah)

seklindedir. Yagci (2018) Ornek 3.14 den
Hy,(M) = Zs

dir. (a2 =1),(a,® =1),(aya; = a;a;) €ER igin
Teorem 3.4 den k = 2 olup

H,(BR(M, 8)) = Hy(M) X Z¥ = Z3 x 7?

olur.
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