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Makale Kodu (Article code): 10-10A 

Özet: Bu çal mada kompleks düzlemde kapal e ri üzerinde tanml fonksiyonlara rasyonel 

polinomlarla yakla m problemi incelenmi tir. Çal ma, genelle tirilmi  Hölder ko ulunu sa layan 

fonksiyonlarn rasyonel polinomlarla yakla m üzerinedir.  
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On The Approach of Function Defined on Smooth Closed 

Abstract : The study aims to examine the approximation problem to functions which is defined 

on closed curve in complex domain by rational polynomials. The study is on the approximation of 

functions which provide generalized Hölder conditions by rational polynomials. 
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Giri  

Matemati in, fizi in ve birçok nümerik 
problemlerin çözümünde yakla m teorisi-
nin sonuçlar sklkla kullanlmaktadr. 
Yakla m teorisinin temelini, fonksiyonlara 
yakla m olu turmaktadr. imdiye kadar 
fonksiyonlara birçok yakla m yöntemleri 
çal lm tr (Alper 1955, Wang et al 1997). 
Fonksiyonlarn yakla m teorisi sonuçlarn-
dan yararlanarak matematik ve fizi in 
birçok problemleri nümerik olarak 
çözülmektedir.  

Bu çal ma, karma k düzlemde kapal 
e ri üzerinde tanml fonksiyonlara rasyonel 
polinomlarla yakla m üzerinedir.  

Çal ma iki ana bölümden olu maktadr. 
Birinci bölümde, ana sonuçlar 
ispatlayabilmek için gerekli olan bilgiler 
verilmi tir. kinci bölümde ise ana sonuçlar 
verilmi tir.    

 

Bulgular 

 karma k düzlemde  kapal düzgün 
basit Jordan e risi ( ),  0t t s s  
denklemi ile verilsin. Burada mes ,  
e risinin uzunlu udur.  ve  ile, 
srasyla,  e risinin içini ve d n 
gösterelim. 0rijinin  bölgesinde oldu unu 
kabul edece iz.  

Biz bu çal mada  e risi üzerinde 

tanml fonksiyonlara  

n

nk

k
kn zazR )(                  (2.1) 

ekilli rasyonel polinomlarla yakla m 

problemini ele alaca z.  

      :f  fonksiyonu için süreklilik 

modülünü 

, 1 2 1 2( ) sup ( ) ( ) ;  ( , ) ,

0 / 2
f f t f t s t t

ekilde tanmlayalm.  

1 2 1 2( , ) sup ( ) ( ) ;  ,

0

f f t f t t t

d
olsun. Burada, 1 2( , )s t t  1 2,t t  noktalarn 

birle tiren yaylardan ksa olan ve 

sup ;  ,d   e risinin 

çapdr.  

Düzgün e riler için  

1 , 2( , ) ( ) ( , ),fc f c f  

0 d                                       (2.2)  

oldu u açktr. 

Çal mada 1 2, ,...c c  ile sabit saylar 

gösterilecektir. 

( )A  ile  bölgesinde tanml ve bu 

bölgede analitik ve kapan nda sürekli 

fonksiyonlar kümesini gösterelim. ( )rA  

( 0 tamsay)r  ile r. mertebeden türevi 

( )A �dan olan fonksiyonlar kümesini 

gösterece iz. 
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0 ;  1w w , 

0 ;  1w w , 0 ;  1w w  

olsun. ( )w z  fonksiyonu  bölgesini 

0  bölgesine konform dönü türen ve 

( ) ,  ( ) lim ( ) / 0
z

z z  

ko ullarn sa layan fonksiyon olsun. 

      ( )z w  fonksiyonu ile ( )w z  

fonksiyonunun tersini gösterelim. ( )w  

fonksiyonu 0  bölgesini  bölgesine 

( ) ,  ( ) lim ( ) / 0
w

w w  

ko ullaryla dönü türen konform 

dönü ümdür.  

( )w z  fonksiyonu  bölgesini 0  

bölgesine (0) 0,  (0) 0  ko ullar ile 

konform dönü türen bir fonksiyon olsun. 

 (0 1)r r  ile ( )w z  konform 

dönü ümü zaman  bölgesinin iç seviye 

e risini gösterelim. ( )r t , t  

noktasndan r  seviye e risine uzaklk 

fonksiyonunu olsun. 

( )z w  fonksiyonu ile ( )w z  

fonksiyonunun tersini gösterelim.  

 

Tanm 2.1: ( )w  ve ( )w  

fonksiyonlarnn türevleri 0  ve 0  

bölgelerinde mevcut ve 0w  için 

3 40 ( )c w c , 

5 60 ( )c w c  

sa lanyorsa,  ( )D  tipinde bir 

bölgedir diyece iz (Dzyadik 1972). 

E er,  ( )D  tipinde bölge ise bunu 

( )D  veya ( )D  eklinde 

belirtece iz. 

E er, ( )D  ise her t  için 

 7
1 1/ ( ) ,n

ct
n

                    (2.3)                                  

8
1 1/ ( ) .n

ct
n

                    (2.4)                                      

e itsizlikleri do rudur. 

 

Tanm 2.2 (Alper 1955):  bölgesinin 

snr  düzgün kapal Jordan e risi, ( )s , 

 e risine ( )t t s  noktasnda te etin reel 

eksenle olu turdu u aç olsun. ( )x  bu 

açnn süreklilik modülü olmak üzere,  

0

( ) lnx x dx
x

 

ko ulu sa lanyorsa,  bölgesi ( )J  

ko ulunu sa lyor diyece iz. 

( )J  ise a a daki e itsizlikler 

do rudur (Alper 1955) 

1 1

2 2

( ) ( )0 ,

( ) ( )0 .

wm
w
wm
w

    (2.5)                            
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Burada 0,w  ve 1 2 1 2, , ,m m  

sabitlerdir. Ayrca ( )w  ve ( )w  

fonksiyonlar, srasyla 0  ve 0  

bölgelerinde sürekli ve sfrdan farkldr.  

(2.5)�ten ( )J  ko ulunu sa layan 

bölgelerin ( )D  tipinde bölgeler oldu u 

anla lr.  

(0, ]a �da negatif olmayan, monoton artan 

ve 
0

lim ( ) 0 , ( ) /  monoton azalan 

fonksiyonlarn kümesini (0, ]a  ile 

gösterece iz.  

0
0

( )(0, / 2];  xJ dx
x

 

alalm. 

(0, / 2] , 

1 2
1 2

1 2

( ) ( );  ( ; )}

( ) ( )
sup ;  ,

( )

H f C H f

f t f t
t t

t t
 

 olsun. (Burada ( )C ,  e risi üzerinde 

tanml sürekli fonksiyonlarn kümesidir). 

( )f H  için normu a a daki ekilde 

tanmlayalm 

( )
( ; ).

C
f f H f  

E er, ( ) ( )rf H  ise ( ),f t t  

fonksiyonu ( ),rW H  (0, / 2]  

(0  tamsaydr)r  snfndandr diyece iz. 

Burada ( )rf ,  f fonksiyonunun r. 

mertebeden türevidir. 

 

 

0J  fonksiyonu için 

/ 2

2
0

( ) ( )( ; ) ,x xZ dx dx
x x

0 / 2  

alalm. 

(0, / 2]; ( ; )

( ( )),0 / 2

H Z

O
 

 olsun. 

( ),rf W H  (0, / 2]  

(0  tamsaydr)r  için 
( )( ; ) ( ; ),r

rK f H f  

( ; ) ( ; )rK f H f  e er, 0r  ise ve 

( )

1
( ; )

r
j

r
j

K f f  e er, 1r  ise 

alaca z. 

 

Tart ma  

Çal mann bu ksmnda elde edilen 

sonuçlar verece iz. Öncelikle a a daki 

yardmc lemmay verelim. 

 

Lemma 3.1:  karma k düzlemde 

kapal düzgün bir Jordan e risi, 

0J , ( )rf W H (0  tamsay)r  olsun. 

Bu durumda ( ) 0nP  ko ulunu ve  

9

1 1/ 1 1/

( ) ( ) . ( ; )

[ ( )] ( ; ( )),
n r

r
n n

F t P t c K f

t Z t
         (3.1)                    
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10

1 1/ 1 1/

( ) ( ) . ( ; )

[ ( )] ( ; ( ))
n r

r
n n

F t P t c K f

t Z t
        (3.2)                         

de erlendirmelerini sa layacak ekilde, 

srasyla, z ve 1z �in n. dereceden ( )nP z  ve 

( )nP z  polinomlar vardr. Burada, 

1 1( ) ( ) ( )
2 2

F t f t Sf t �dir. 

 

spat: spat önce 0r  için verelim. 

0J , ( )f H   fonksiyonu için  

1 ( )( ) ,
2

fF z d
i z

 z \    (3.3)                                           

Cauchy integralini ele alalm. 

A a daki gibi fonksiyon tanmlayalm 

1 +

( ),  ise,
( )

F ( ),  ise.
F z z

G z
t z t

 

      1 ( )G A  oldu undan (çal ma 

(Alper 1956) Teorem 3�e göre) her n  

(  do al saylar kümesidir)  için n. 

dereceden ( )nP z  polinomu vardr ki her 

t  için  

1 11 1 1 1/( ) ( ) . ( , ( ))n nG t P t c G t    

(3.4)                                                                         

e itsizli i do rudur. 

Burada, 1( , )G , 1G  fonksiyonunun 

�da ki süreklilik modülüdür. 

1 12 1( , ) . ( , ),G c G  0 d  

oldu undan (Andrievskii ve srafilov 1980), 

(2.2) ve (3.4)�ten  

13 1 1/,
( ) ( ) . ( ( ))n nF

F t P t c t  (3.5)                        

elde ederiz. 

14 ,,
( ) . ( ;  ),fF

c Z  0 / 2  

oldu undan (Bely 1977) (3.5)�den 

(3.1)�in do rulu unu ( 0 için)r  elde 

ederiz.  

 (3.2)�nin do rulu u benzer ekilde 

ispatlanr. 

imdi 1 r  tamsay olsun. 

( ) ( ) ( )1 1( ) ( ) ( ),
2 2

r r rF t f t Sf t  t  

ve ( )rf W H  oldu undan 

1 ( )rG A  (Dzyadik 1977) olacaktr.  

      Bu durumda (çal ma (Alper 

1956)�daki Teorem 10�a göre) her n  

için n. dereceden öyle ( )nP z  polinomu 

vardr ki her t  için a a daki e itsizlik 

do ru olacaktr 

15 1 1/

( )
1 1 1/

( ) ( ) .[ ( )]

( , ( ))

r
n n

r
n

F t P t c t

G t
        (3.6)                        

Burada, ( )
1( , )rw G ,  bölgesinde 

( )
1

rG  fonksiyonunun süreklilik modülüdür. 

( ) ( )
1 16 1( , ) . ( , ),r rG c G  0 ,d  



54      Kapal Düzgün E ri Üzerinde Tanml �.. 

oldu undan (Andrievskii ve srafilov 

1980) (2.2) e itsizli ini dikkate alrsak 

(3.6)�dan  

( )

17 1 1/

1 1/,

( ) ( ) .[ ( )]

( ( ))r

r
n n

nF

F t P t c t

t
    (3.7)                          

elde ederiz. 

( ) ( )18, ,
( ) . ( ; ),r rF f

c Z  

0 / 2,  

oldu undan (Bely 1977) (3.7)�den (3.1) 

e itsizli inin do rulu u çkar. 

(3.2)�nin ispat (3.1)�in ispatna benzer 

ekilde yaplr. 

Bununla Lemma 3.1�in ispat tamamdr. 

A a daki lemma, Lemma 3.1�in ispatna 

benzer ekilde ispatlanr. 

 

Lemma 3.2:  karma k düzlemde 

kapal düzgün Jordan e risi, 

0J , ( )rf W H  (0  tamsay)r  

olsun. Bu durumda ( ) 0nP  ko ulunu ve  

19,

/ 2

2

( ) . . ( ; )

( ; )[ ( ; ) ],

n

r
n rF P

c K f

Z xZ dx
x

     (3.8)                                         

20,

/ 2

2

( ) . . ( ; )

( ; )[ ( ; ) ]

n

r
n rF P

c K f

Z xZ dx
x

     (3.9)                                           

de erlendirmelerini sa layacak ekilde, 

srasyla, z ve 1z �in n. dereceden ( )nP z  ve 

( )nP z  polinomlar vardr. Burada, 

1 1/max ( ), ,n n t t  

1 1/max ( ),n n t t dr. 

Lemma 3.1 ve Lemma 3.2�den 

yararlanarak a a daki teorem kolaylkla 

ispatlanr. 

 

Teorem 3.1:  karma k düzlemde 

kapal düzgün Jordan e risi, 

0J , ( )rf W H  ( 0 tamsay)r  

olsun. Bu durumda  

21

1/ 1/

( ) ( ) . ( ; )

[ ( )] ( ; ( )), ,
n r

r
n n

f t R t c K f

t Z t t
 

, 22

/ 2

2

( ) . ( ; )

( ; )[ ( ; ) ], 0 / 2

n

r
f R r nc K f

Z xZ dx
x

 

de erlendirmelerini sa layacak, (2.1) 

ekilli bir ( )nR z  rasyonel polinomu 

vardr.Burada, 
*
1/ 1 1/ 1 1/( ) max ( ), ( ) ,n n nt t t  

max( , )n n n �dir. 

Sonuç 3.1:  karma k düzlemde kapal 

düzgün Jordan e risi, 

H , ( )rf W H  ( 0 tamsay)r  

olsun. Bu durumda  

23

1/ 1/

( ) ( ) . ( ; )

[ ( )] ( ( )),
n r

r
n n

f t R t c K f

t t
   t , 

    , 24( ) . ( ; ) ( ; ),
n

r
f R r nc K f   

    0 / 2     
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de erlendirmelerini sa layacak, (2.1) 

ekilli bir ( )nR z  rasyonel polinomu vardr.  

 

Sonuç 3.2: ( )D , H , 

( )rf W H  ( 0 tamsay)r  olsun. Bu 

durumda  

25( ) ( ) . ( ; ) (1/ ) ,r
n rf t R t c K f n n  

t , 

, 26( ) . ( ; ) ( )
n

r
f R rc K f n , 

0 / 2  

de erlendirmelerini sa layacak, (2.1) 

ekilli bir ( )nR z  rasyonel polinomu vardr.  

 

Lemma 3.3: ( )D , H , 

( )rf W H  ( 0 tamsay)r , 0  ve 

0( ) ( )  (0, / 2]  aral nda azalmayan 

fonksiyon olsun. Bu durumda ( ) 0nP  

ko ulunu ve  

27,

0
0

( ) . ( ; )

(1/ ) ( ) ,
(1/ )

n
rF P

r

c K f

n n
n

 0 / 2 ,                                 

(3.10)      
28,

0
0

( ) . ( ; )

(1/ ) ( ) ,
(1/ )

n
rF P

r

c K f

n n
n

 

0 / 2                                   (3.11) 

de erlendirmelerini sa layacak ekilde, 

srasyla, z ve 1z �in n. dereceden ( )nP z  ve 

( )nP z  polinomlar vardr. 

spat: ( )nP z  ve ( )nP z  olarak Lemma 

3.1�de sözü geçen polinomlar ele alalm. 

Önce (3.10) de erlendirmesini ispatlayalm 

((3.11) benzer ekilde ispatlanr). 

Lemmann varsaymlarndan, Lemma 3.1 

gere ince, 

29( )
. ( ; ) (1/ ) r

n rC
F P c K f n n                        

(3.12) 

elde ederiz. 

      1 2,t t  olsun. 1. 1 2( , ) 1/s t t n  ve 2. 

1 2( , ) 1/s t t n  durumlarn ele alalm. 

 

Durum 1. (3.12) gere ince a a daki 

de erlendirmeyi yazabiliriz 

2 2 1 1

30

( ) ( ) ( ) ( )

2 . ( ; ) (1/ )

n n

r
r

F t P t F t P t

c K f n n
 

30 0
0

(1/ )2 . ( ; ) (1/ )
(1/ )

r
r

nc K f n n
n

 

30 0 1 2
0

(1/ )2 . ( ; ) ( ( , )) .
(1/ )

r
r

nc K f s t t n
n

 

Durum 2. Lemmann varsaymlarndan, 

Lemma 3.2 gere ince, elde ederiz 

1 2 31,

1 2
1 2 31

0 1 2

0 1 2 31
0

0 1 2

( ( , )) . ( ; )

( ( , ))( ( , )) . ( ; )
( ( , ))
(1/ )( ( , )) . ( ; )
(1/ )

( ( , )) .

n
rF P

r
r

r
r

r

s t t c K f

s t ts t t n c K f
s t t

ns t t n c K f
n

s t t n
Her iki durumu göz önünde bulundurursak 

a a daki de erlendirme elde edilir 
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32,

0
0

( ) . ( ; )

(1/ ) ( ) ,
(1/ )

n
rF P

r

c K f

n n
n

 0 / 2  

Bununla (3.10) e itsizli inin, dolaysyla 

da Lemma 3.3�ün ispat tamamdr. 

 

Sonuç 3.4: ( )D , ( )rf W H  

( 0 tamsay)r , 0 1  olsun. Bu 

durumda ( ) 0nP  ko ulunu ve  

33,
( ) . ( ; ) ,

n

r
rF P

c K f n  

0 / 2 , 

34,
( ) . ( ; ) ,

n

r
rF P

c K f n  

0 / 2  

de erlendirmelerini sa layacak ekilde, 

srasyla, z ve 1z �in n. dereceden ( )nP z  ve 

( )nP z  polinomlar vardr. 

      Lemma 3.1 ve Lemma 3.3�den 

a a daki teorem açktr. 

 

Teorem 3.2: ( )D , H , 

( )rf W H  ( 0 tamsay)r , 0  ve 

0( ) ( )  (0, / 2]  aral nda azalmayan 

fonksiyon olsun. Bu durumda ( ) 0nP  

ko ulunu ve  

0
35

0

(1/ ). ( ; ) ,
(1/ )

r
n r

nF P c K f n
n

 

0
36

0

(1/ ). ( ; )
(1/ )

r
n r

nF P c K f n
n

 

de erlendirmelerini sa layacak ekilde, 

srasyla, z ve 1z �in n. dereceden ( )nP z  ve 

( )nP z  polinomlar vardr. 

Teorem 3.1 ve Lemma 3.3�den a a daki 

teoremin do rulu u açktr. 

 

Teorem 3.3: ( )D , H , 

( )rf W H  ( 0 tamsay)r , 0  ve 

0( ) ( )  (0, / 2]  aral nda azalmayan 

fonksiyon olsun. Bu durumda  

0
37

0

(1/ ). ( ; )
(1/ )

r
n r

nf R c K f n
n

 

de erlendirmesi gerçekle ecek ekilde 

(2.1) ekilli bir ( )nR z  rasyonel polinomu 

vardr. 

 

Sonuç 3.6: ( )D , ( )rf W H  

( 0 tamsay)r , 0 1 olsun. Bu 

durumda  

38. ( ; ) r
n rf R c K f n  

de erlendirmesi gerçekle ecek ekilde 

(2.1) ekilli bir ( )nR z  rasyonel polinomu 

vardr. 
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