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Öz  Abstract 

Literatürde üç boyutta analitik olarak elde edilmiş olan 

sıkıştırılamaz ve ıraksamasız, yani �⃗⃗� ∙ �⃗� (𝑥 , 𝑡) = 0 

şeklindeki akışları varsayan Navier – Stokes sonuçları 

günden güne detaylandırılmakta ve genişletilmektedir.  Bu 

amaç için nümerik incelemeler gerçekleştirilmiştir. 

Literatürde ilgili çalışmalarda, özellikle zamana bağlı 

viskoziteler 𝜇(𝑡) araştırılmaktadır. Bu sebepten kaynaklı 

olarak nümerik analizlerde 𝜇(𝑡) <
1

𝑡
 için Poincaré haritaları 

elde edilmiştir. Genel olarak, Navier-Stokes denklemleri, 

akışkanların hareketini matematiksel olarak tanımlayan 

temel kısmi diferansiyel denklemlerdir. Bu denklemler, bir 

akışkanın hızı, basıncı ve yoğunluğu arasındaki ilişkiyi 

açıklar. İlk denklem, momentum denklemi olarak bilinir ve 

akışkanın hızının zamanla nasıl değiştiğini belirler. İkinci 

denklem, kütle denklemi olarak adlandırılır ve akışkanın 

yoğunluğunun nasıl değiştiğini ifade eder. Üçüncü 

denklem, enerji denklemi olarak bilinir ve akışkanın enerji 

değişimini hesaplar. Son denklem ise, sıcaklık ve basınç 

gibi termodinamik özellikleri ilişkilendirir. Bu kuple 

denklemler, akışkan dinamiğini ve mühendislik 

uygulamalarını anlamak için önem arz etmektedir. Bu 

kapsamda, viskozite için farklı varsayımlar ele 

alınmaktadır. Üç farklı durum incelenmiştir. Bu 

varsayımlar; viskozitenin zamana bağlı üst limiti, zamana 

bağlı alt limiti ve sabit alt limiti kapsamaktadır. Ek olarak, 

literatür ile ilişkilendirilmiş olan Beltrami denkleminin 

çözümleri için, ki bu vektör alanları kendi rotasyonlarına 

paraleldir, belirli akışlarının düzensiz çıkış çizgilerine sahip 

olmadığına dair kanıtlar sunulmaktadır. Viskozitenin sabit 

olduğunda bu durum Trkalyan (yani zamana bağlı 

katlanarak zayıflayan) akışlarının  dinamiği düzensiz 

olmadığını kanıtlamaktadır. 

 Navier – Stokes results which assume incompressible fluids 

and divergence-free flows, i.e. �⃗⃗� ∙ �⃗� (𝑥 , 𝑡) = 0, obtained 

analytically for three dimensions in the literature, are 

expanded. For this purpose, numerical analyses were 

performed. In related studies, especially time-dependant 

viscosities 𝜇(𝑡) were investigated. Therefore, Poincaré 

maps were obtained for 𝜇(𝑡) <
1

𝑡
. The Navier-Stokes 

equations are fundamental partial differential equations that 

mathematically describe the motion of fluids. These 

equations establish the relationship between velocity, 

pressure and density of a fluid. The first equation, known 

as the momentum equation, determines how the velocity of 

a fluid changes over time. The second equation, called the 

mass equation, expresses how the density of the fluid 

changes. The third equation, the energy equation, calculates 

the energy changes within the fluid. The fourth equation 

relates thermodynamic properties such as temperature and 

pressure. These coupled equations are crucial for 

understanding fluid dynamics and engineering 

applications. In this context, different assumptions for the 

viscosity are considered. Three different cases were 

examined. These assumptions include a time-dependent 

upper limit, time-dependent lower limit and constant lower 

limit of viscosity. In addition, evidence is presented that 

certain streams of literature-related solutions of the 

Beltrami equation which are vector fields parallel to their 

own curl do not have chaotic streaklines. For constant 

viscosities, this proves that the dynamics of Trkalian 

(exponentially decreasing with the time) flows are not 

chaotic. 

Anahtar kelimeler: Sıkıştırılamaz akış, Navier–Stokes, 

Trkalyan akışları, Beltrami denklemi 

 Keywords: Noncompressible flow, Navier–Stokes, 

Trkalyan flow, Beltrami equation 

1 Giriş 

Akışkanlar mekaniği, doğamızın önemli bir parçası olan 

sıvıların ve gazların hareketini inceleyen bir bilim dalıdır. Bu 

alandaki temel bilgiler, birçok endüstriyel ve bilimsel 

uygulamanın temelini oluşturur. Akışkanların hareketini 

tanımlayan temel denklemlerden biri, Jean-Louis Marie 

Poiseuille ve Claude-Louis Navier tarafından 19. yüzyılın 

başlarında geliştirilen Navier-Stokes denklemleridir. Bu 

denklemler; bir akışkanın hızını, basınca ve viskoziteye 

(akışkanın yapısının içsel sürtünmesi) bağlı olarak tanımlar 

ve akışkanların davranışını analiz etmek için kullanılır. 

https://orcid.org/0000-0002-4569-0725
https://orcid.org/0000-0003-3784-0495
https://orcid.org/0000-0003-4860-2230
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Navier-Stokes denklemleri, karmaşık akışkan 

hareketlerini modellemek ve anlamak için sıklıkla kullanılan 

bir araç haline gelmiştir. Birçok mühendislik, fizik, 

matematik ve bilgisayar bilimi uygulamasında kullanılan bu 

denklemler; özellikle sıvı dinamiği, havacılık, gemi inşaatı, 

hava tahmini, tıbbi görüntüleme ve endüstriyel süreçler gibi 

birçok alanda büyük önem taşır [1]. 

Navier-Stokes denklemleri, hız denklemleri (momentum 

denklemleri) ve devir (süreklilik) denklemi olmak üzere 

temelde iki ana bileşenden oluşur. Hız denklemleri, bir 

akışkanın hızını ve değişimini tanımlar ve bu değişimi 

etkileyen dış kuvvetleri, viskoz sürtünmeyi ve basınç 

farklarını hesaba katar. Devir denklemi ise madde ve 

momentumun korunumu ilkesine dayanır ve bir akışkanın 

kütle korunumunu ifade eder [1]. 

Akışlar, bilimsel ve mühendislik uygulamaları için 

büyük ilgi görmektedir. Önemli örnek kullanımlar arasında 

havacılık bilimleri, kan akışları, astrofizik, plazma manyeto-

hidrodinamiği, hava için kirlilik analizleri, okyanus akıntıları 

ve hava tahminlerinin yanı sıra otomobiller, klimalar, fanlar 

ve borulardaki su akışları yer alır [2-7]. Özellikle havacılık 

endüstrisinde, kanat etrafındaki davranış platformun uçuş 

karakteristiği için belirleyici olduğu için akışlar önemli bir 

rol oynamaktadır. Bununla birlikte, temel denklemlerin 

matematiksel yapısı oldukça karmaşık olduğundan, nicel 

sonuçların elde edilmesi son derece zorlaşmaktadır. Sonuç 

olarak; akışkanlar mekaniği üzerine araştırma, yüksek 

performanslı bilgisayarlar için ana çalışma alanlarından 

biridir [8, 9]. 

Lineer-viskoz Newton akışkanlarının akışları; enerji, 

momentum ve kütle için korunum yasalarından elde edilen 

Navier – Stokes momentum denklemleri ile karakterize 

edilirken, Euler denklemleri viskoz olmayan akışları tarif 

eder [10, 11]. Temel olarak Navier-Stokes denklemleri, bir 

akışın içindeki iç gerilimin basınç ve difüz viskoz terimi ile 

ilişkili olduğu gözlemiyle birlikte, akış hareketi için 

Newton'un ikinci yasasını beyan eder. Euler denklemleri ise 

viskoz olmayan akışkanları tarif etmektedir [10]. Bu 

denklemler astrofizik kullanılarak dahi türetilebilmektedirler 

[12]. Türbülans teorisinin aynı zamanda Navier – Stokes 

momentum denklemleri [13] tarafından incelenen akışkanlar 

mekaniğinin önemli bir alanı olduğu ayrıca bilinmektedir. 

Ek olarak, manyetik hidrodinamik analizleri Maxwell 

denklemlerinin kullanımı ile gerçekleştirmek mümkündür. 

Navier – Stokes momentum denklemlerini sayısal 

yöntemlerle incelemek için modern yaklaşım gelişmiş 

hesaplamalı akışkanlar dinamiğinin benimsenmesidir. 

Bununla birlikte, bazı fonksiyonel kullanımlarda, bu 

gelişmiş sayısal analizlere rağmen sonuçların elde edilmesi 

çok karmaşık hale gelebilir, öyle ki araştırmalar 

denklemlerin çözümlerini oluşturmak için istatistiksel 

yaklaşımlara bağlı olabilmektedir. Bununla birlikte, 

kuantum hesaplamaları ve doğrudan Monte Carlo 

yaklaşımları büyük önem taşımaktadır [14, 15]. 

Ayrı bir yöntem, ℝ3 veya ℝ3 ℤ3⁄  üzerindeki Navier – 

Stokes çözümlerinin varlığı ve doğruluğu gibi temel 

özellikleri türetmek için ilişkili denklemlerin analitik olarak 

incelenmesidir. Buna göre, analitik çözümler oluşturmak 

oldukça önemlidir ve özel koşullar için çalışmalar 

gerçekleştirilmiştir [16-20]. Ayrıca, analitik sonuçlara göre 

bir uçak tasarlamak gibi pratik uygulamalar için de önem 

taşımaktadır [21]. 

Bu çalışmada, literatürde analitik olarak elde edilmiş olan 

sonuçlar [22] genişletilmektedir ve nümerik olarak 

incelenmektedir. Bahsi geçen analitik çözümlerinin Poincaré 

haritaları elde edilmiş ve kesişim noktaları 

görselleştirilmiştir. Ek olarak, Beltrami denkleminin 

çözümleri için Trkalyan akışlarının düzensiz çıkış çizgilerine 

sahip olmadığına dair kanıtlar da sunulmaktadır. Uzun 

yıllardır literatürde bilinen Trkalyan akışları [23] için bu 

unsur elde edilmiştir. Bu sonuçları elde etmek için 

geleneksel metodolojiler kullanılmaktadır, zira nümerik 

metotlar farklı bağlılıkları ortaya çıkartmakta 

zorlanmaktadır. Analitik çözümlerin, kararlılık analizleri ve 

sayısal çözümlerin kontrolleri amacıyla kullanılabilmeleri ve 

aynı zamanda çeşitli fiziksel parametreler arasındaki 

ilişkileri ortaya çıkarabilmeleri nedeniyle oldukça ilgi 

çekicidir. Bu sebeplerden kaynaklı olarak hem analitik hem 

nümerik stratejiler güdülerek farklı sonuçlar elde edilmiştir. 

2 Materyal ve metot 

Sapmadan bağımsız akışlar (yani �⃗⃗� ∙ �⃗� (𝑥 , 𝑡) = 0) için 

sıkıştırılamaz Navier–Stokes momentum denklemi; konum 

vektörü  𝑥 , zaman 𝑡, sabit yoğunluk 𝜌, basınç 𝑝(𝑥 , 𝑡), 
zamana bağlı dinamik viskozite 𝜇(𝑡), yer çekimsel 

potansiyel 𝜑(𝑥 ) ve akış hızı �⃗� (𝑥 , 𝑡) dikkate alınarak 

belirtilmiş şekilde geçerlidir. 

 

𝛛𝑡�⃗� (𝑥 , 𝑡) + (�⃗� (𝑥 , 𝑡) ∙ �⃗⃗� )�⃗� (𝑥 , 𝑡) = −
1

𝜌
�⃗⃗� 𝑝(𝑥 , 𝑡)

+
𝜇(𝑡)

𝜌
∆�⃗� (𝑥 , 𝑡)

+�⃗⃗� 𝜑(𝑥 )

 

 

Bu denklemin çözümü, literatürde belirli varsayımlar 

kullanılarak elde edilmiştir [22]. Bu kapsamda değişkenlerin 

ayrılması, yani; 

 

�⃗� (𝑥 , 𝑡) = 𝑓(𝑡)�⃗⃗� (𝑥 ), 
 

𝑓(𝑡)’nin zamana bağlı bir fonksiyon olması ve �⃗⃗� (𝑥 )’in 

Beltrami vektör alanı olması, yani kendi rotasyonuna paralel 

olması, varsayılarak sonuç; 

 

�⃗� (𝑥 , 𝑡) = 𝑐4𝑒
−
𝜆2

𝜌 ∫
𝑑𝜏 𝜇(𝜏)
𝑡
0 �⃗⃗� (𝑥 ),          

 

𝑝(𝑥 , 𝑡) = 𝑐3 + 𝜌𝜑(𝑥 ) −
𝜌

2
�⃗� 2(𝑥 , 𝑡) 

 

olarak elde edilmiştir. 𝑐3, 𝑐4 ve 𝜆 matematiksel 

diferansiyel denklem çerçevesinden kaynaklanan sabitlerdir. 

Beltrami vektör alanı; �⃗⃗� (𝑥 ) yerine kaynak [22]’de türetilmiş 

olan; 
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𝐹 4(𝑥 , 𝜉, 𝜁) = 𝑎1𝑒 1 + 𝑎2𝑒 2 + 𝑎3𝑒 3,

𝑎1 =
1

𝑟4
((
3 − 𝑟2

𝑟
sin 𝑟 − 3 cos 𝑟)

         ∙ ((1 − 2𝜉)𝑥 + 𝑦𝑧 + 𝜁(𝑦2 − 𝑧2))

         +
𝑥

𝑟2
(
6𝑟2 − 15

𝑟
sin 𝑟 − (𝑟2 − 15) cos 𝑟)

             ∙ (𝑧2 − 𝜉(𝑦2 + 𝑧2) + 2𝜁𝑦𝑧)),

𝑎2 =
1

𝑟4
((
3 − 𝑟2

𝑟
sin 𝑟 − 3 cos 𝑟)

         ∙ ((1 + 𝜉)𝑦 − (1 − 𝜉)𝑥𝑧 − 𝜁(3𝑧 + 𝑥𝑦))

         +
1

𝑟2
(
6𝑟2 − 15

𝑟
sin 𝑟 − (𝑟2 − 15) cos 𝑟)

             ∙ ((𝜉𝑥2 + 𝑧2)𝑦 + 𝜁𝑧(𝑦2 − 𝑥2 − 𝑧2))) ,

𝑎3 =
1

𝑟4
((
3 − 𝑟2

𝑟
sin 𝑟 − 3 cos 𝑟)

         ∙ ((𝜉 − 2)𝑧 − 𝜉𝑥𝑦 − 𝜁(3𝑦 − 𝑥𝑧))

         +
1

𝑟2
(
6𝑟2 − 15

𝑟
sin 𝑟 − (𝑟2 − 15) cos 𝑟)

             ∙ (((𝜉 − 1)𝑥2 − 𝑦2)𝑧

                    +𝜁𝑦(𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2)))

 

 

vektör alanının kullanımı ile; 

 

�̇�(𝑡) =
𝑐4
𝑟4(𝑡)

e
−
𝜆2

𝜌 ∫
d𝜏 𝜇(𝜏)
𝑡

0

∙ (
3 − 𝑟2(𝑡)

𝑟(𝑡)
sin 𝑟(𝑡) − 3 cos 𝑟(𝑡))

∙ ((𝜉 − 2) cos2 𝜃(𝑡)

     −
𝜉 − 2 + 3𝜉 cos(2𝜙(𝑡))

2
sin2 𝜃(𝑡)

     −3𝜁 sin(2𝜃(𝑡)) sin𝜙(𝑡))

 (1) 

 

küresel koordinat sistemi kullanımı, yani 𝑟(𝑡) =

√𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡) + 𝑧2(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝜙(𝑡) ve 𝑥 =

(𝑥(𝑡) 𝑦(𝑡) 𝑧(𝑡))
T

, ile elde edilmiştir. Bu denklemin 

nümerik analizi kartezyen koordinatlar kullanılarak 3. 

bölümde sunulmaktadır. Bu kapsamda; 

 

tan 𝑟𝑗 =
3𝑟𝑗

3 − 𝑟𝑗
2 ,     𝑗 = 1,2,⋯ 

 

denklemini sağlayan 𝑟𝑗  yarıçaplı tüm küreler, bahsi geçen 

Beltrami vektör alanı 𝐹 4(𝑥 , 𝜉, 𝜁) için değişmez alt 

manifoldlar olduğu da literatürde gösterilmiştir [22]. Zira bu 

durumda küresel birim vektörü e⃗ 𝑟 dikkate alındığında 

 

e⃗ 𝑟 ∙ 𝐹 4(𝑥 , 𝜉, 𝜁)|𝑟=𝑟𝑗
= 0 

 

denklemi geçerlidir. Bahsi geçen analiz için ilk iki 

kürenin nümerik yarıçapları 𝑟1 ≈ 5.76346 ve 𝑟1 ≈ 9.09501 

olarak belirlenmiştir. 

2.1 Sonsuz uzunlukta çıkış çizgileri 

Kaynak [22]’de elde edilmiş sonuçları incelemek adına; 

 

𝜇(𝑡) ≤
1

𝜆2𝑡
,          𝑡 ≥ 𝑡1 > 0 

 

koşulu varsayıldığında; 

 

∫d𝜏 𝜇(𝜏)

𝑡

0

≤ ∫ d𝜏 𝜇(𝜏)

𝑡1

0

+
1

𝜆2
ln
𝑡

𝑡1

⇒ e
−
𝜆2

𝜌 ∫
d𝜏 𝜇(𝜏)
𝑡
0 ≥ e

−
𝜆2

𝜌 ∫
d𝜏 𝜇(𝜏)

𝑡1
0 −

1
𝜌
ln
𝑡
𝑡1

 

 

denklemleri elde edilmektedir. Bu durum ise sabit bir 

küme 𝑆 ⊂ ℝ3 için |�⃗� (𝑥 , 𝑡)| ≥ 𝐵 > 0 varsayıldığında; 

 

∫d𝜏 |�⃗� (𝑥 , 𝜏)|

𝑡

0

≥ 𝐵 (ln
𝑡

𝑡1
∙ e
−
𝜆2

𝜌 ∫
d𝜏 𝜇(𝜏)

𝑡1
0

+
ln𝑡1
𝜌 ) 

 

denkleminin açığa çıkmasını sağlamaktadır. Yani 𝑡 → ∞ 

durumunda çıkış çizgilerinin uzunlukları ∫ 𝑑𝜏 |�⃗� (𝑥 , 𝜏)|  
𝑡

0
da 

sonsuza gitmektedir. Ek olarak, kaynak [22]’de tanımlanmış 

olan Reynolds sayısı bu varsayımlarla Re = ∞ sonucuna yol 

açmaktadır. 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1 olarak tanımlanan kürede ve 𝑟1 ≤
𝑟 ≤ 𝑟2 olarak tanımlanan kabukta çıkış çizgileri bu 

sebeplerden kaynaklı olarak düzensiz davranış 

sergilemektedir. 

2.2 Sonlu uzunlukta çıkış çizgileri 

Kaynak [22]’de 𝜇(𝑡) ≥ �̃� > 0 varsayımı, yani tüm sabit 

viskoziteler için; 

 

∫ d𝑡

∞

0

 |�⃗� (𝑥 (𝑡), 𝑡)| ≤
𝜌

|𝜆|
Re 

 

denklemleri türetilmiştir. Yani çıkış çizgisinin üst limiti 

bulunmaktadır. Herhangi bir akışkan parçacığı tarafından 𝑡 
süresinden sonra geçen bir çıkış çizgisinin kalan uzunluğu 

𝑡 → ∞ için azalmaktadır ve aşağıdaki denklem ortaya 

çıkmaktadır; 

 

∫ d𝜏

∞

𝑡

 |�⃗� (𝑥 (𝜏), 𝜏)| ≤
𝜌

|𝜆|
e
−
𝜆2�̃�𝑡
𝜌 Re (2) 

 

Bu sebepten dolayı, bahsi geçen vizkoziteler için 

sunulmuş olan Trkalyan akışlarının düzensiz çıkış 

çizgilerine sahip olmadığı gözlemlenmektedir. Ayrıca 
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viskoz akışkanlar dinamiğinin Denklem (2)’den kaynaklı 

olarak bir belirli sürenin üstünde donduğu aşikardır zira bu 

denklemde ilgili zaman noktasında başlayan entegralin üst 

limiti vardır. Bu üst limit ise büyüyen zaman 𝑡 için üstel 

şekilde küçülmektedir. 

2.3 Viskozite için üçüncü varsayım 

Ayrı bir varsayım olan 

 

𝜇(𝑡) ≥
𝑚

𝑡
,     𝑚 >

𝜌

𝜆2
,     𝑡 ≥ 𝑡2 > 0 (3) 

 

durumu için ise; 
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ortaya çıkmaktadır. 𝑚 >
𝜌

𝜆2
 kullanıldığında ise 

𝜆2𝑚

𝜌
> 1 

olduğu görülmektedir. Bu denklemler kullanılarak çıkış 

çizgilerinin uzunlukları incelendiğinde; 
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denklemi üst sınır olarak türetilebilmektedir. Sonuç 

olarak varsayım (3)’deki viskoziteler için düzensiz çıkış 

çizgilerin olmadığı ortaya çıkmaktadır. Bu varsayım ise 

oldukça önemlidir çünkü bu durumda Reynolds sayısı 

sıfırdır  (Re = 0). Yani Reynolds sayısının sıfır olduğu bir 

durum için düzensiz çıkış çizgilerin olmadığı ispatlanmıştır. 

Özet olarak; sonuçlar incelendiğinde belirli varsayımlar 

için çıkış çizgilerinin analizi ile türbülanssız dinamikler elde 

edilmiştir. Bu durum önem arz etmektedir çünkü literatürde 

türbülanslı akışlar çok yaygın iken [26] türbülanssız sonuçlar 

daha nadir görünmektedir. 

2.4 Nümerik metodoloji 

Poincaré haritalarını elde etmek için bağımlı 

değişkenlerden biri bağımsız değişkene dönüştürülmektedir. 
Bu metot, yaklaşımın tek adımda gerçekleştirilmesine olanak 

tanıyan ve böylece klasik yöntemlerle [24] ilişkili hata 

birikimini önleyen bir denklem seti sağlar. Bu dönüşümü 

sadece son aşamada uygulamak yerine her zaman faz 

değişkenlerinden birinin bağımsız olması şeklinde 

uygulanmaktadır. Ardından Poincaré haritasını oluşturan 

örgü noktaları dizisini elde eden integral için Euler metodu 

kullanılmıştır. Bahsi geçen ilgili yaklaşım literatürde yaygın 

olarak kullanılmaktadır [25]. 

3 Nümerik bulgular ve tartışma 

Denklem sistemi (1) tarafından açıklanan dinamik, esas 

olarak 𝜉 ve 𝜁 parametrelerinin değerlerine bağlıdır. 𝜉 =
1

8
 ve 

𝜁 =
1

20
 için sonuçlar Şekil 1'de gösterilmektedir. 𝜆 = 𝜌 = 1 

seçilerek her çıkış çizgisinin uzunluğu 𝑡 → ∞ ile beraber 

sonsuza gitmesi, 𝜇(𝑡) <
1

𝑡
 denkleminden kaynaklı olarak 

kesinleştirilmiştir. Şekil 1(c), 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2 kabuğunun içinde 

𝑥 = 0 düzlemi ile 7 farklı yörüngenin Poincaré harita 

kesişimlerini göstermektedir. Bu yörüngelerin dördü belirli 

alt alanlarda yoğundur ve her biri seçilmiş zaman aralığında 

𝑥 = 0 düzlemine 2000 defadan fazla çarpmaktadır. Şekil 

1(b), bu yörüngelerin 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2 küresel kabuğunun 

içindeki 𝑧 = 0 düzlemi ile kesişim noktalarını 

göstermektedir. Geri kalan yörüngeler, Şekil 1(a) ve (c)'deki 

kapalı eğrilerde 𝑥 = 𝑧 = 0 düzlemlerini kesen değişmez 

toruslar (toriler) 𝕋2'ye aittir. Şekil 1(a), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1 içindeki 

𝑦 = 0 düzlemi ile onbir farklı yörüngenin kesişim noktasını 

göstermektedir. Bir yörünge, 𝑦 = 0 düzlemine seçilmiş 

zaman aralığında 10.000 defadan fazla çarpmaktadır ve bağlı 

olan alt alanda yoğundur. Diğer yörüngeler, Şekil 1(a)'daki 

kapalı eğrilerde, 𝑦 = 0 düzlemiyle kesişen değişmez toruslar 

𝕋2'ye aittir. Bu sonuçlar, dinamiklerin bütünleşik olmadığını 

ve (1) denklemine ait akışta, doğrudaş olmayan vektörler için 

düzensiz çıkış çizgilerinin varlığını ve ayrıca istikrarsızlığını 

gösterir. Bu çıkış çizgileri zamana bağlı viskoziteler için 

kabuk ve küre içinde belirlenmiştir. Bazı çıkış çizgileri iki 

boyutlu toruslar 𝕋2 üzerinde yoğunken, komşu çıkış çizgileri 

belirli üç boyutlu bölgelerde yoğundur. 

Yapılan analizler alt limitli viskoziteler için Trkalyan 

akışlarını [23] da kapsamaktadır. Buradaki çıkış çizgilerinin 

sonlu uzunluklara sahip olduğunu ve bu nedenle düzensiz bir 

davranış göstermediği anlaşılmaktadır. Yani Trkalyan 

akışları sabit alt limitli viskoziteler göz önünde 

bulundurulduğunda kaotik davranış veya türbülans 

sergileyememektedir. Bunun aksine literatürde farklı 

viskoziteler incelenmiş ve sonlu uzunluklar tespit 

edilmemiştir [27]. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Şekil 1. (a) 𝑧 = 0 için 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1, (b) 𝑦 = 0 için 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤
𝑟2 ve (c) 𝑥 = 0 için 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2 aralığında Poincaré 

haritaları 

 

4 Sonuçlar 

Bu çalışmada, literatürde yakın zamanda elde edilmiş 

sıkıştırılamaz ve ıraksamasız akışlar varsayan analitik 

Navier – Stokes sonuçları incelenmiştir. Üç farklı viskozite 

durumu incelenmiştir. Bu varsayımlar viskozitenin zamana 

bağlı üst limitini 𝜇(𝑡) ≤
1

𝜆2𝑡
, zamana bağlı alt limitini 𝜇(𝑡) ≥

𝑚

𝑡
 ve sabit alt limitini 𝜇(𝑡) ≥ �̃� kapsamaktadır. İlk durum 

haricinde çıkış çizgilerinin uzunluklarının sınırlı olduğu 

kanıtlanmıştır. Özellikle sabit alt limit, Trkalyan akışlarını da 

kapsamaktadır. Buradaki tüm çıkış çizgilerinin sonlu 

uzunluklara sahip olduğunu ve bu nedenle düzensiz bir 

davranış göstermediği kanıtlanmıştır. Yani Trkalyan akışları 

sabit alt limitli viskoziteler göz önünde bulundurulduğunda 

asla kaotik davranış veya türbülans sergileyememektedir. 

Son olarak, çizgilerin dinamiği nümerik olarak incelenmiştir. 

Bunun için, sıkıştırılamaz ve ıraksamasız akışlar varsayan 

analitik Navier – Stokes sonuçlarının Poincaré haritaları elde 

edilmiştir. 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2 kabuğunun içinde 𝑥 = 0 düzlemi ile 

7 farklı yörüngenin Poincaré harita kesişimleri elde 

edilmiştir. Her biri 𝑥 = 0 düzlemine 2000 defadan fazla 

çarpmaktadır. Bir yörünge 𝑦 = 0 düzlemine seçilmiş zaman 

aralığında 10.000 defadan fazla çarpmaktadır. Bu sonuçlar, 

dinamiklerin bütünleşik olmadığını ve akışta kaotik çıkış 

çizgilerinin varlığını göstermektedir. Bu durum ise bahsi 

geçen viskozite varsayımları geçerli olmadığında davranışın 

doğal olarak düzensizleştiğini kanıtlamaktadır. 
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