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Bernoulli Sayıları ve Lojistik Dağılış Fonksiyonu 
Üzerine ~ i'r 00.\ i ,.IN\t\. 

Samim DÜNDAR· 

ÖZET 

Berl/oulli poliııoıııu, ilk il failisayiliııı p'ci kuvvetleriniıı toplaııımı 
belirIeli p+ i 'ci derecedeli bir POliııoıııdıır. BenlOıılli poliııolıılarıl1dalı 
yararlanarak Bernou!li sayıları elde edilebilir. 

Bemoıılli poliııoıııları ve Bemoulli sayi/an, Uygulamalı 

Matemaliğin bir çok alaıiiıida, özelliklede sayısal çözümleme, fark 
deııklemleri ve toplaııılarm asiııııoıik analizinde kul/all/lmaktadır. 

Bernoufli pofiııoıııları ve Bemoulli sayilariliııı ayııı zamanda isıalislik 
Bilimiiıde de bir çok öııemli ve yararlı uygulamalan vardır. Örneğin 
Slirfiııg yaklaşııııı eLi öııemli uygulall/alarmdaıı birisidir. 

Bu çalışmada Bemoıılli sayi/an kullaııılarak lojis/ik dağılış 

fOııks/)lonulıılıı. külliiilanı Çıkarelli fonksiyoııu elde edilmiştir. 

Analıtar Kelime/er: Berl/oıılli poliııoıııları, Bemoıılli sayılan, Lojisıik 
dağııış. karekıerislikfoııksiyoıı. 

Nisan 2002 

Bernoulli pol inomlan, doğuran fonksiyon adı verilen xetx/(e X - 1) 

fonksiyonunun açılımından elde edilebili r (Atkinson, ı 978; Stuart ve Ord, ı 987). Bu 
polinomlar Bo('),B'('),B,(,), ... şek l i nde ifade edilip, ' =0 için Bo(O),B,(O),B,(O), ... 
şeklinde Bernoulli sayılan bulunabileceği gibi daha pratik yo llar da vardı r(Kelley ve 
Peterson, 199 ı). Çalışmanın ikinc i bölümünde Bernoulli polinomları yukarıda adı geçen 
doğuran fonksiyonunun Mac-laurin açılımından doğrudan doğruya elde edilmiş ve bu 
polinom l arın daha pratik bulunmasını sağlayan yinelemeli bir bağıntı tanım lanmıştır. 

Çalışmanın üçüncü bölümünde de Bemoulli sayı larını elde edebileceğimiz 
yinelemeli bir bağınt ı tanımlanmış ve bu bağıntı yard ı mıyl a ilk birkaç tanesi elde 
edilmiştir. (Kincaid ve Cheney, ı 99 1). 

Matematiksel istatistik te momentlerin hesaplanmasında moment çıkaran 
fonksiyon lardan yararlanılır. fakat bazı durumlarda moment ç ı karan fonksiyon 
bulunamaz. Bu durumda momentlerin bulunması "Karakteristik Fonksiyon" ile 
mümkün olur (Saraçoğlu ve Çevik,1995). Her dağııış fonksiyonunun karakteristik 
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fonksiyonu mutlaka vardır (Dündar,2DDO). Karakteristik fonksiyonun l ogaritmas ı 

alınarak da "Kümülant Çıkaran Fonksiyon" elde ed ilir (Khuri, ı 993). Momentlerle, 
kümülantlar arasında önemli ilişki l er olduğu bilinmektedir (Stuart ve Ord,1987). Bu 
nedenle, ça lı şmanın dördüncü bölümünde ise dağılış teorisinde "Lojistik Dağılış" 

olarak bilinen fonksiyonun karakteristik fonksiyonu ve bunun yardımı yla da kümülant 
çıkaran fonksiyonu elde edi lm iştir. Buradan haraket edilerek beşinci bölümde; Lojistik 
Dağılış fonksiyonunun "Küıııülant Ç ıkaran Fonksiyonu" • katsayıları Bemoulli sayıları 
olan x 'in bir kuvvet serisi şeklinde bulunmuştur. 

2. BERNOULLI POLİNOMLARI 

Tanım 2.1. {Yk Ct)} bir fonks iyon dizisi olmak üzere. sıfırı içeren bir açık 
aralıktaki tüm x 'ler için; 

-
g(ı,x) = L, y,(t)x' ,., 

olsun. Bu durumda g(ı ,x) fonksiyonlina '{yk(t)} di zis i ıçin "Doğuran Fonksiyon" 

den ir. Başka bir deyiş le; x = O civarında g(t,x) fon ksiyonunun kuvvet serisinde k 'cı 

katsay ı yk(l) dır. Bu katsayılar '; 

i ' 
y,(t) = - -, g(t,O) 

k! x 
(1) 

fonnülü ile hesaplanır (Kc lley ve Peterson, 1991). Ancak bu katsayıları hesaplamak için 
başka yollar da vardır. 

Tanım 2.2. Bı (i) Bemoulli polinoml arı ; 

denklemi ile tanımlıd ı r (Atkinson,1978). Başka bir deyişle, x e1x/(e ~ i ) fonksiyonu 

{B~ (O/k!} dizisi için doğuran bir fonksiyondur. 

Bemaulli polinamları ndan ilk birkaç tanesini hesaplamak için (i) den 
yararlanı labilir. Fakat (2) denklemini kullanarak amacıımza doğrudan doğruya 

ulaşabiliriz. ilk olarak (2) denkleminin her iki yanı (eX ~ l)/x ile çarpılırsa; 

e,,=e'. ı fB,(!}x' (3) 
x ı "O k! 

olur. (3) eş i t li ğ i nin her ik i tarafında yer alan üste i fonksiyonların Mac-Laurin 
serilerinden yararlan ıl ı r ve sağ taraftaki seri k 'nın ilk birkaç değeri için açık yazıhrsa ; 
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1+-+--+··· = 1+-+-+··· B (t)+-- x+-- x + ... ıx ı'x ' (x x' )( B,(ı) B, (ı) , ) 
i! 21 ı! 21 ol! 2! 

= 8 (ı)+(8,(ı) + B,(ı»)x+(B, (ı) + 8,(t) + B,(ı»)x ' + __ _ 
o I L 21 2! 2!1! 31 

olur. Polinam özdeşliği nden de ~ 

B (ı) = 1 • B,(ı)+B,(ı)=~ 
o i! 21 ı! 

B,(ı) B,(ı) B,(ı) ı ' 
• --+--+--=-

21 2!1! 3! 21 
(4) 

yazılır ve (4) 'deki eşitlik lerden yararlanarak. Bemou\Ji polinamlarının ilk birkaç 
tanesi ; 

B,(ı) = i 

i 
B, ( ı ) = ı --

2 
i 

8 2(1) = t 2 - t+ -
6 

J 3 2 ı 
8, (ı) = ı -- ı + - ı 

2 2 

olarak bu lunur. 

Bu şekilde elde edil en Bernou11i polinomları için ; 

L 8,(ı) = (n+l)ı" " (n + i) 
t e O k 

(5) 

(6) 

bağıntısı bir yineleme bağıntısıdlf (Kincaid ve Cheney,1991). Yani n = 0,1,2 .. ·· iç in 

(5) 'deki Bk(t) 'leri bu labiliriz. Örneğin (6) 'da n = 0 veril irse; 

(~)B, (ı) = (o+ı)ı' 

ve buradan. Bo(t) = ı olur. Yine (6) 'da II = ı verilirse ; 

i (2
) B, (ı) = ( I + i ) ı 

k" O i.. k 
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80 (ı) + 2B, (ı) = 2ı 

Bo(t) = i oldu~undan , Bı(t) = t - 112 olarak tekrar bulunur. Bu şeki lde devam 

edilerek , n = 2,3 ,· · · verilirse diğerleri de kolaylıkla elde edilebilir. 

3. 8ERNOULLİ SAYILARI 

Tamm 3.1. Bk Bemou1li sayıları ; Bk = Bk(O) ile tanımlıdır (Kelley ve 
Peterson,1991 ;Kincaid ve Cheney,1991).Yani k 'ınc ı Bemoulli say ı sı, k 'ıncı 

mertebeden Bernoul1i polinomundan t = O konularak elde edilebilir. Diğer taraftan (6) 
'da t = O yazılı rsa; 

i. 8. (0) = 0 . (n + i) 
k"'O k 

( n ~ i ) (7) 

elde edilir ki , bu da Bemoulli sayıları için bir yineleme hağıntısıdır . (7) den n = i ıçın; 

ve Bo(O) = \ olduğundan 8 1(0) =-112 olur. Yine (7) 'den n = 2 için; 

eşitliğinden de , 8 1 (0) =..!.. olur. Yine (7) 'den n = 3 için; 
6 

t. (:) 8.(0) = (~)80(0)+( ~ )8,(0)+( ~ )8, (0)+(; )8,(0) = O 

eşitliğinden de B3(0) = O olarak elde edi lir. Bu şekilde devam edi lirse ; önce 

k ~ i için B" ., (O) = O 

olduğu. ve sonra da 8,(0) = - 1/30 • 8 , (0) = 1/42 • 8,(0) = 1/30 .... bulunur. 
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4. LOJİSTİK DAGILlŞ FONKSİYONUNUN KARAKTERİsTİK 
FONKSİYONU 

Tanım 4.1. F(x) sürekli ve dF = f(x) dx olmak üzere; 

-
qı(t) = f c" dF (8) 

integralinin tanımladığı fonksiyona "Karakteristik Fonksiyon" denir(Saraçoğlu ve 
Çevik, 1995 ; Dündar, 2000). 

- - -
Iqı(ı~ = f c;" dF $ f le;"1 dF = f dF = 1 (9) 

oldu~undan (8) 'deki integral yakınsaktır, yani 'P(t) fonksiyonu vardır (Dündar,2000). 
Üstel fonksiyonların derlemesi şeklinde; 

r(x) = ( ~ 
I +e- ~ J 

ya da hiperbolik fonksiyon şeklinde ; 

1 
f(x) = _--'0.,-" 

4 cosh ' (x12) 

(ıo) 

(ll) 

olarak ifade edilebilen f(x) fonksiyonu dağılış teorisinde "Lojistik Dağııış" olarak 

bilinir (Khuri,1993 ; Dündar,2000). (8) 'den , (9) 'ye geçiş; coshx = (e' + e-' Y2 
tanımı yardımıyla kolayl ıkla yapı labi l ir. 

Şimdi (10) yada (I I) ile verilen fonksiyonun. karakteristik fonksiyonunu 
bu lmak istersek ; 

- -, 
qı(ı) = fe;" ( e _, r dx (12) 

__ i +e 

integralini hesaplamak. gerekir. (12) 'deki integralde ,e-~ = II değişken dönüşümü 

yapılırsa ; 

o () -f -. (-du) 
qıı - u( " _ 1+ LLJ 

olur. Son integralde de y = (I + urL dönüşümü ile ; 
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, 
'1'(1) = J y" (1 - yı-' dy (\3) , 

bulunur. (13) 'daki integral ise Beta fonksiyonunun tanımı (Kreyszis,1966) gereğince ~ 

q>(I) = p(l+i', I - il) 

dır. Beta fonksiyonundan, Gamma fonksiyonuna geçilirse; 

() 
_r ::::( l"-+-,,i ',--) .:cr->-( I'-,--,-i ',,-) 

'1" = 
r(l+il+l-il) 

r(l + iı) r(ı - iı) = iı r(iı) r(i - ii) 

olur. sinx = (Ci' _ C- ix Y2i 
özelliklerinden yararlanıhrsa ; 

ve r(x) r(ı- x) = "'simoc (Kreyszig, 1966) 

ltı 
'1'(1) =-,- , 

sınh1t1 
( 14) 

bulunur. (14) 'nin logaritması, kümülant çıkaran fonksiyonu vereceğinden (Khun , 1993 
; Stuart ve Ord, ı 987) , logaritma özelliği de kullanılarak; 

( ) 
(

Sinhltl) 1jI(1) = logq> , = -log lt i 

e lde edilir. 

5, WJİSTLK DAGILIŞ FONKSİYONU İLE BERNOULLİ 
SAYILARININ İLİşKİsİ 

( 15) 

Bernoulli polinom l arı için bir yineleme bağıntısı olan, (2) eşitliğinde l = O verilirse; 

_ x_ = t B,(O) x' 
e - ı k: O k! 

olur. (16) 'deki serinin ilk birkaç terimi yazıhrsa; 

x B,(O) B,(O) B,(O) , B,(O) , B,(O) , 
--=--+-- x+-- x +-- x +-- J(. + ... 
c' - lOl it 21 31 41 

dır, B,(O) = I ve B,(O)=-!n oldu~ndan; 

x i B,(O) , B,(O) , B,(O) • 
--= I-- x+-- x +-- x +-- x + ... 
c' - I 2 21 31 41 

dır ve buradan da ; 
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Bemoulli Sayılan Ve Lojistik Dathş Fonksiyonu t:ıurine 

_x __ ı +~ X = x(B2 (0) X + 8)(0) XL + 84(0) XL + ... ) 
e" - I 2 2! 3! 4! 

olup, her iki tarafı x ile bölersek ; 

i i i 8,(0) 8,(0), 8,(0) , ----+-=-- x+-- x +--X + ... 
c' - I X 2 2! 3! 4! 

olur. Son eşit liğin her iki tarafının terim , tenm integrali a l ınırsa; 

tog(ı - c -~)- log x + loge>!2 = B2 (0) x2 + 8 3(0) X L + 8 4(0) x4 + .. , 
2.2' 3.3' 4.4' 

k ~ i için B2h i (O) = O olduğundan , 

L 
{

c"'-e-"' ) ~ 8",(0) '" o = ~ x 
X . ' , (2n).(2n)! 

ve bu radan da ; 

loJ s;nh(x/2) ) = :t 8", (O) x'" 
'\ x/2 . ' , (2n).(2n)! 

(17) 

buluııur. ( 17) 'de x = 21t 1 dönüşümü yapı lırsa; 

10.( s;nhnl) = :t (2td" 8",(0) i '" 

'\ nı . ' , (2n) .(2n)! 
(18) 

yazı labilir. Son olarak (18) ile (15) karşılaştırılırsa; 

() I (s;nhnı) ~ (2td" 8",(0) '" \/It =- og =-~ 1 
nı ". , (2n).(2n)! 

dolayısıyla ; 

",(ı) = r 
'"' 

(- I)H(2ni" 8",(0) (;ı)'" 

(2n) (2n)! 
(19) 

elde edi lir. 
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ii 

r 'ci kürnülantı n , ı.v(t) = togq:ı (t) nın açılımında (it)' Ir! nın katsayısı oldu~undan 

(Stuart ve Ord, i 987) , (I 9) 'den n ~ i için ; 

K ", = (- i )'- ' (2ni" B" (O) (20) 
2n 

olduğu açı ktır . 

6. SONUÇ 

l.jI(t) = logq:ı (t) fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden türev ieri ; 

'11'(1) = q>' (t)/ q>(t) 

'ii "(t) = '1''' (t)/q> (t) - {'I" (t)/'I' (t)}' 

olup, t = O için '1'(0) " i olduğundan; 

K, = ,1,'(0) = ~', 

K, = '1'''(0) - {'Il ' (O) }' = ~',-{ıı,,}' = ~ , 

olur. 

k ~ i ıçin B 2It~ I(O) = O olduğundan; Kı = ~'ı = O dır. Bu sonuç qı(t) 

fonksiyonunun türevinde t -? O yapı l arak da görülebilir. ~'ı = O olduğu için de ; 
K2= ~'2 = ~2 dır . <p'(0) = 0 olduğundan , K 2 = <p"(0) dır. 

Lojistik Dağılış için bu tarzda K2 'yı ve diğer kümülantları elde etmek , oldukça 
güç ve uzun matematiksel işlemleri gerektirmektedir. üysaki (20) ba~ıntısında, n = i 
veril irse, kolaylıkla K2 = rt

2!3 ve n = 2 için de ; K. = 2rt4/ � 5 bulunur. 

Demekki K ı = O olduğundan , lojistik dağılışin ortal aması sıfırdır. K2 = ~2 

olduğundan , varyansı 1t2!3 dır . K) = O olduğundan dağılış tam simetriktir. 

K 4 = ~4 - 3~~ 'den ~4 = 71t4 115 olup , basıklık ölçüsü P2 = ~A.ı.~ 'den. P2 = 4.2 
elde edilir. P2 ) 3 olması nedeniyle de ; lojistik dağılışın, nonnal dağılışa göre daha 
basık olduğu görülür. Lojistik dağı1lş fonksiyonunun grafiği , Şekil i 'de Maple V 
Release 5 programı ile çizilmişti r. 
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A Study on Berooulli Numbers and Logistic Distribution 
Function 

AIlSTRACT 

The Ber/wıılli polyııoıııial is a polyııoıııial which is The s/llll oj p'" 
poıvers of ıhe firsı ii posiıiı'e ill1cgers al/d of degree p+J. Bemoıılli 
Iıl1l11bers caıı be obTaiııedfrom Bemo/tlli polyııoıııials. 

The Beri/ol/IIi polyııoıııials (ıııd Bemoıılli ıııııııbers have beeıı //Sed 
iii lIpplied ıııaılıeıııaıics, espedally iıı ıııııııerical mıa/ysis, differeııce 

elf/Ilaioııs and asyıııplOıic aııalysis of ıhe SIlIllS. The Bemoıılli 

pOlY'lOıııials aııd Bemoıılli /Iililibers have ıısefııl and iıııporuıııt 

applicmioııs iıı sımisıies. For eXlIıııple, Stirfiııg's approximations is 
oııe oJıhe iıııporıaııı appficmioııs. 

111 ıhis ıvork \Ve obTaiııed ıhe cıll/ııılaııl generaıilig JIII/cıiOlI oj 
logislic disıribıııioıı ıısiııg Bemoıılli /Iiıiıibers. 

Key Words : Ber/lol/lli polyııoıııiafs, Bemoıılli mıll/ben, Logislic 
disl ribııtioıı, Clıaracterisriefııııctioıı. 
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