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Matematik Ogretmeni Adaylarinin Ters Ornek Uretme Becerileri?
Muhammet DORUK?, Abdullah KAPLANS3

Calismanmin amact matematik ogretmeni adaylarimn ters dOrnek iiretme becerilerini ortaya
ctkarmaktir. Nitel arastirma yaklasimimun  benimsendigi calisma, bir durum calismasidir.
Calismamin katilimcilart Tiirkiye’de bulunan bir devlet iiniversitesinin ilkogretim matematik
ogretmenlidi ticiincii simifinda 6grenim goren sekiz dretmen adayidir. Katilimcilarin seciminde
olciit ornekleme yontemi dikkate alinmstir. Calisma, farkli akademik basar: diizeyinden iki grup
dgretmen aday: ile yiiriitilmiistiir. Calismanin verileri etkinlik temelli klinik miilakatlar yardimiyla
toplanmugtir. Ogretmen adaylart ile fonksiyonlar, diziler, limit-siireklilik ve tiirev konularmda
hazirlanan miilakat formlart kullamlarak dort kez goriistilmiistiir. Miilakatlarda &6Sretmen
adaylarma dogruluklarini degerlendirmeleri ve verdikleri kararlarin dogrulugunu gostermeleri igin
dort adet yanhs onerme sunulmustur. Ogretmen adaylarimin énermeler icin iirettikleri tiriinler
icerik analizi ile incelenmistir. Calisma sonucunda dgretmen adaylarimin yanhs onermeleri segmede
zorluk yasadiklar: tespit edilmistir. Ogretmen adaylarimn bir kisminin yanhs dnermelere yonelik
gecerli ters ornek tiretme konusunda da giicliik yasadiklar: ortaya ciknustir. Bu 6Sretmen adaylar:
onermeyi ctiriitecek uygun bir ters érnek bulamamus ya da gegersiz ters drnekler tiretmiglerdir.
Ogretmen adaylarinin bir kismi da énermenin yanhs oldugunu gostermek icin ispatlart kullanmak
veya agiklama yapmak gibi matematiksel olmayan yollara bagsourmusglardir. Onermelerin dogru
oldugunu diigiinen 6gretmen adaylar: genellikle ispat yapmaya ya da bir drnek iizerinden
onermenin dogrulugunu gostermeye calismiglardir.

Anahtar Sozciikler: Matematik 6gretmeni adayi, Ters érnekler, Analiz, Matematik egitimi.
GIRiS

Matematik, kavramlari arasinda anlamli iligskiler bulunan, kendine 6zgii sembolleri ve terminolojisi
bulunan evrensel bir dildir (Milli Egitim Bakanlig: [MEB], 2013). Matematiksel kavramlar arasinda
bulunan iliskileri arastirip genellemelere ulasmak, matematik yapmanin bir parcasidir. Genellemelerin
tiretilmesinde izlenen yol matematige hastir ve ispatlama olarak adlandirilir (Altun, 2013a). Bir
matematikgi geneli ilgilendiren diistinceyi kanitlamaya calisir ve bu diistince tiim 6rnekler i¢in gegerli
olur (Altun, 2014). Elde edilen genellemeler ile yeni matematiksel bilgilere ulasilir. Matematikgiler bir
matematiksel ifadenin dogru olduguna ispat yardimiyla karar verirler. Matematiksel sonuglar ancak
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dikkatli bir sekilde ispatlandiktan sonra gegerli kabul edilir (Ross, 1998). Ciinkii matematik¢inin
goziinde dogrulugun olgtitii olgusal kanitta degil mantiksal ispatta aranmalidir (Yildirim, 2014).

Matematiksel bilgilerin dogruluklarinin sinanmasinda ispatlar ve ters ornekler onemli aktorlerdir.
Gelbaum ve Olmsted’e (2003) gore matematik, ispat ve ters 6rneklerden olusmaktadir ve matematiksel
kesiflerin iki biiyiik hedefidir. Bu konuda Ko (2010), matematikte ispatlarin ve ters 6rneklerin birincil
amacinin bir 6nermenin dogrulugunu ya da yanhshgm gostermek oldugunu belirtmistir. Ko ve
Knuth’a (2009) gore ispatlama ve ciiriitme, 6nermelerin dogru ya da yanlis olup olmadigmi ve
nedeninin gosterilmesine yardimci oldugundan dolay:1 ileri matematiksel diisiincede ©nemli
becerilerdir. Buradan da anlasilacag: gibi matematikte bir 5nermenin dogrulanmasi kadar ciiriitiilmesi
de onemli bir etkinliktir. Matematigin gelismesinde onemli bir yere sahiptir (Lakatos, 1976).
Matematiksel onermelerin yanhshgmin gosterilmesi genellikle ters ornekler yardimiyla olur (Altun,
2014; Lampert, 1990; Yasuhiro, 1991). Diger bilim dallarindan farkli olarak matematikte ters crnekler,
bir netlige ve statiiye sahiptir (Whiteley, 2009). Yeni ve bilinmeyen bir varsayimin gegerligi test edilirken
matematikgiler genellikle sadece ispat yapmaya calismazlar, ayni zamanda gizlenmis celiskileri,
hatalar1 ya da belirtilmemis kabulleri ortaya ¢ikarmasi igin ters 6rnek olusturmaya calisirlar. Bu sekilde
matematikgciler ters drnekler yardimiyla eski ispatlar1 diizenlerler ve yeni ispatlar1 olustururlar (De
Villiers, 1999).

Ters orneklerle yapilan ciirtitme ya da yanlislama bircok kaynakta ispatlama yontemleri arasinda
gosterilmektedir (Akkas, Hacisalihoglu, Ozel ve Sabuncuoglu, 1998; Altun, 2014; Irmak, 2008). Peled ve
Zaslavsky (1997) ters 6rneklerin baslica amacinin énermeyi yanlislamak olsa da, onlarin matematiksel
kavramlarin hatirlanmasinda ve 6nermelerdeki mantiksal hatalarin gériilmesinde 6grencilere yardimci
oldugunu ifade etmislerdir (Akt., Ko, 2010). Ters 6rnekler varsayimlarin yeniden diizenlenmesini saglar
ve muhakemenin gelismesine yardimci olurlar (Whiteley, 2009). Bir matematiksel ispat tiim durumlar
icin 6nermenin dogrulugunu gosterirken (Stylianides ve Stylianides, 2009), bir ters ¢rnek mevcut
onermenin yanlis oldugunu gosterir (Akkas vd., 1998; Irmak, 2008). Benzer sekilde Zaslavsky ve Ron
(1998), ters orneklerin diger 6rneklerden daha giiglii bir konuma sahip oldugunu belirtmis, tek bir ters
ornegin genel sonucglar1 bozmak icin yeterli iken destekleyici ve dogrulayici olarak sunulan bircok
ornegin yeterli olmadigini ifade etmislerdir. Akkas vd. (1998) matematikte yapilan en énemli islerden
birinin teoremleri ispatlamak oldugunu belirtmislerdir. Varlik bildiren teoremler ispatlanirken
teoremin dogru oldugunu gostermede bir tek 6rnek vermek yeterli degildir. Ctinkii teorem bu 6rnek
icin dogrulandig1 halde baska bir 6rnek icin dogrulanmis olmayabilir (Akkas vd., 1998). Tipki ispatlar
gibi, ters ornekler de matematiksel tartisma stirecinin sosyal bir tirtintidiir (Yasuhiro, 1991).

lgili literatiir incelendiginde arastirmacilarin daha cok 6nermelerin dogrulanmasina odaklandiklari,
onermelerinin curttiilmesine yonelik calismalarin ise simirli sayida oldugu goriilmustiir. Yapilan
arastirmalarda tniversite diizeyinde bircok ispat agirlikli ders alinmasina ragmen universite
dgrencilerinin ve matematik 6gretmenlerinin 6nermelerin yanlisligini gostermek icin ters drnek tiretme
konusunda gticliik yasadiklari tespit edilmistir (Riley, 2003; Zaslavsky ve Peled, 1996; Zaslavsky ve Ron,
1998). Bununla birlikte, 6grencilerin kendilerine sunulan énermelerin dogruluklarini belirlemede bile
zorluk yasadiklarini ortaya ¢ikmistir (Gibson, 1998; Goetting, 1995; Ko ve Knuth, 2009; Riley, 2003).
Ogrencilerin bir kisminin, bir 6nerme icin iiretilen gegerli ters drnegi, dnermenin istisnasi olarak
gordiikleri ve 6nermenin hala dogru oldugunu dustindtikleri belirlenmistir (Williams, 1979; Zaslavsky
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ve Ron, 1998). Benzer sekilde Galbraith (1981), 6grencilerin tek bir ters drnegin, yanlis olan énermeyi
clirtitmek igin yeterli oldugunu bilmediklerini ifade etmistir.

Dogru matematiksel bilgilere ulasmak, matematik 6grenimi igin de énemli bir durumdur. Matematik
ogretimi tizerine etkin iki kuram olan Yapilandirmact Ogrenme Kurami ve Gergekci Matematik Egitimi,
bilgiyi bireyin kendisinin olusturdugu diisiincesini benimsemistir (Altun ve Yilmaz, 2010). Biligsel
Yapisalc1 Kuram’a gore bilgi bir adaptasyon stireci sonucunda elde edilir ve bu bilgi edinimi bireyin
kendisi tarafindan gerceklestirilir (Altun, 2014). Buna gore, 6grencilerin yeni matematiksel bilgilerini
onceki ogrenmeleri ile yapilandirarak elde ettikleri soylenebilir. Ciinkii birey yeni 6grendigi bilgiyi
zihnindeki semalara uyarlamakta (6ziimseme), uyarlayamiyorsa semalar1 yenileyip (diizenleme)
gelistirmektedir (Altun, 2014). Ogrenciler kendilerine yoneltilen matematiksel iddialar1 sorgulamadan
dogru kabul ederlerse, yanlis matematiksel bilgileri gegerli bilgiler olarak kabul etmeleri ve zihinlerinde
yapilandirmalart muhtemeldir. Yanlis matematiksel bilgilerin tizerine insa edilecek yeni bilgilerin de
saglikli bilgiler olamayacagi agiktir. Bu yiizden 6grencilerin dogru matematiksel bilgiye ulasmak adina
matematiksel bilgilerin dogrulugunun nasil sorgulanacagi konusunda bilgili olmalar1 gerekmektedir.
Ctinkti matematik bilme ihtiyacinin iirtinii, bir diistinme ve dogruyu arama ugrasidir (Altun, 2013b).

Arastirmacilar 6grencilerin ortaokul son sinif itibariyle bir énermenin yanlis oldugunu gostermek igin
bir ters ornegin yeterli oldugunu, énermenin birka¢ durum i¢in dogrulanmasinin 6nermenin tiim
durumlar icin dogru oldugu sonucuna ulasilamayacagin fark etmelerini tavsiye etmektedir (Ross,
1998). Benzer sekilde {iilkemizde ortaokul matematik dersi kapsaminda yapilan 6gretim ile
ogrencilerinin matematiksel c¢ikarimlarin dogrulugunu ve gecerligini savunma becerisine sahip
olmalar1 istenmektedir (MEB, 2013). Ortaokul 6grencilerinin bu becerileri kazanabilmeleri ic¢in
matematik Ogretmenlerinin de dogru olduklarmi dustindiikleri matematiksel ¢ikarimlarin nasil
savunulacagi konusunda bilgili olmalar1 gerekmektedir. Matematik 6gretmeni adaylarinin da 6gretmen
yetistiren kurumlarda matematiksel bilgilerin dogrulugunun ya da yanlishginin nasil gosterilecegi
konusunda beceri kazanmalar1 adma gerekli calismalar yapilmalidir. Bu calismada da ilkogretim
matematik Ogretmeni adaylarinin analiz alaninda ters ornek iiretme becerileri ortaya gikarilmak
istenmistir. Bu amacla 6gretmen adaylarinin yanlis nermeler icin tirettikleri tirtinler incelenmistir.
Calismada ilgili literatiirle uyumlu olarak ters 6rnek yardimiyla yapilan yanlislama, bir ispat yontemi
olarak degerlendirilmistir.

YONTEM

Arastirmanin modeli

Calismada nitel arastirma yaklasimi benimsenmistir. Calisma nitel arastirma desenlerinden bir durum
calismasi olarak tasarlanmistir. Durum caligsmasi, sinirli bir sistemin derinlemesine betimlenmesi ve
incelenmesidir (Merriam, 2013).

Arastirma grubu

Calismanin katilimcilar: 2013-2014 egitim 6gretim yilinin bahar yarryilinda, Ttirkiye'nin Dogu Anadolu
Bolgesi'nde yer alan bir devlet tiniversitesinin ilkogretim matematik 6gretmenligi bolumii {iciincii
simnifinda 6grenim goren toplam sekiz matematik 6gretmeni adayidir. Ayrica galismanin pilot
uygulamas: 2013-2014 egitim 6gretim yilmin giiz yariyilinda, yine ayni tiniversitenin ilk6gretim
matematik Ogretmenligi bolimiiniin son sinifinda 6grenim goren toplam 10 6gretmen aday: ile
yurttilmiistir.

Aragtirma grubu 6lciit 6rnekleme yontemi dikkate almarak secilmistir. Olgiit 6rnekleme yonteminde
temel anlayis onceden belirlenmis bir dizi ol¢titii karsilayan durumlarin galisiimasidir. Burada sozii
edilen 6lgiit veya olgtitler arastirmaci tarafindan olusturulabilir ya da daha énceden hazirlanmis bir
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olgtit listesi kullanilabilir (Yildirim ve Simsek, 2011). Calismada 6gretmen adaylarinin analiz alaninda
kendilerine sunulan yanlis 6nermelere yonelik ters drnek tiretme stiregleri incelenmistir. Bu bakimdan
arastirma grubu se¢iminde, 6gretmen adaylarinin matematiksel ispatin ne oldugu, nasil yapildig:, bir
arglimanin nasil savunulmas: gerektigi ya da matematikte “ciirtiten” yani ters orneklerin varligi ve
kullanim1 hakkinda bilgi sahibi olduklar1 Soyut Matematik dersi ile analiz konularinin gretiminin
yapildigr Genel Matematik, Analiz-I, Analiz-II ve Analiz-III derslerini almis ve basar1 ile ge¢mis
olmalar1 dikkate alinmistir. Analizin temel konular1 olarak fonksiyonlar, diziler, limit, siireklilik ve
turev kavramlar1 dikkate almmistir. Arastirma grubunun secilmesinde daha ayrintili bilgi elde
edebilmek icin 6grencilerin hazirlanan etkinliklerin ilgili oldugu derslerdeki basarilar1 (Analiz-I,
Analiz-1II, Soyut Matematik) ve agirlikli genel not ortalamalar: (AGNO) incelenmistir.

Yapilan degerlendirmeler sonucunda 6grenciler ilgili derslerdeki basarilar1 ve AGNO’larina gore iki
gruba ayrilmistir. flk grup ortalama basari diizeyindeki 6grencilerdir. Ortalama basar1 diizeyindeki
dgrencilerin arasindan goniilliilitk esasma ve kolay ulasilabilme olanag1 olan dort 6grenci segilmistir.
Bu ogrencilerin AGNO'lar1 2.5/4 ile 3.0/4 arasindadir. ilk grup olan ortalama diizeyde akademik
basariya sahip 6gretmen adaylarinin takma isimleri basari sirasina gore Baris, Belma, Bilge ve Buse’dir.
Calismanin yirituldiigi diger grup basar1 diizeyi yiiksek 6grencilerden olusmustur. Bu gruptaki
ogrencilerin AGNO’lar1 3.0/4 ile 4.0/4 arasinda ve ilgili dersleri ilk seferinde ytiksek bir basari ile
gecmislerdir. Bu grup arasindan da goniillii olmalar1 ve kolay ulasilabilmeleri goz 6ntinde tutularak
dort ogrenci arastirma grubuna dahil edilmistir. Bu gruptaki ogretmen adaylarmin basar
siralamalarina gore takma isimleri Adem, Ahu, Aysun ve Aziz'dir.

Calismada basar1 diizeyi farkli iki grubun incelenmesinin sebebi yanlis ©nermelere yonelik
olabildigince farkli trtinlerin retilmesini saglamaktir. Bu sayede oOgretmen adaylarmin yanlis
onermeler icin trettikleri {irtinlere yonelik kapsamli bir siniflama elde edilebilecegi dustintlmiistiir.
Calismada basar: diizeyi diisiik 6gretmen adaylarimin arastirmaya déhil edilmemesinin sebeplerinden
biri de pilot uygulamada bu tarz 6gretmen adaylarinin analizi kolay olmayan ifadeler kullanma
egiliminde olmalaridir.

Veri toplama aract

Ogretmen adaylarinin analiz alaninda ters drnek iiretme becerilerini ortaya cikarabilmek igin etkinlik
temelli klinik miilakatlardan yararlanilmistir. Ogretmen adaylari ile hazirlanan miilakat formlar
yardimiyla dort kez goruistilmustiir. Miilakatlar formlarinda sirasiyla fonksiyonlar, diziler, limit-
stireklilik ve tiirev konularinda dort adet yanlis 6nerme yer almaktadir. Ayrica formlarda 6nermelerin
ispatlanmast igin kendilerine gerekli olan tiim formel tanimlar sunulmustur. Ogretmen adaylarindan
bu onermeleri dogru veya yanlis olarak belirtmeleri ardindan verdikleri kararlarin dogrulugunu
gostermeleri istenmistir. Bu sayede Ogretmen adaylarimin matematiksel ¢ikarimlarini nasil
savunduklar1 ortaya ¢ikarilmak istenmistir.

Veri toplama araglarinin gelistirilmesinde gecerlik calismalar1 kapsaminda alt1 uzman akademisyenin
goriisiine basvurulmus ve pilot uygulama yapilmistir. Bu uzmanlar bir devlet tiniversitesinin
ilkogretim matematik ve ortadgretim fen ve matematik alanlar1 egitimi alaninda dogent ve yardimci
dogent olarak gorev yapmaktadirlar. Uzmanlardan alman goriisler dogrultusunda formda bulunan
yazim hatalar1 ve matematiksel hatalar diizeltilmistir. Tablo 1’de ¢alismada kullanilan yanlis nermeler
hakkinda bilgiler sunulmustur.
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Tablo 1. Calismada Kullanilan Yanlis Onermeler

Miilakat konular: Onermeler
Fonksiyonlar Herhangi carpilabilir olan birebir iki fonksiyonun carpimi olan yeni fonksiyon da birebirdir
Diziler (Sn) yakinsak ve (t,) 1raksak reel say: dizisi olmak iizere (Sy.ty,) carpim dizisi iraksaktty
Limit-stireklilik Bir kiime dizerinde monoton artan her fonksiyon, ayni kiime tizerinde siireklidir
Tiirev Herhangi bir noktada siirekli her fonksiyon, o noktada tiirevlidir

Verilerin toplanmasi

Calismanin verileri yar1 yapilandirilmis klinik miilakatlar yardimiyla doért haftada toplanmustir.
Ogretmen adaylarina goriismelere baglamadan 6nce galisma hakkinda gerekli bilgiler verilmistir.
Calismanin goniillulik esasina gore yiiriitiilecegi ve istedikleri zaman c¢alismadan ayrilabilecekleri
ifade edilmistir. Ogretmen adaylarinin isimlerinin gizli tutulacagi ve takma isimlerin kullamlacag
belirtilmistir. Gortismeler ses kayit cihazi ile kayit altina alinmistir.

Gortismeler arastirmaci ile 6gretmen adaylarimmin dissal faktorlerden etkilenmeyecegine inanilan bir
ortamda gergeklesmistir. Ogretmen adaylarindan goriismeler sirasinda sesli diigiinmeleri rica
edilmistir. Ogretmen adaylar1 da genellikle diistincelerini sesli olarak ifade etmiglerdir. Goriismeler
sirasinda arastirmaci, Ogretmen adaylarimi yonlendirici davranmislardan kaginmaya galismustir.
Ogretmen adaylarinin diistincelerini anlamak icin siklikla sorular sorulmustur. Goriismelere
baslamadan 6nce arastirmaci tarafindan sorulacak olan sorularin onlarin ne diisiindiiklerini anlamak
icin oldugu, kesinlikle yonlendirici bir nitelik tasimadigi belirtiimistir. Ogretmen adaylarma da

arastirmacidan bir onay beklememeleri ve buna yonelik soru sormamalari istenmistir.
Verilerin analizi

Ogretmen adaylarinin 6nermelerin dogruluguna yonelik verdikleri kararlarinm ardindan verdikleri
kararlarin dogrulugunu gostermek icin irettikleri iiriinlere icerik analiz uygulanmustir. Ogretmen
adaylarinm yazili ve sozlii beyanlar1 ortak olarak degerlendirilmistir. Ogretmen adaylarinin bir kismi
onermenin yanls oldugunu belirtirken, bir kism1 da dogru oldugunu belirterek verdikleri kararlarin
dogrultusunda {irtinler iiretmiglerdir. Igerik analizi sonucunda 6gretmen adaylarinin irettikleri
tirtinlerin sekiz farkh 6zellikte oldugu tespit edilmistir. Calismada elde edilen kategoriler iki uzman
akademisyenin kontroliinden ge¢mistir. Uzmanlar calismada elde edilen kategorilerin 6grencilerin
ispatlarinin 6zelliklerini yansittig1 yoniinde gortis bildirmislerdir. Tablo 2'de 6gretmen adaylarinin

yanlis 6nermeler icin tirettikleri tirtinlerin 6zellikleri sunulmustur.

Tablo 2. Ogretmen Adaylarinin Ters Ornek Uretme Durumlari

Ters ornekler Gdstergeler

Dogru ters 6rnek  Ogretmen adaylar: énermeyi yanhslayan gecerli bir ters drnek iiretmiglerdir. Ters drnegin neden
onermeyi yanhsladigini dogru bir sekilde aciklamuslardir.

Gegersiz ters Ogretmen adaylart onermeyi yanhslayan ters drnek bulmaya caligmiglar fakat bagarili
ornek olamamslardir. Ters drnek olarak dne siirdiikleri 6rnekler onermeyi yanlislamak icin gerekli ozellikleri
tagimamaktadur.

Ters ornek yok  Ogretmen adaylart siz konusu dnermelerin yanhs oldugunu diisiinerck ters drnek bulmaya
calismuglar fakat basarili olamamuslardir.

Ispatla Ogretmen adaylar: dnermeyi dogrulamak icin ispat yapmaya calismuglardur. Ispatlarinda mantiksal
yanlislama olarak bir eksiklik gdrmiiglerdir. Onermeyi yanhslamak icin ispatin neden yapilamayacagini izah
etmeye calismslardir. Ispatlarindaki celiskili durumun dnermenin yanhs oldugunu gdstermek igin

yeterli oldugunu ifade etmiglerdir.
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Ispat kullanma  Ogretmen adaylar: énermeyi yanlislamak igin énermenin ilgili oldugu farkl bir teoremin ispatini

yapmuglardir. Bu teoremin ispatina dayanarak soz konusu onermenin yanls oldugunu ifade
etmiglerdir.

Aciklama yapma Ogretmen adaylari énermeyi yanlislamak icin ters 6rnek bulmaya calismak yerine dnermenin neden

yanlis oldugunu agiklamaya calisnslardir.

Ispat Qgretmen adaylar: yanhs olan dnermenin dogru oldugunu diisiinerek ispat yapmaya calisnuslardar.
Ispatlarini kendilerine gore tamamlayarak ya da ispatlarini yarim birakarak onermenin dogru oldugu
sonucuna ulagnuglardir.

Ornekle Ogretmen adaylart yanls olan énermenin dogru oldugunu diigiinerek dogrulamaya ¢ahgmglardir.
dogrulama Onermeyi dogrulamak icin bir ya da birkag drnek ile énermenin do§ru oldugunu gistermislerdir.
BULGULAR VE YORUM

Ogretmen adaylariin ters drnek iiretme siireglerini ortaya ¢gtkarmak amaciyla fonksiyonlar konusunda

yanlis bir 6nerme olan “Herhangi carpilabilir olan birebir iki fonksiyonun carpimi olan yeni fonksiyon da

birebirdir.” 6nermesi igin olusturduklar: tiriinler incelenmistir. Ogretmen adaylarinin ters 6rnek tiretme

durumlarn ti¢ kategori altinda toplanmistir. Bu kategoriler hakkinda bilgiler Tablo 3’te sunulmustur.

Tablo 3. Ogretmen Adaylarinin Ters Ornek Uretme Durumlari

Kategoriler Ahu Adem  Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
Dogru ters 6rnek v v v v
Ornekle dogrulama v
v v 4

1spat

Tablo 3’e gore 6gretmen adaylarmin yarisi (Ahu, Aziz, Baris, Bilge) verdikleri karara uygun olarak

gegerli ters ornekler tiretmislerdir. Diger 6gretmen adaylari ise nermenin dogru oldugunu gostermeye

calismislardir. Bu 6gretmen adaylarindan ticti (Adem, Aysun, Belma) ispat yapmaya calisirken, Buse

ise 6zel bir 6rnek kullanarak dogrulama yapmustir.

Ahu, Aziz, Baris ve Bilge verdikleri kararlara uygun olarak dogru ters drnekler tiretmislerdir. Asagida

bu 6gretmen adaylaria 6rnek olarak Aziz'in ispati sunulmustur. Aziz, ispatinda reel sayilar tizerinde

tanimladig:

f(x)=x+1 ve g(x) =x—1 fonksiyonlarini 6nermeyi c¢liriiten ters ornek olarak

kullanmustir.
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Sekil-1. Aziz'in ispat1
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Diger 6gretmen adaylari ise bu 6nermenin dogru oldugunu belirterek dogrulamaya calismislardir. Bu
Ogretmen adaylarindan Buse reel sayilar kiimesi tizerinde tanimladig iki fonksiyonu ¢arparak buldugu
sonuca gore dogrulama yapmustir. Reel sayilar tizerinde tanumladigl f(x) = 2x ve g(x) =2x+1
fonksiyonlarmi goz éntine almistir. Carpim fonksiyonunun birebir bir fonksiyon oldugunu belirtmistir.
Buse'nin buldugu carpim fonksiyonu gercekte birebir olmayan bir fonksiyondur. Buse ¢nermeyi
ctirtiten bir drnek bulmus fakat yeterli inceleme yapmadig: icin fark edememistir. Buse'nin buldugu
ornegi hatali degerlendirmesinde birebir fonksiyon kavramina yonelik gelistirdigi “x; = x, ise f(x;) =
f(x,)” imajt etkili olmustur. Asagida Buse'nin yaptig1 ispata yer verilmistir.
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Sekil-2. Buse'nin ispat1
Adem, Aysun ve Belma dogru olarak degerlendirdikleri 6nerme icin ispat yapmaya calismislar ve

basarisiz olmuslardir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Belma'nin ispatina yer verilmistir.
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Sekil-3. Belma'nin ispat1

Ogretmen adaylarinin diziler konusunda yanlis olan matematiksel bir 6nerme igin ne tiir iiriinler ortaya
cikaracaklarin belirleyebilmek icin “(s,,) yakimsak ve (t,) 1raksak reel say: dizisi olmak iizere (sy.t,) carpim
dizisi 1raksaktir” Onermesi icin olusturduklari triinler incelenmistir. Yapilan inceleme sonucunda
Ogretmen adaylarmun trtinlerinin dort kategori altinda toplandig: belirlenmistir. Bu kategoriler
hakkindaki bilgilere Tablo 4’te yer verilmistir.

Tablo 4. Ogretmen Adaylarinin Ters Ornek Uretme Durumlari

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
v v v
Dogru ters 6rnek
v

Aciklama yapma
. v v
Ornekle dogrulama

v v

ispat
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Tablo 4 incelendiginde 6nermenin yanlis oldugunu belirten dort 6gretmen adayindan tigliniin (Ahu,
Adem, Aziz) dogru ters drnek iirettikleri belirlenmistir. Diger 6gretmen aday1 (Buse) ters drnek iiretme
yerine agiklama yaparak énermenin yanhs oldugunu gostermeye galismistir. Ogretmen adaylarinin
yarist (Aysun, Baris, Belge, Belma) onermenin dogru oldugunu diistinerek dogrulugunu gostermeye
calismiglardir. Bu 6gretmen adaylarindan ikisi (Aysun, Belma) énermeyi ispatlamaya calisirken diger
ikisi (Baris, Bilge) 6zel 6rnekler kullanarak 6nermenin dogrulugunu gostermek istemistir.

Ahu, Aziz ve Adem onermenin yanlisligini dogru bir ters drnek tireterek gostermislerdir. Asagida bu
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Sekil-4. Ahu'nun ispat1

Ogretmen adaylarindan Ahu'nun ispatina yer verilmistir.

Buse dnermenin yanlis oldugunu belirtmistir. Onermenin yanlis oldugunu gostermek igin ters 6rnek ile
ispat yapmak yerine 6nermenin yanlis oldugunu agiklamaya ¢alismistir. Asagida Buse’nin ispatina yer
verilmistir.
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Sekil-5. Buse'nin ispati

Bilge ve Baris 6nermenin dogru oldugunu diisiinerek ispat yapmaya galismistir. ispatlarinda énermeyi
dogrulayan ¢rnekler kullanmuslardir. Bu 6gretmen adaylarinin ispatlarinda ttimevarimsal bir yaklasim
sergiledikleri soylenebilir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Baris'in ispat1 sunulmustur.
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Sekil-6. Baris'in ispat1

Aysun ve Belma ise dogru oldugunu distindiikleri 6nermenin dogrulugunu gostermek icin ispat
yapmaya calismustir. Ispatlarinda ortak olarak limit isleminin carpma islemi tizerine dagilma 6zelligini
kullanmislardir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Belma'nin ispat1 6rnek olarak sunulmustur.
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Sekil-7. Belma'nin ispat1

Ogretmen adaylariin limit-siireklilik konusunda ters 6rnek tiretme becerilerini ortaya ¢ikarmak igin
“Bir kiime tizerinde monoton artan her fonksiyon, ayni kiime iizerinde stireklidir.” yanlis 6nermesine yonelik
tirettikleri matematiksel trtinler incelenmistir. Yapilan inceleme sonucunda 6gretmen adaylarin
olusturduklar1 trtinlerin dort kategori altinda toplandig1 belirlenmistir. Tablo 5te bu kategoriler
hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 5. Ogretmen Adaylarinin Ters Ornek Uretme Durumlari

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
Gegersiz ters 6rnek v v
Ornekle dogrulama v
1spat v v
v v v

Tamamlanmamis ispat

Tablo 5’e gore, onermenin yanlis oldugunu belirten 6gretmen adaylarimin (Aziz, Aysun) 6nerme igin
uygun bir ters ornek tiretemedikleri belirlenmistir. Diger 6gretmen adaylar1 énermenin dogru bir
onerme oldugunu ifade etmislerdir. Ogretmen adaylar1 ¢ogunlukla ispat yapmaya calismislardir. Iki
Ogretmen adayr (Buse, Belma) ispatini1 tamamlarken ti¢ Ogretmen aday:r (Ahu, Adem, Bilge)
tamamlayamamuistir. Bir 6gretmen aday1 (Baris) dnermenin dogru oldugunu 6zel bir 6rnek kullanarak
gostermeye calismustir.
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Onermenin yanls oldugunu belirten Aziz ve Aysun, gegerli bir ters 6rnek bulamamuglardir. Buna gore,
bu 6gretmen adaylarinin dogru bir ters ornek iiretmede basarisiz olduklar1 sdylenebilir. Asagida
sirastyla Aysun ve Aziz'in reel sayilar tizerinde tanimladiklar1 6rnekler sunulmustur.
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Sekil-8. Aysun ve Aziz'in ters 6rnekleri

s sl

. 2
Oncelikle Aysun’un f(x) = ;Tl ornegi incelendiginde, bu fonksiyonun reel sayilar tizerinde monoton

artan bir fonksiyon olmadig1 dikkat cekmistir. Bu fonksiyon (—oo, 0] U [2, ) kiimesi tizerinde monoton

artandir. Bu bakimdan, Aysun’un fonksiyonun reel sayilar kiimesi tizerinde monoton artan oldugu

iddias1 yanlistir. Ayrica, fonksiyon monoton artan oldugu aralik olan (—oo, 0] U [2, ) kiimesi iizerinde
—-X

.. . 1 T oo Ay .. e Tasso -5 :
ayni zamanda stireklidir. Aziz'in 6rnegi incelendiginde one siirdiigii f(x) = ——— fonksiyonu da,
x+2

Aziz'in iddia ettigi gibi reel sayilar tizerinde monoton artan bir fonksiyon degildir. S6z konusu
fonksiyonun monoton artan oldugu kiime R — {—2} kiimesidir. Bu fonksiyon da monoton artan oldugu
kiime tizerinde ayni zamanda siireklidir. Buna gore Aysun ve Aziz'in 6ne stirdiikleri 6rneklerin
Onermeye ters 6rnek olacak ozellikleri tasimadig1 belirlenmistir.

Aysun ve Aziz'in disindaki dgretmen adaylari, 6nermenin dogru oldugunu belirterek &nermeyi
dogrulamaya calismislardir. Bu 6gretmen adaylarimin ¢cogu 6nermeyi ispatlama yoluna gitmislerdir. Bu
Ogretmen adaylarindan Buse ve Belma ispatlarii tamamlamis fakat ispatlarindan memnun
olmadiklarini belirtmislerdir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Belma'nin ispatina yer verilmistir.
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Sekil-9. Belma'nin ispat1

Ahu, Adem ve Bilge ispatlarina baslamis fakat tamimlari yazdiktan sonra baska bir islem
yapamamuglardir. Ispatim ilerletemeyen ogretmen adaylari ispatlarint bu sekilde birakmuslardir.
Asagida Ahu’'nun ispat1 sunulmustur.
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Sekil-10. Ahu’'nun ispat1
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Son olarak Baris 6nermenin dogru oldugunu bir 6rnek tizerinden gostermeye calismistir. Bu bakimdan
Baris'in bu ispatinda da tiimevarimsal ispat semasini korudugu sdylenebilir. Asagida Baris'in ispatina
yer verilmistir.
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Sekil-11. Baris'in 1spat1

Yoo A

Ogretmen adaylarina son miilakatta tiirev konusu ile ilgili “Herhangi bir noktada stirekli her fonksiyon, o
noktada tirevlidir.” yanlis o6nermesi igin iirettikleri iriinler incelenmistir. Ogretmen adaylarinn
onermenin dogrulugu ya da yanlisligin1 gostermek igin tirettikleri tirtinlerin alt1 kategoriye ayrildig:
belirlenmistir. Tablo 6’de bu kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 6. Ogretmen Adaylarinin Ters Ornek Uretme Durumlari

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
Dogru ters 6rnek v v
Ispatla yanlislama v
Ters drnek yok v
Ispat kullanma v
v 4

Ornekle dogrulama

Tamamlanmamis ispat

Tablo 6’ya gore, onermenin yanlis oldugunu belirten bes 6gretmen adayimdan sadece ikisinin (Ahu,
Adem) dogru bir ters 6rnek {iiretebildigi belirlenmistir. Diger 6gretmen adaylar1 (Aziz, Aysun) ya ters
bir 6rnek bulamamus ya da bu 6nermenin yanls oldugunu gostermek igin 6nermenin ispatinda eksiklik
oldugunu ifade etmislerdir. Bir 6gretmen aday1 (Buse) da 6nermenin yanlis oldugunu 6nermedeki
kavramlarla ilgili bagka bir teoremin ispatina yer vererek gostermeye calismistir. Bu 6nermenin dogru
oldugunu diistiinen 6gretmen adaylari, 6rnek kullanarak onermenin dogru oldugunu gostermeye
calismuslardir. Bir 6gretmen aday1 (Bilge) ise ispat yapmaya ¢alismus fakat ispatin1 tamamlayamamuistir.

Ahu, Adem ve Aysun 6nermenin yanlis oldugunu gosterebilmek i¢in ters 6rnek bulmaya ¢alismislardir.
Bu 6gretmen adaylarindan Aysun ters 6rnek bulamazken Ahu ve Adem 6nermenin yanlis oldugunu
ispatlamak i¢in dogru bir ters 6rnek tiretebilmislerdir. Bu 6gretmen adaylar1 f(x) = |x| fonksiyonunun
sifir noktasinda stirekli fakat ttirevli olmadigini belirtmislerdir. Bu 6rnegin énermeyi ciiriiten bir ters
ornek oldugunu belirterek ispatlarindan emin olduklarini ifade etmislerdir. Asagida bu 6gretmen
adaylarindan Adem’in ters 6rnegi yer almustir.
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Sekil 12. Adem’in ispat1

Aziz 6nermenin yanlis oldugunu gostermek igin farkl: bir yol tercih etmistir. Aziz 6nermenin ispatin
yapmaya calismustir. Ispatinda siireklilik tanimindan hareket ederek tiirev tamimindaki limit ifadesine
ulasmaya ¢alismistir. Asagida Aziz'in ispat1 sunulmustur.
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Sekil-13. Aziz'in ispat1

Aziz'in ispatindaki adimlar incelendiginde, yapilan islemler ilk bakista dogru gibi goriinmektedir.

Fakat ispat dikkatli bir sekilde irdelendiginde yanlishiklarin oldugu ortaya c¢ikmaktadir. Aziz,

fonksiyonun stirekli oldugunu kabul ederek ttirevli olup olmadigini bulmaya ¢alismistir. Fonksiyonun

herhangi bir noktada stirekli olmasini Alim f(a + Ax) — f(a) = 0 seklinde belirtmistir. Bir fonksiyon ile
X—0

limiti arasindaki farkin sonsuz kiiciik olmasindan dolay: f(a + Ax) — f(a) = € seklinde bir gosterim
yapmistir. Bu gosterim, yanlis bir gosterim degildir fakat nemli bir ayrintiy1 icermemektedir. Bu ayrinti
ispatin sonunda, Aziz'in ispati hakkinda yanlis bir karar vermesine yol acmustir. {lgili gosterimde

. P 9 . &€ o . . g .
A11m & = 0 dir. Azizispatin son basamaginda A11m . = % oldugunu iddia etmistir. Aziz burada ¢ saysim
X—0 X—0

sonlu bir say1 olarak dikkate almistir. S6z konusu limit % belirsizligine neden olur. Bu limitin degeri
sonlu bir say1 da ¢ikabilir. Kesinlikle oo ¢cikacaginin bir garantisi yoktur. Aziz, € sayisinin hangi 6zellikte
oldugunu diistinmemistir ya da bilmemektedir. Kald1 ki Aziz'in yaptig1 ispat gecerli olsayds, stirekli
olan tiim fonksiyonlarin tiirevli olmamasi gerekirdi.

Buse 6nermenin yanlis oldugunu gostermek igin daha 6nceki miilakatlarda kendilerine sunulan bir
noktada tiirevlenebilen fonksiyonlarmn aym noktada stirekli olduguna yonelik teoremin ispatin
kopyalamistir. Bu teoremin tersinin dogru olmadigini ifade etmistir. Asagida Buse'nin ispati yer
almustir.

Ondokuz May1s Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 2018, 37(1), 97-115.
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‘;’:ekil-lél. Buse'nin ispat1
Baris ve Belma 6nermenin dogru oldugunu bir 6rnek tizerinden gostermislerdir. Asagida bu 6gretmen
adaylarindan Baris'in ispatt sunulmustur.

f?)()"“ 79)(1 feal. iwn x22 aoU~::t \)::él;{iu\f«z Mluv
- ¥=2 g {lx): F ek o'u‘o Jum/{\ l {'&)r_zx'\ Q{'(K)atx

B &Mf,% Gi— tx) —p a,bf Gail war x=2 sein {'(2)=zp °L'1°

D2 xe2 fraoli oW hobeg bic
- Gm ) = fl) =2 ol el soedlbly il MY wallk &l o
= = saldaic  Yeamlike
Sekil-15. Barig'in ispati

Bilge ise onermenin dogru oldugunu gostermek icin ispat yapmaya calismistir. Sadece teoremin
hipotezini ifade edebilen Bilge, ispatina devam edememistir. Asagida Bilge'nin ispat1 sunulmustur.
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Sekil-16. Bilge'nin ispat1
TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Ogretmen adaylarinin ters ornek iiretme becerilerini ortaya cikarabilmek igin analizin temel
konularinda dort yanhs énerme kullanilmistir. Ogretmen adaylarmdan énce nermelerin dogru olup
olmadigina yonelik bir karar vermeleri, daha sonra verdikleri kararlar1 matematiksel olarak
savunmalar1 istenmistir. Calisma sonucunda ©6gretmen adaylarinin 6nermelerin yanlis oldugunu
belirlemede dahi zorlandiklar: ortaya qikmistir. Ogretmen adaylarina sunulan yanls 6nermeler icin
yapilan degerlendirmeler incelendiginde, verilen toplam kararlarmn 15’inin énermenin yanlis oldugu
yoniinde iken 17 kararda ise dnermenin dogru oldugunun belirtildigi tespit edilmistir. Ogretmen
adaylarindan verdikleri kararlarin dogrulugunu gostermeleri istendiginde 6nermenin yanlis ve dogru
oldugunu gostermek icin tirtinler tretildigi gortilmistiir. Calismadan elde edilen bu sonug, tiniversite
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dgrencilerinin yanlis dnermeleri se¢cme konusunda gii¢liik yasadiklarmin tespit edildigi calismalarla
uyumludur (Goetting, 1995; Ko, 2010; Riley, 2003).

Onermenin yanlis oldugunu diistinen 6gretmen adaylariin iirettikleri irtinlerin yarisindan fazlasimn
(%60) gegerli ters ornekler oldugu tespit edilmistir. Buna gore 6nermenin yanlis oldugunu diisiinen
Ogretmen adaylarinin tirettikleri tirtinlerin yarisindan fazlasimin 6nermeyi ciiriitecek nitelikte oldugu
soylenebilir. Ko ve Knuth (2009) da benzer sonuglara ulasmistir. Ko ve Knuth (2009) ¢alismalarinda
lisans matematik 6grencilerine stirekli fonksiyonlar ile ilgili iki yanlis nerme sunmustur. ilk 6nerme
icin 36 ogrenciden 14’tintin, ikinci 6nerme icin ise altt dgrencinin 6nermenin dogru oldugunu
diistindiikleri belirlenmistir. Ogrencilerin énermenin yanhs oldugunu gostermek icin iirettikleri ters
orneklerin sadece dokuzu ve yedisi yeterli ters 6rnek olarak degerlendirilmistir. Riley (2003) de
ogretmen adaylarinin %44’tintin yanhis matematiksel onermeleri segebilirken, sadece %39'unun bu
onermelere yonelik gegerli ters 6rnekler tiretebildiklerini belirtmistir. Whiteley (2009) ispat yapmadaki
en yaygin yontemin, ispatin higbir ters 6rnek barmndirmadigimin gosterilmesi oldugunu ifade etmistir.
Bu tarz ters orneklerde bulunmasi gereken tzellikleri diisiinmeye yo6nelik zorluklarin, ters 6rnek iiretme
ve dnemli ya da 6nemsiz dzellikleri bilme yeteneklerine dayandigini belirtmistir. Sonuclar1 yanliglayan
ornekleri kullanmada rahat olmadiklari siirece 6grencilerin, bu muhakemelerinin gelisme olasiliginin
¢ok az oldugunu vurgulamistir. Bu baglamda 6grencilerin ilgili derslerde ters 6rnekler tiretebilecekleri
Ogrenme ortamlarinin saglanmasi 6nerilebilir.

Ogretmen adaylarimin yanlis 6nermeye yonelik tirettikleri iiriinlerin dogru ters 6rnek, yanls ters drnek,
ters ornek yok, ispatla yanlislama, ispat kullanma, acgiklama yapma, ispat ve 6rnekle dogrulama
kategorileri altinda toplandi81 ortaya gikmustir. Ogretmen adaylarindan Ahu ve Adem yanlis oldugunu
dustindiikleri onermeler icin dogru ters ornekler tireterek ters ornek tiretme becerisi en yiiksek
Ogretmen adaylar1 olmuslardir. Aziz ise dort yanlis 6nerme icin iki dogru ters drnek tireterek ortalama
bir basar1 yakalamistir. Buna gore onermenin yanlis oldugunu distinen 6gretmen adaylarimin
cogunlukla onermeler igin ters ornekler iiretebildikleri soylenebilir. Tki dgretmen adayinin (Aziz,
Aysun) bir yanlis 6nerme icin {iirettikleri ters orneklerin gegersiz ornekler oldugu belirlenmistir. Iki
Ogretmen adayr da (Aziz, Buse) Onermenin yanlis oldugunu gostermek icin 6nermenin ispatin
yapmaya calismislar ya da 6nerme ile ilgili farkli bir ispat1 kullanmaya galismislardir. Buna gore basari
diizeyi yiiksek olan 6gretmen adaylarinin ters drnek tiretmede diger 6gretmen adaylarina gore daha
basarili olduklar1 soylenebilir. Calismadan elde edilen kategoriler Ko ve Knuth'un (2009)
calismalarindan elde ettikleri kategorilerle benzerlik gostermistir.

Yanlis oOnermeler icin {iretilen triinlerin ¢ogunun O©nermeleri dogrulamaya yonelik oldugu
belirlenmistir. Onermelerin dogru oldugunu diisiinen 6gretmen adaylarimn ¢ogu (%65) ispat yapmaya
calismislardir. Bu 6gretmen adaylarinin bazilar ilgili ispatlar1 yaptiklarini iddia etmis, bir kismi ise
ispatlarim1 tamamlayamamuiglardir. Onermelerin dogru oldugunu diisiinen diger 6gretmen adaylari,
ozel ornekler kullanarak gosterim yapmuslardir. Bu Ogretmen adaylarindan Baris onermeleri
dogrulamak icin ¢ogunlukla 6zel 6rnekler kullanmistir. Buna goére Baris'in tiimevarimsal ispat semasi
dogrultusunda hareket ettigi sdylenebilir. Harel ve Sowder’e (1998, 2007) gore, tiimevarimsal ispat
semasindaki bir 6grenci iddianin dogru oldugunu bir ya da birkag 6rnegin sonuglarini degerlendirerek
karar verir ya da cebirsel bir ifadenin dogrulugunu birkag 6zel say1y1 ifadede yerine yazarak elde edilen
sonuglara gore ikna olur.

Ko ve Knuth (2009) tiniversite 6grencilerinin yanlis 6nerme icin {irettikleri tirtinlerin yeterli (dogru ters
ornekler), tamamlanmamis (mantiksal hatali, dogru ters ornekler), yetersiz (yanlis ters 6rnekler),
dogrulama (yanhs 6nermeyi ciirtitmek icin ters drnek vermek yerine agiklama yapma) ve ispat (yanhs
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onermenin dogru oldugunu ispatlamaya calisma) kategorileri altinda toplandigini tespit etmistir.
Calismada elde edilen dogru ters drnek, yanlis ters 6rnek, agiklama ve ispat kategorileri literattirde
mevcut olan kategoriler ile ortiismektedir. Ayrica galismada literatiire ek olarak ispatla yanhislama
(6nermenin yanlis oldugunu ispattaki celiskiyi ifade ederek gosterme), ispat kullanma (6nermenin
yanlis oldugunu farkli bir teoremi ispatlayarak gostermeye ¢alisma) ve 6rnekle dogrulama kategorileri
tespit edilmistir. Ispatla yanlislama kategorisinde irtin veren tek 6gretmen aday1 Aziz olmustur. Aziz
onermenin dogru oldugunu varsay1p ispatina baslamis, ispatinda bir geliski tespit edince elde edilen bu
celismeye dayanarak onermenin yanlis oldugunu gosterdigini ifade etmistir. Aziz'in yaptigini iddia
ettigi yanlislama literatiirde bir nermenin yanhshgini gostermek icin aksine 6rnek bulma yontemi ile
birlikte yer alan gelisme bulma yontemine benzemektedir. Celisme bulma yoénteminde bir 6nermenin
yanhis m1 yoksa dogru mu oldugu bilinmiyorsa, bu 6nerme dogru varsayilarak onermeden bazi
sonuglar elde edilir. Elde edilen sonuglar bilinenlerle ya da birbiri ile gelisirse 6nermenin yanlis oldugu
sonucuna varilir (Akkas vd., 1998). Aziz de celisme yonteminde oldugu gibi onermeyi dogru varsayarak
ispatina baslamis celiski bularak degil ispat yaparak onermenin yanlis oldugunu ifade etmistir. Bu
anlamda ilgili derslerde 6grencilerin gelisme bulma yontemini kavrayabilmesi adina gerekli calismalar
yapilabilir.

Calisma sonucunda dgretmen adaylarmin yanlis drnekleri se¢mede ve ters ornek tiretmede gtigliik
yasadiklar1 ortaya cikmistir. Ogrencilerin sahip olduklar1 giigliiklerin sebeplerinden bir tanesi ispat
agirlikli derslerin 6gretiminde uygulanan 6gretim yontemleri olabilir. Ciinkii lisans matematik
derslerinde bir¢ok 6grenci, kendileri ispat ve ters 6rnek iiretmek yerine gozlem yaparak pasif bir sekilde
not almaktadir (Weber, 2004). Boylece 6grenciler son {iriinii kopyaladiklari i¢in ispat ve ters drnekleri
degerlendirmek ve tiretmek igin gerekli anlayistan uzak olmaktadirlar (Alcock ve Weber, 2005; Selden
ve Selden, 1995). Ispat agirlikli matematik lisans derslerinde yanlis 6nermelerin ciirtitiilmesine yonelik
bir tartisma yapimadigl, ogrencilere cogunlukla dogru oOnermelerin ispatlar1 sunuldugu igin
(Buchbinder ve Zaslavsky, 2007) ogrencilerin ¢cogunun, onermeleri ve bagkasi tarafindan yapilan
ispatlar1 dogru oldugunu degerlendirme egiliminde olduklar1 belirlenmistir (Smith, 2006). Bu calismada
da ogrenciler genel olarak verdikleri kararlarin gogunda 6nermelerin dogru olduklar: yoniinde goriis
bildirmislerdir. Bu anlamda ilgili derslerin 6gretiminden sorumlu olan 6gretim elemanlar1 ve
Ogretmenlerin derslerinde yanlis 6nermelere yer vererek onermelerin dogruluk degerleri {izerine
tartisma yapmalar1 yararl: olabilir. Bu tartisma stirecinde yer alacak olan ters drnek tiretme aktiviteleri
ile 6grencilerin ters drneklere deger vermeleri saglanabilir ve ters rnek tiretme becerileri gelistirilebilir.
Ayrica 6grencilerin ters drnek tiretme becerileri farkli arastirma gruplar1 ve matematigin farkl alanlar:
kullanilarak incelenebilir. Yapilacak arastirmalarda bu c¢alismadan elde edilen smniflamanin
kullanilmasmnin veri analizinde kolaylik saglayacag: diistintilmektedir.
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Preservice Mathematics Teachers’ Skills of Constructing Counterexamples
Muhammet DORUK4, Abdullah KAPLAN

Extended Abstract: Mathematics is a universal language that has specific symbols and terminology, and
whose concepts have meaningful relations among them (The Ministry of National Education [MEB],
2013). Studying the relations among mathematical concepts to reach general conclusions (generalities)
is part of mathematical practice. The method in generating generalities is specific to mathematics and is
referred to as proving. (Altun, 2013a). A mathematician tries to prove a notion concerning a generality,
and this notion becomes applicable to all examples (Altun, 2014).

Proofs and counterexamples are important actors in questioning the truth of mathematical knowledge.
According to Gelbaum and Olmsted (2003), mathematics consists of proofs and counterexamples and
mathematical discovery is direct toward the formulation of proofs and construction of counterexamples
as the two major goals In this regard Ko (2010) stated that the primary purpose of proofs and
counterexamples is to show the correctness or falsehood of a statements in mathematics. According to
Ko and Knuth (2009), proof and refutation are important skills in advanced mathematical thinking, since
they are helpful in showing whether the statements are true or false and why. As it is understood from
this, refuting of statements is as important activity as confirmation of statements in mathematics.
Refuting a mathematical statements is as important as proving it, and it has an important place in
development of mathematics (Lakatos, 1976). Refuting a mathematical statements is usually done
through counterexamples (Altun, 2014; Lampert, 1990; Yasuhiro, 1991).

Literature review reveals that researchers mostly focus on validating the statements, and that studies
on falsifying the statements are limited. Studies show that, although university students and
mathematics teachers have many courses in their college level mathematics education on mathematical
proving, they have difficulties in constructing counterexamples to falsify statements (Riley, 2003;
Zaslavsky and Peled, 1996; Zaslavsky and Ron, 1998). It was reported that students regard a valid
counterexamples for a statement as an exemption of the statement, and think that the statement still
holds (Williams, 1979; Zaslavsky and Ron, 1998). Similarly, Galbraith (1981) stated that students don't
know that a single counterexample is sufficient to invalidate a statement.

Mathematics education at secondary schools in Turkey aims to equip students with the skill to validity
of the mathematical arguments (MEB, 2013). To teach students these skills require mathematics teachers
having the knowledge how to defend valid mathematical arguments. There is a need for works at
teacher education institutions to identify how preservice mathematics teachers may be equipped with
the skill to demonstrate the validity or invalidity of mathematical arguments. Present study attempts to
identify the constructing counterexamples skills of preservice primary school mathematics teachers.

Qualitative research approach is adopted in this study. The study is a sample of a case study, a design
of qualitative research. Participants of the study are a total of eight junior preservice mathematics
teachers studying at the primary mathematics education program of a state university in the East
Anatolia Region during the spring semester of 2013-2014 academic year. Research group was selected
by criterion sampling. Participating preservice teachers were represented in the research with an alias
assigned to each one. Aliases of first group preservice teachers with average academic success are, in
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order of success, Baris, Belma, Bilge and Buse. Aliases of the other group preservice teachers with higher
academic success are, in order of success, Adem, Ahu, Aysun and Aziz.

To identify the constructing counterexample skills of preservice teachers, task-based clinical interviews
were used. Preservice teachers were interviewed four times with the semi-structural interview forms.
There were four incorrect statements in the interview forms, in the exact order of functions, series, limit-
continuity and derivatives. All required formal definitions for proving the statements were also given
in the forms. Preservice teachers were asked to identify these statements as true or false and then to
prove their decisions were right.

Following the decisions given by the preservice teachers on their being true-false, their product of proofs
to show the validity of their decisions were analyzed. Verbal and written expressions of preservice
teachers were assessed together. Part of preservice teachers defended that the statements were wrong
and the other part decided the otherwise and produced proofs on that direction.

It was found that preservice teachers had difficulties in identifying that the statements were false. After
the examination of the assessments done by the preservice teachers on the false statements, 15 decisions
were stated that the statement was false whereas 17 decisions were taken that the statement was true.
More than half of the products of preservice teachers who think that statements were wrong had valid
counterexamples. Products produced by preservice teachers on the false statements were grouped
under "true counterexample, false counterexample, no counterexample, falsifying with proof, using
proof, making explanation, validation by proof and example" categories. Most of the products produced
for false statements were for validating the statements. Most of the preservice teachers who think that
statements were true tried to prove statements. Other preservice teachers who think that statements
were true used special examples to demonstrate that they were right. These categories generated in the
research have the categories identified by Ko and Knuth (2009). The categories of invalidating with
proof, using proof and validating with example were also determined in this study.
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