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KAOS VE LYAPUNOV USTELLERININ

TAHMIN EDILMESI

Tarhan SERIN*

OZET

Bu ¢alisma temel olarak Lyapunov iistellerinin tahminine
dayamnir. Kaos ve Lyapunov iistelleri arasindaki bagintrya kisaca
deginilmigstir. Diger bir nokta ise simiilasyon teknikleri ile
tahmini yapilan iistellerin dagilim ozelliklerinin incelenmesidir.
Lojistik fonksiyon araciligr ile iiretilen veriler iizerinden
bulunan Lyapunov iistellerinin tahminlerinin dagilimu, Normal
dagilim veya Weibull dagilimi gibi goriinmesine ragmen,

yapilan wayum

iyiligi testleri bunlarnin normal dagildig

diisiincesini desteklemedigini gostermigtir.

Anahtar Kelimeler : Cekiciler; Lojistik Fonksiyonu, Parametre

1.GIRIS

Disi Tahmin, , En Yakin Komsu Metodu ,
R-adik  Doéniigiim  (Map),  Dinamik
Sistemler, Dogrusal Olmayan Dinamik
Sistemler, Dogrusal Olmayan Salimimlar,
Kaos, Lyapunov Ustelleri, Periyodik
Olmayan  ve  Dogrusal  Olmayan
Davramniglar.

Bu galigmamin kapsami Lyapunov iistellerinin tahmini ve yorumu iizerinedir.
Kaos ile Lyapunov iistelleri arasinda siki bir bagimlilik bulunur. Gergi kaos kavramina
standart bir tamm getirilememis ve kabul edilmis genel bir goriis mevcut degildir.
Lyapunov istellerinin yorumu kaos konusu ile i¢ i¢ce oldugundan ilk once kaos

kavramina deginilmelidir.

Ozellikle 1970 li yillardan sonra daha gelismis bilgisayarlar yardimiyla
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlemeleri olanakli hale geldik¢e kaotik olarak
adlandinlan bir sistemin davranig 6zelliklerinin eskiden samldign kadar belirsizlik ve
karmaga barindirmadig goriilmekle birlikte daha farkli ve anlagilmas: zor kadastrofik
ozellikler fark edilmistir. Bunlarla birlikte modeldeki ©6zel bazi parametrelerin
fonksiyonel dzelliklerinin ortaya ¢ikmas: sonucu c¢atallanma (bifurcation) ile birlikte bu
kavramlar yeni duyulmaya baglanmasina ragmen Poincare boylesi bir durumdan daha

* Gazi Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Istatistik Boliimii, Ankara, Tiirkiye
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once bahsetmistir. Elbette 1980°li yillar ve sonrasinda fizik ile birlikte biyolojik
olusumiann, kimyasal olaylann, bir¢ok miihendislik problemlerinin arka planinda kaos

fenomeninin varoldugu goriilmekle birlikte ¢cok daha kansik konular olan ekonomi,
sosyoloji, psikoloji ve politik konjonktiirlerde kaosun varlign konusunda biiyiik dlgiide
fikir birligi bulunmaktadir. Bu yondeki en biiyiik delil kuskusuz bu fenomenlerin
tiimiiniin hemen hemen egrisel dinamik yapilari barindirmalart ve bir sekilde kaosu
glindeme getirmeleridir. Bir ¢ok bilimsel verilerin davrams sekillerinde kaosun varligi
gozlenmektedir. Eger bir olusumun kaotik 6zellikler gésterdigi saptanabilirse olusumun
modellenebilmesi ve buradan da yakin gelecek tahminlerinin yapilabilmesi miimkiindiir.

Bir sistem de stokastik veya kaotik yapidan hangisinin baskin olduguna
Lyapunov iistelleri aracilifi ile karar verilebilir. Dominant Lyapunov iisteli pozitif bir
sayi ise sistemin kaotik olduguna karar verilecektir.

2. LYAPUNOV USTELLERININ TANIMI

Bir sistemin dinamik yapisini ortaya koyan diferansiyel denklem
B=f(x) = x= x(t) (1)

ifadesi aym zamanda dinamik model olarak anilir. Belirli baglangi¢ sartlan ile ya da bir
egrinin gectigi bir nokta yardimiyla 6zel bir ¢6ziim bulunur. Buna bagh olarak
baslangigta ¢ok yakin iki noktadan baglayan iki ayn yoriinge zamana kars: iistel olarak
birbirlerinden uzaklagabilirler veya yakinlagabilirler; en azindan baglangica yakin bir
bolgede bir ortalamadan bahsedilebilir. Eger uzaklagsma mevcutsa sistemin kaotik
ozellikler gosterdigi soylenebilir. Tabii ki bu durumda ¢izilen egrisel yoriingenin seklini
baslangi¢ sartlan belirler, yani baslangi¢ sartlanina duyarl bir bagimlilik s6z konusudur.
Daha sonra ifade edilecegi gibi, pozitif Lyapunov iistelinin varlig ile incelenen sistemin
baglangi¢ sartlanina duyarli bir bagimliliina isaret eder (Jones and Kasap (1995),. Kasap
(1995)).

Vektor degiskenli dinamik bir model, “Es. 1” tarz1 bir gésterimde “x” vektor
degiskeni sistemin tiim degiskenlerini agiklayan vektordiir. Bdylece diferansiyel
denklemler sistemi s6z konusudur. Baslangi¢ sartlan ile xo ve Xo+no gibi iki ayn
baslangic sart1 olsun; ancak burada mp cok kiigiik bir fark vektoriidiir. Bu durumda
eldeki diferansiyellerin integrali ile ¢izilen iki ayn yoriinge uzun bir siire boyunca
hemen hemen aym yoldan ilerleyecektir. Eger “Es. 17 sistemi kaotik bir yapiy:
gosteriyorsa zaman ilerlerken gelecekte zaman ekseninde kiigiik olabilecek bir aralik
icerisinde iki yoriinge aniden birbirlerinden uzaklagir. $imdi “Es. 17 ile izlenen
yollardan biri, en azindan baglangi¢ sarti Xo olan bir yol bilinir. Ancak diger bir
baslangi¢ sarti Xo+1o olan ¢ok yakin diger bir yoriinge i¢in sunlar yazilabilir:

&= f(x)

Bet 8= f(x) + Df () +O(n*)

Eger n ¢ok kiigiik ise O(n?) giiven iginde ihmal edilebilir. Boylece su ifade 6zde
toparlanabilir:

= Df (x)n — n=nt) 2)
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Bu sekilde x noktasina gore jakobyen matrisi Df(x) ile bu matrisin 6zdegerleri
Lyapunov iistellerinin bir yorumunu verir. Ancak bu ifade “Es. 1” ifadesi ile birlikte
diigiiniilmelidir. Boylece “Es. 17 ile “Es. 2" ifadeleri bir sistemi olugturarak Df(x)’ in
“Es. 17 ile belirlenmesi saglanabilir. Ancak formel olarak iki ayn baslangic kosulu
iizerinden “Es. 17 ifadesi integre edilerek iki ayn yoriinge bagimsiz olarak
hesaplanabilir, bu yol genel bir yaklasim olabilir. Baslangic sartlann ¢ok yakin olmakla
birlikte zaman ilerledik¢e yoriingelerde bir ayrilik belirdigi anda iki ayn yoriinge ayn
yollarda ilerleyeceginden iki yoriingenin aralarinda bir bagimliligin varoldugunu
diigiinmemek gerekir. Eger bu sekilde yoriingeler arasinda bir uzaklagma mevcutsa
pozitif Lyapunoyv iisteli s6z konusu olarak, sistemin kaotik oldugu ifade edilebilir. Eger
t =0 aninda n=ny ise “Es. 2” ifadesinin ¢oziimii

n=To et

olarak bulunacaktir. Ifadedeki m vektorleri burada onlann normu seklinde
diistiniilmelidir, aynca bir varsayim geregi t'nin fazla biiyilkk olmayan bir degerden
kiiciik kalmasi istenmelidir. Ayrica bir kabul ile baslangica yakin t zamanlannda
Df(x) matrisi sabit gibi alinabilir, en azindan iki komsu yoriingenin beraber yol aldigi
siire boyunca sabit gibi. degerlendirilebilir (Medio (1992)).

Bir c¢ekici (yoriingeler toplulugu seklinde diisiiniilebilir) {izerindeki bir
yoOriingenin, baglangi¢ sartlarina olan bagimlihg: olduk¢a duyarlidir. Lyapunov iistelinin
pozitif oldugu durumda, birbirine olduk¢a yakin noktalardan baglayan iki ayn yoriinge
birbirinden hizla uzaklagacaklar ve tamamuyla ¢ok farkli geleceklere sahip olacaklardir.
Bu durumda uzun dénem tahminlerini hesaplamak pratikte imkansiz ve anlamsizdir.
Buradaki agiklamalar kaos iizerinde yapilan tamimlamalanmn temelini olugturur
(Delecroix, Guegan and Leorat (1997)).

2.1. Kaos Tanmm

Heniiz evrensel anlamda kaos tanimi kabul edilmis olmamakla birlikte, genel
olarak baslangi¢ sartlarina duyarli bagimhilik gésteren deterministik sistemlerde, uzun
donemli periyodik olmayan davramiglar mevcutsa, bu periyodik olmayan davramslara
kaos denir (Strogatz (1994)).

1. Uzun dénemli periyodik olmayan davrams ifadesinden sdylenmek istenen
yoriingelerin bir noktaya, periyodik bir yoriingeye ya da kismen periyodik
bir yoriingeye (quasiperiodic orbit) dogru yakinsamamas: anlamindadir.
Pratikte bu tiir yoriingelere bazen sikga rastlanabilir. Ornegin, periyodik
olmayan bu tiir yoriingelere neden olan bir baglangi¢ sartlar1 kiimesi mevcut
olabilir, ya da rastgele olarak segilen baslangi¢ sartlarina bagh olarak bu tiir
yoriingeler olugturulabilir.

2. Deterministik tanimindan kastedilen sistemin icinde rastgele ya da giiriiltii
seklinde degiskenlerin ve parametrelerin bulunmamasidir. Buradaki sistemin
uyumsuzlugunun kaynag giiriiltiiniin (white noise) neden oldugu etkilerin
yoklugunun haricinde, daha ¢ok sistemin egriselligindendir.
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3. Bagslangi¢ sartlarina duyarli bagimhilik ifadesinden anlatilmak istenen cok
yakin yoriingelerin birbirlerinden iistel bir hizla uzaklagmalandir, yani
sistemin pozitif Lyapunov iisteli vardir.

4. Aynca ii¢ ya da daha fazla boyutlu dinamik sistemlerde kaos ortaya
cikabilmektedir.

2.2. Cekiciler

Cekici tammimi dogrudan ve biitiin 6zelliklerini kapsayan yeterli bir tanimini
vermek zor olmaklabirlikte goyle bir tanim literatiirde uygun goriilmektedir:“Zayif bir
ifade ile, bir kiime (bir grup) komsu yoriingelerin yakinsayarak olusturduklan nesneye
¢ekici denir.” Duragan sabit noktalar ve duragan limit cevrimler cekiciye birer
ornektirler (Strogatz (1994)). :

2.3. Fonksiyonel Doniigiimler

Fonksiyonel (map), sistemin esit zaman araliklarindaki konumunu veren bir
fonksiyondur. Sistemin bir 6nceki konumu girdi olarak fonksiyonda kullamlirsa yani
fonksiyon icinde degisken olarak bulunursa ve fonksiyonun ¢iktis1 yani goriintiisii su
anki konumunu verir.

Tek boyutlu doniigiim:siirekli bir fonksiyon ¢ olmak iizere reel eksen iizerinden
yine kendisine bir doniigiim yapmak iizere Xp.1=@(x,) seklinde ifade edilir. Eger bir x*
noktas1 x*=@(x*) olacak sekilde varsa bu sabit noktadir, boylece yoriinge ileri
iterasyonlarda daima bu x* noktasindan gececektir. Sabit nokta x*’in duraganliginin
tespiti igin ¢ok kiigiik bir & degeri ile yakin bir yoriinge x,=x*+8, olsun. Boylece
yakin ydriingelerin ¢ekildigi ya da itildigi konusunda bir geyler soylenebilir. Taylor
agilim (expansion) ile,

xn+1={p(xllJ

xn+l=X*+8n+l=(P(X*+5n)zq)(x*)+‘p ' (X*)Sn"'o(sz)

Su1=0" (x*)8:+0(8")
yazilabilir; boylece n’in artis1 ile §, ‘nin artmasi ya da azalmas: hakkinda bir seyler
soylenebilir. Eger 0% ihmal edilebiliyorsa dogrusallagtinlmig  doniigiim
Sar1=0 ' (x*)8, Ozdegeri ya da carpam p=0'(x*) ile elde edilir. Genel olarak artan n
ile birlikte 8,=p"8 seklinde alinabilir. Eger |p|<l ise n—e ile §,—0 olur,
boylece sabit nokta x* dogrusallagtinlnug duragandir. Yani yakin yoriinge ¢ekilir. Aksi
halde |p [>1 ise sabit nokta duragan degildir, yakin yoriinge itilir. Buradaki yerel
duraganlik hakkindaki soylenenler dogrusallagtirmaya dayanmakla birlikte orijinal
egrisel doniigiimii de i¢ine alir. Fakat marjinal bir durum olan | (x*) |=1 hakkinda
dogrusallagtirma ile pek bir sey sGylenemez, bununla birlikte ihmal edilmis terim olan
0(82) yerel duraganlig belirler (Strogatz (1994)).
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2.4. Lyapunov Usteli

Bir doniistim periyodik olmayan yoriingeler iiretebilir, ve bu davranisin gercek
bir kaos olup olmadigindan siiphe edilebilir. Kaotik bir sistemin baglangi¢ sartlarina
hassas bir bagimhihiga sahiptirler ve komsu yoriingeler ortalamada iistel olarak
birbirlerinden uzaklagirlar. Bir baglangi¢ sarti xo ve buna ¢ok yakin olan X¢+3p noktasi
verilmis olsun. Yapilan n iterasyondan sonra yoriingeler arasindaki fark &, olsun.
Eger Iﬁn I = | 8o l e "“ise burada, L, Lyapunov iisteli olarak adlandinlabilir. Arka arkaya
yapilan n iterasyonu gosteren doniisiim skalar degiskenli bir fonksiyonel olmak iizere
Xn=@"(Xo) olarak gosterilebilir. Ayrica

8u=¢" (xo+30)-9" (x0)
ifadesi yardimyla logaritmik olarak ve 8—0 igin,

_1 8|1 [0t +60)-0" ()| 1
,L--nln(f’_0 _nlnl 3, |—J’1

Buradan genellestirilmig hali ise,
1 n-1 o 1 n-1 ,
L= -—lnnqo (;c,.) = —-zln @ (x,.]
i=0 =0

n
sonucuna varilir. Son ifadede eger n—ee limiti mevcut ise bu limit xo’dan baglayan
yoriingenin Lyapunov iisteli olarak tanimlanir:

n-1
L =lim lZm[qo'(x, )|].
AL =0
Dikkat edilirse L, xo ’a bagimhidir. Boyle olmakla birlikte bir ¢ekicinin ¢ekim

tabanindaki her xo i¢in bu deger (L) aymdir (Lorenz (1993), Medio (1992), Strogatz
(1994)).

2.5. Siirekli ve Kesikli Fonksiyon Gosteriminde Lyapunov Ustelleri

Siirekli bir fonksiyonu ima eden “Es. 1” gibi vektorel bir ifade varsa &= f(x)
ve baslangicta ¢ok kiigiik bir fark vektodrii g mevcutsa ilerleyen yol boyunca bir t
zamam sonunda fark vektorii 1)’ ya ulagir. Bu durumda Lyapunov iisteli tanimi
L= 1ln -Ml—-
t |l

dir. Dikkat edilirse |In|/|Inoll oram: zamana bagli olarak iistel degisim gecirme
egilimindedir. Kaotik bir sistem igin iistel bir artig s6z konusudur.

Kesikli gosterim x, = ¢(x,_,) seklinde ifade edildiginde kiigiik bir 8 ¢ vektdrel farki ile

Lyapunov iisteli tahmini yapilabilir. Bu uzaklik artis oranlarinin logaritmalarinin zaman
icindeki ortalamalan Lyapunov iistelidir. Lyapunov iisteli

59



Tarhan SERIN

= im—l— n |5:'|
T

ifadesi daha 6nceki tanimlarin bir devamdir. Eger ||8,]//|I8ol| igin sup(Z, )=L dikkate

alinirsa dominant Lyapunov iisteli elde edilir (Jones and Kasap (1995), Kasap (1995),
Strogatz (1994)).

2.6. Diizeltme Teknikleri

Onerilen regresyon modelleri dahil verileri diizelten daha dogrusu genel yapiy1
ortaya koymaya c¢aligan tiim teknikler diizeltme teknikleri ¢atisi altinda toparlanabilir.
Ancak parametre tahminlerinin uzun zaman alic1 olmasi ve bazen Onerilen regresyon
modelleri ile verilerin uyumlu olamamasi nedeniyle parametre disi diizeltme
tekniklerinin kullanilmalarni daha anlamli olabilir. Ozellikle tiirev tahminlerinin
yapilabilmesi i¢in verilerin diizgiinlestirilmesi gerekir. Bu sayede Lyapunov iistelleri
tahmin edilebilir (Serin (2003)).

3. SIMULASYON

flk 6nce Lyapunov iisteli tahmini igin map anlaminda déniisiimiin ¢ikanlmasina
yonelik bir fikir verilmeye cahigilmugtir. Bu doniigiim yardimuyla tiirev tahminleri
hesaplanarak Lyapunov iisteli tahmini bulunacaktur (Delecroix, Guegan and Leorat
(1997)).

3.1. Deterministik Dinamik Sistemlerde Lyapunov Ustellerinin Tahmini

Bu baglik altindaki konu Delecroix, Guegan ve Leorat(1997)"1n bir ¢aligmasina

dayanmaktadir. Dinamik sistemde gozlemlerin X, € RY olacak sekilde d boyutlu
vektorel

Xi= @(Xe1) (©))

gibi bir yapidan geldikleri varsayilabilir. Burada D, @’nin tamim bdlgesi (Domain)
olmak iizere D’ den D’ye bazi doniigiimler ¢ ile gdsterilmistir. Map sonugta bir
doniigiimii gosteren bir fonksiyondur. Yapilan bir tamm ile baglangi¢c sartlarina ve
ergodiklige duyarh olan dinamik sistemlere simdilik kaos denecektir. Bu calismada,
baglangi¢ sartlarinin duyarlihinin belirlenmesi ile ilgilenilmigtir. d =1 durumunda, iyi
bilinen bir kavram olarak sistemin Lyapunov iistelleri sayesinde su sekilde bulunur, L
reel bir say1 olmak iizere

L= limlln
n=ye p

-j—xa:" (x)( 4

olarak ifade edilmistir. Burada @", @ fonksyonunun n ’inci iterasyonunu ifade eder.
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Temel olarak gozlemlerin asagidaki siireclerden birinden geldigi varsayilir:
1. Gozlemler olan veri seti X, X,..., X,

Xi= 0(Xe1) + & (&)
den tiretilmiglerdir, burada X, ve g rastgele degiskenlerdir.
2. Gozlemler veri seti Y1, .Y3,..., Y, su sekilde iiretilmistir:

Yi= X+ &
burada

Xi= @(Xe1) (6)
ve Y, ile g rastgele degiskenler olup X, deterministiktir.

Ilk durumda Lyapunov iistelinin tahmini problemi genelde & degerinin
tizerindeki varsayimlarla ilgili olarak X, degiskenlerinin asimptotik bagimsizligi
varsayimlan altinda E[X|X,.,] regresyon fonksiyonu tahminine indirgenir. ikinci durum
ayngtirma probleminin klasik bir halidir. Bu sekildeki goriis kaos caligmalan igin ¢cok
daha gercekgi bir durumdur. Onceki tamarm ile rastgele modelde, fiziksel mantik
icerisinde kaosun tam belirginligi ya da varligi hakkinda birsey sdylenemez. Burada
ikinci durum ic¢in ilk yaklasim olarak, giiriiltiiden anindinlmis olarak “Es. 3" ifadesi ile
belirlenmig gercek deterministik kaos X, degerlerine bagli olarak Lyapunov iisteli L
hesaplanacaktir. Olagan k-en yakin komguluklarin gekirdek (kernel) tahminlerine bagh
olarak ¢ tahminin standart orijinal tanimu yapilabilir.

Simdi simulasyonlar i¢in kullanilacak iki sistem verilmigtir:

1. Lojistik fonksiyonu su sekilde tammlanmugtir:

‘p(x)=ax(1_x))x6[011]sae [0:4]’ (7)
2. r-adik fonksiyonu sdyle tammlanmustir:
P(x)=rx (mod.1),x€ [0, 1],r> 1. (8)

Ik sistemde @’nin siirekli oldugu not edilmelidir. Ayrnica bu doniiiimiin dinamik
ozellikleri iyi bilinmektedir. Diger bir doniigiim olan r-adik doniigiimle ilgili olarak
@’nin siireksizlik noktalannin varlig: bir ilgi alanidir.

3.2. Kaotik Doniisiimiin Tahmini

Bu boliimde “Es. 3” ifadesi ile tammlanan ¢ icin iki ayn tahmin 6nerilmisgtir.
Bunlar en yakin komguluklar metoduna dayanir. Farkli tahminlerin temelde aym
prensiplere bagh oldugu ve birbirlerini tamamladig1 goriilecektir. Onceki iki sisteme
bagl olarak birka¢ simiilasyon verilmistir.

i",i' ve i’ indeksleri gozlem verisindeki ii¢c elemamn ifade etsin. Bunlar x’in en
yakin komsuluklari olan x’in sol tarafindaki enyakin komgusu i', x’in sag taraftaki en
yakin komsusu i, ayrica Xy, X(2),...,X(ny Siralanmis rneklerdir.

llgilenilen iki tahmin gunlardir:
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1. Birinci tahmin: en yakin komsu:
¢’nin tanim bolgesi D’ deki bir nokta x olsun (xe D), 6yle ise ¢ i¢in ilk tahmin
@rll (x) = XJ"’.H

olarak bulunur. X x'in sol en yakimindaki x, noktasimn goriintiisidiir:

i"+1?

;D(xi, )= X .., clbette X, , @nin goriintii kiimesinde bulunur: X, A €Range.

2. Ikinci tahmin: iki tane en yakin komsu:

D’ deki bir nokta x olsun. @ i¢in @ tahmini
eger Xy <x <X ise

i

X, =X
01(x)= (e x, )t X,

i i
degilise 92 (x)= @) (x)
Aymi yol ile @’nin tiirevinin tahmini elde edilebilir. @,(x)’nin tiirevi soyle
tamimlanabilir:

X, =X,
’ x)= i"+1 i+l .
o=
Iki dinamik sistemle ilgili olarak bazi simiilasyonlar verilmistir. “Es. 7” ile verilen
lojistik doniisiim ve “Eg. 8” ile verilen r-adik fonksiyon onceki sonuglann isiginda
gosterilecektir.

Sekil 1’de a=4, n=1000 igin ¢ fonksiyonunun tahmini @', olusturuldu. Sekil 2’de aym

yol ile (pz,. tahmini yapildi. Tahminler tam c¢izgi ile gosterilmekle birlikte gergek
fonksiyonlarin diizgiin birer parabol olduklan bilinir.

62



Kaos ve Lyapunov Ustellerinin Tahmin Edilmesi

[

08 +
0.7 +
I 06 +
05 +
04 1
03 1
02 1
01 +

s i I s
T T T T 1

Sekil 1. En yakin komguluk metoduna gore lojistik mapin olusturulmasi, yatay
eksen ve dikey eksen ard arda lojistik doniigiimle olugturulan gozlemlerdir.

0.7 4

0 } ; ; —

Sekil 2. En yakin iki komgu metoduna gore lojistik doniigiimiin olugturulmasi

Sylece Sekil 3 ve 4’te en yakin komsu metoduna ve iki en yakin komsu
metod gore gercek doniisiim ¢ ile tahmin doniisiimii @, arasindaki farki olan
arik! . (@ —@,) grafigi verilmistir.
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0.006 -
I 0.004 +

0.002 -+

0 4

-0.002

-0.004

-0.006

Sekil 3. En yakin komsu metoduna gore gercek doniisim ¢ ile tahmin doniisiimii
@, arasindaki fark: olan artiklarin (¢ — @' ) ¢izimi

0.00004 -
0.000035 +
0.00003 +
0.000025 -+
0.00002 +
0.000015 +
0.00001 -+
0.000005 +
0

Sekil 4. En yakin iki komsu metoduna gére gercek doniisiim ¢ ile tahmin déniigiimii
@? arasindaki fark: olan artiklann (@ — @) gizimi

Ayrica n=1000 ile iki en yakin komsu metoduna gore olusturulan gercek r-adik
doniisiim (r=3 icin) ve tahmini doniigiimii arasindaki fark: ifade eden artiklar sekilde
verilmistir. Bakimiz Sekil 5.
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| 4E-16
| BE-16 |

2E-16 +

e A D
DA L (AU v

1E-16 |

-2E-16 +

-3E-16 +

Sekil 5. En yakin iki komgu metoduna gore gergek doniigiim ile tahmin doniigiimii
arasindaki fark olan artiklarn ¢izimi

Iki dinamik sistemin iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Besinci sekilde r-adik
doniigiimiin siireksizliklerinin hangi degerler oldugu bilinmekle birlikte artiklarin ¢ok
kiiciik olmas: dolayisi ile gercekten uyumun ¢ok bagarili oldugu séylenmelidir. Ayrica
artiklarin siralamasimin da yer yer periodik 6zellik gostermesi ilgingtir; buna bagh
olarak artiklarin toplamu da sifira ¢ok yakindir. Ancak son gekilde s6z konusu artiklar
icin su durum goz Oniinde bulundurulmalidir: bilgisayarda hesaplamalar 16 basamak
tizerinden yapildigindan bunun artiklar iizerinden bir alt sinir oldugudur.

3.2.1. Lyapunov Ustellerinin Tahmini

Lyapunov iistelini tahmin etmek icin ilk dnce @™ tahminine gereksinim vardur.
Sonsuza kadar artarak giden tamsayilar dizisi p(n) olsun (n pozitif tamsayidir) ve x , D
tanmim kiimesinin bir noktas: olsun. L Lyapunov iistelinin dogal bir tahmini olarak

1 (é"“’)'(x)l, (9)

p(n)
tiim xeD’ler i¢in, burada (@*™)' ifadesi @"™" tahminini gosterir. Elbette n—oo
iken p(n)—seo olur. "™ ve onun tiirevlerinin tahminlerini bulmak igin, gozlemler seti
Xiy--»Xpmy, 1€ 1 £ n-p(n) kullanilabilir, ¢linkii deterministik modelde kesinlikle
X oy =@ (X,) dir. Bu arada ¢*™" igin tamimlanan en dogal tahmin daha once
verild  gibi

L= In

’ X -X,
é"P(H} (x)= i “;ﬂ) = X' +p(n) ( 10 )

dir. Burada X;,...,X-pn) arasinda bulunan x’in sol ve sag en yakin komgulan sirasiyla
X . ve X " olarak gosterilir. iki gozlem degeri X, i<n—p(n) arasinda x bulundugunda
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bu tahmin iyi tammmlanmustir. L’'nin x *den bagimsiz olmas: gibi, “Es. 4” ifadesindeki

@"™"nin yerine tahmini olan ¢”"’ kullamlarak L bulunabilir.
3.2.2. Tahminin Yakinsamasi

Verilerin stokastik oldugu durumlarda ¢"™(x)’nin dogal tahmini, x’in enyakin
komsulan olan k adet X; noktalarinin i indisleri i¢in Xpn)+i gozlemlerinin ortalamasi
olacaktir. $imdi burada oldugu gibi verilerin deterministik oldugu durumda,
gozlemlerde hatanin bulunmamasindan dolayr k enyakin komsulann ortalamasin
bulmaya gerek yoktur, boylece Xpmy1 = @P™(X)’dir.

3.3. Simiilasyon

Bu alt bolimde verilen Deterministik Dinamik Sistemlerde Lyapunov
Ustellerinin Tahmini konusundaki yaklasim igin simdi Lyapunov iistelinin hesabina
yonelik bazi simiilasyonlar gosterilecektir. $imdi a=4, n=10000 ve p(n)=In(n) igin
lojistik doniigiim goz 6niinde bulundurularak simiilasyon yapilmistir. Bazi x’ler igin L
hesaplandiktan sonra sonuglar sunlardir:

x L
0.1 0,754751494
0.2 0,718614982
0.3 0,703561441
0.4 0,69073256
0.5 0,042895372
0.6 0,690807872
0.7 0,703249114
0.8 0,716647056
0.9 0,754092514

L’'nin gergek degeri In(2)=0.69 dir (William Tong’un “Nonlinear Time Series”,
1995 kitabinda bulunur); x=0.5 oldugunda sabit bir noktay: isaret eder ve limitte 0
olmasi beklenir, ancak sadece x=0.5 bir siireksizlik noktasidir. $ekil 6’da buradaki tiim
aciklamalar goriilmektedir.

08 ¢

075
0.7 \ ///
065 !
06+

055 1

05 } ' ; ; ; : ; i
0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09

Sekil 6. Lojistik doniisiim a=4, n=10000, p(n)=In(n) i¢in yatay eksende farkl x
degerlerinin baglangig olarak secildigi durumlar icin dikey eksende
Lyapunov iistellerinin tahminleridir.
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p(n) fonksiyonunda L, a=4 ile lojistik doniigiim i¢cin Sekil 7°de temsil edilmistir, boylece
p(n) ’'nin se¢cimindeki 6nem goriilmils olur. $ekil ¢iziminde n=10000 deneme
kullamilarak aym sekil iizerinde bir¢ok farkli baslangic degerlerinin érmegin x=0.1,
x=0.2, x=0.3 ve x=0.4 seciminde L'nin davramslan goriilmektedir. Tiim durumlar igin
p(n)=In(n) oldugu zaman en iyi tahminin elde edildigi goriilebilmektedir. Sekil 7’den
gercek deger diiz ¢izgi halinde In(2) olarak goriiliir. Bununla beraber p(n) dizisinin
oldukga genis simifi i¢in L tahmininin benzer davraniglan gosterdigi gozlenmistir.

-04

!

| 127

]

| 0.1
i 0.8 -

| os] % 0.2
F 041 0.3
i 02 ¢ 0.4
| 0

I In2
| .02

_I

i

1

Sekil 7. Lojistik doniisiimiin (a=4 i¢in) farkli baglangi¢ degerlerine gore yatay
eksende p(n)=In(n) fonksiyonu dogrultusunda aldi degerler, dikey eksende
Lyapunov iistelinin tahmini

Kaotik doniisiim ve tiirevinin birbirlerini onaylayan tahminleri verilmistir. Bu
metod gimdi k-boyutlu duruma genisletilebilir. Lyapunov tsteli i¢in simiilasyonla elde
edilen sonuglar olduk¢a bagarilidir. Bir ¢ok simiftan dinamik sistemlerin tahminlerinin
yakinsamasini saglayacak varsayimlanin iyilestirilmesine ihtiyag vardir. Sistemde
glriilti oldugu durumlarda, bu metod dikkatle kullanmilmalidir. Bu ¢aligmada
regressogram yaklagiminin veya k-en yakin komsu metodunun kullanilmasimin tercih
edilebilir ve makul oldugu goriilmektedir. Bu metodun bir diger kisit1 ise, ilgilenilen
aralikta bir nokta olmadigi zaman, tahminin elde edilemeyecegidir (Delecroix, Guegan
and Leorat (1997)).

3.4. Lojistik Fonksiyonun Lyapunov Usteli Tahmininin Dagilim

Lojistik fonksiyonundan iiretilen tek boyutlu gézlemler aracilig: ile Lyapunov
isteli *“hmininin bulunmasi konu edildikten sonra Lyapunov iisteli tahmininin
dagilimi in nasil bir dagilim oldugu merak edilebilir. Buradaki alt baglik altinda
dagilinlarla uyumluluguna ki-kare testi araciligi ile bakilmaktadir.

Lojistik doniisiim Xy =4xx(1-Xy) ile gozlem degerleri iiretilmigtir. Ik gézlem xo ,
[0,1] araliginda rastgele segildikten sonra diger gozlemler lojistik doniigiim araciligr ile
hesaplanmaktadir. Bu gozlemler iizerinden Lyapunov tahminleri ve dagilimlan
incelenecektir.  Simdi  lojistik  doniigiim  fonksiyonu aracihign ile toplam
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10,000x1000=10,000,000 gozlem yaratilmustir. Her biri 10,000’er gozlemden olusan
1000 gruba aynlarak, her biri bir anlamda 10,000’er gézlemden olusan 1000 tekrar
seklinde ele alinmigtir. Sonra eldeki gozlemler kullamlarak her biri 10,000’er
gozlemden olusan verilerden Lyapunov tisteli

n-1
L= limiil ?'(x, ]]
N—jo0 n =0

ifadesi ile 1000 birimlik 6rnek olusturularak tahmin edilecektir. Sonra eldeki gozlemler
kullanilarak her biri 10,000’er gozlemden olusan verilerden Lyapunoyv iistelleri yukanda
verilen ifadeye gore hesaplanmustir. Buradaki 1000 tekrarin her biri birer Lyapunov
tisteli tahmini olmak iizere bir dagilim olusturur. Tekrar sayis1 ve her bir tekrardaki
gozlem sayilan artinlarak bir tekrara karsi gelen Lyapunov iistellerinin daha dogru
tahmin edilmesi umut edilmekle birlikte Lyapunov iistellerinin tahminlerinden olusan
dagilimin normal dagilima yaklagip yaklagmadigi incelenecektir, ancak yapilan
hesaplamalar bunu kesinlikle onaylamamaktadir. Normal dagilimun basiklifimin ve
carpikliginin her ikisinin de sifir olmas: gerektigi bilinmekle birlikte bu verilerden
olusan dagilimin basiklig1 3.46 ve carpiklig -0.15 olarak bulunmustur. Bununla birlikte
carptkligin sifir olarak kabulii biraz siipheli olmakla birlikte dagilimin simetrik oldugu
gozlenmektedir. Diger yandan basiklifin biiyiik bulunmasindan dolayr normal dagilim
varsaymmu yine siiphelidir. Uyum iyiligi i¢in yapilan ki-kare testi sonucu ile hesaplanan
x> degeri tablo degerinden biiyiik olmasindan dolay: dagilimin normal dagilim olmadig:
sOylenebilir. Histogram dagilimi Sekil 8’de verilmigtir. Tahminlerden m=0.693148,
$=0.000136 olarak bulunmustur.

250 +

200 +

150 |

100 +

50 +

Sekil 8. 10000’er gozlemden olusan 1000 tekrarin histogram dagilimi

Yukanida yapilan toplam 10 milyon gozlemden olusan 1000 tekrarlik verinin
olusturdugu dagilimin sekli incelendiginde en uygun dagilimin, belirgin bir simetrik
veya asimetrik yapiyr da biinyesinde banindirabilen ve fonksiyonel acgidan esnek olan
Weibull dagilimi oldugu diistiniilmekle birlikte, yapilan ki-kare testi ile dagilimin higbir
dagilima uymadi@ goriilmiistiir. Ancak dagilimin kismen simetrik oldugu sdylenebilir.
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Bunun i¢in Weibull dagilimi parametreleri tahminleri bulunmalidir. Bu amag igin ilk
once histogram araliklarina diigen veriler ile bu araliklara diigmesi beklenen veri sayilan
arasindaki farklarin kareleri toplami amag¢ fonksiyonu olarak kurulmustur. Sonra bu
amag¢ fonksiyonu Weibull dagilimimi agiklayan parametrelere gore minimize edilmistir.
Bulunan degerler Weibull dagiliminin parametrelerinin tahminleridir. Weibull
dagibminin parametreleri alfa 7544.375 ve beta 0.693181 olarak bulunmustur.
Gozlenen O, beklenen E olmak iizere kullanilan ki-kare testi i¢in

£ (0,-E)
ZZ g Z ( i i ) (1 l)
i=l Ei
ifadesi yardimiyla k=12 i¢in % =88.50526 olarak bulunur. Ayrica 0.05 anlamlilikta ve
k-1 serbestlik derecesinde tablo degeri ¥, = 19.67515 bulunur ve z* > 77,
oldugundan Weibull dagilimdan olmadigina karar verilir.

rved!weibull p 'Expected e {khi2 'korelasyo
' 0.917993
0.6927 7! 0.009153| 9.152819! -2.15282! 0.506361 ;
0.69275 9' 0.006572| 6.572081' 2427919 0.896944 g
0.6928 10| 0.011225, 11.22543! -1.22543! 0.133775 ;
0.69285| 17| 0.019048| 19.04766, -2.04766] 0.220127
0.6929! 23/ 0.031957, 31.95688/ -8.95688! 2.510437
0.69295, 35, 0.052582 5258234, -17.5823| 5.879135
0.693 61] 0.083677| 83.6768 -22.6768| 6.145517
0.69305 118] 0.125742| 125.7419| -7.7419) 0.476667
0.6931 238/ 0.171309| 171.3087| 66.6913| 25.96324
0.69315 225] 0.197524| 197.524| 27.47597| 3.821961]
0.6932 100! 0.17188| 171.8802| -71.8802| 30.06028
0.69325 157! 0.119331! 119.3311| 37.66887 11.89081
khi2 tablo
i 1000 1] 12768.13: 88.50526! 19.67515
? | - 0l |
\alfa 7544375, -: '
‘beta | 0.693181 k p
; | , 12| 327E-14

«celdeki hesaplamalarda A kolonunda arahign altsimirlani, B kolonunda
aralik!  diisen gézlem sayilan (toplam 1000 gozlem bulunmaktadir), C kolonunda
paia e degerleri yukarida verilen Weibull dagiliminin araliklara diisen integrali, D
kolonunda, C kolonuna gore bulunan olasiliklara gore beklenen gozlem sayisi, E
kolonunda B ve D kolonlanindaki hiicrelerin degerleri farki yani B-D=E’dir, buradaki
calismada E kolonondaki E3:E14 hiicre degerlerinin kareleri toplam E16 hiicresine
yazilarak Weibull dagilimi parametreleri olan alfa ve beta’ya gére minimize edilerek

bulunmustur; F kolonundaki hiicrelere bu hiicrelere karsi gelen (B - D)z/ D degerleri
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hesaplanarak yukaridaki formiil [11] uyarinca F3:F14 hiicre degerleri toplanarak F16’da
khi-kare hesaplanmustir. G16’da 0.05 anlamliliginda ve k-1=11 serbestlik derecesinde
ki-karenin tablo degeri bulunur. Aynca G2’de B ve D kolonlarindaki degerlerin
korelasyonu, G20’de 11 serbestlik derecesinde F16’daki ki-kare degerinin sonsuza
dogru uzanan integrali olan olasilik degeridir.

Sekil 9’da histogram araliklarina diigen veriler ile bu araliklara diigmesi
beklenen veri sayilan grafigi ¢izilmistir. Bir uyumsuzluk goze garpar.

250 +
—Oo— @Gdzlenen

200 +
—+—— Beklenen

150 +

100 +

50 1

L L i L 4 I & i 4
T t T T U t t t T 1

Sekil 9. 10000’er gozlemden olugan 1000 tekrarin Weibull dagilimi ile uyumu

Sonu¢ olarak ilk once merkezi limit teoremi uyannca Lyapunov isteli
tahminlerinin dagilimlanimin normal dagilim egiliminde oldugu diisiiniilmesine kargin
yapilan uyum iyiligi testleri sonucunda dagilimlarin normal dagilimdan olmadigina
karar verilmigtir. Bunun iizerine yapisi dolayisi ile esnek olan Weibull dagilimu
denenmis ancak bu ugrasi da bir sonu¢ vermemistir. Fakat dagilimin simetrik bir
dagilim egilimi gosterdigi soylenebilir (Serin (2003)). .

4. SONUC VE ONERILER

Teorik alt yap1 ve simiilasyon ¢aligmalan yukanda anlatilmis ve ilgilenenlere
giiclii fikirler vermekle birlikte verilen varsayimlarda ve yapilmis olan caligmalarda
halen bazi agikliklar bulunmaktadir. Bundan dolayr konu dogal olarak, iizerinde
diisiiniilmeye ve ilerlemelere agiktir.

Lyapunov iistellerinin tahmini konusunda onerilen yaklagimlarin gergekte ek
taraflari bulunmaktadir. $6yle ki yapilan denemelerden ve ¢aligmalardan goriilmekte:
ki sayisal degerlerin asin derecede biiyiimeleri s6z konusu oldugundan Lyapunc,
stellerinin tahmini bir yaklasiklikla ele alinmaktadir. Bundan dolayr Lyapunov
iistellerinin tahminlerinde bir hata daima gozlenebilir olacaktir.

Bir sistemin Lyapunov iisteli pozitif ise kaotik ozelliklere sahip oldugu daha

onceden ifade edilmisti. Boyle sistemler her zaman hareket halinde ve siirekli denge
arayis1 icerisinde olan dinamik yapilardir. Eger Lyapunov iisteli negatif ise sistemin
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duraganlagsma egiliminde oldugu ifade edilmelidir. Bu tarz yapilar bir noktaya dogru
yakinsama egilimindedirler. Boylece sistemi ¢eken cekicinin bir nokta oldugu
diigiiniiliir. Ancak Lyapunov iistelinin pozitif olmasi ile bir noktaya yakinsama durumu
kesinlikle s6z konusu degildir.

Veriler dogas1 geregi daima igerisinde hatalan barindinir. Bu verilerden sistem
yapisimin anlagilmasi istatistiksel caligmalarla miimkiin olabilmektedir. Bu yiizden
Lyapunov istelinin tahmini yapilmadan ©nce verilerin diizgiinlestirilmesi uygun
olabilir. Verilerin diizgiinlestirilmesi ile elde edilen diizeltilmig verilerin genelde
periyodik olmayan davramis Ozellikleri gostererek dinamik sistem goriiniimii ortaya
cikmaktadir. Boyle bir yaklasim igerisinde hemen hemen tiim zaman verileri bu
goriinlimii olugturabilmektedir.

Kaotik bir sistemin eskiden samldig1 gibi son derece belirsiz bir gelecedi ya da
ge¢misi olmayabilir. Duragan olmayan stokastik bir sistem ile kargilagtinldiginda kaotik
bir sistemin gelecek tahmin hatalarinin daha kii¢iik olmas: ihtimali mevcuttur. Bir ¢ok
kaynaktan gelen zaman verileri i¢in de benzer bir durum s6z konusu olabilir (Serin
(2003)).
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CHAOS AND ESTIMATION OF
LYAPUNOV EXPONENTS

ABSTRACT

This study is basically based on the estimation of Lyapunov
exponents. The theoretical linkage between chaos and Lyapunov
exponents are discussed briefly. Other attempt is to investigate the
distributional properties of the estimated exponents via simulation
techniques. It is observed that estimated Lyapunov exponents through
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the data generated from logistic function look like either Normal or
Weibull distribution although goodness of fit tests do not support that
they are normally distributed.
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