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Özet 
 
Bu çalışma, fiber takviyeli ve piezoelektrik özelliğe sahip bir kompozit malzemenin lineer elektro-termoelastik 
analizi için bünye denklemlerinin geliştirilmesini amaçlamaktadır. Fiber takviyeli kompozit ortamın anizotropik 
bir yapıda olduğu varsayılmış ve piezoelektrik özelliğinden dolayı sıkışabilir olduğu kabul edilmiştir. Bunun 
yanında fiber ailesinin uzamaz olduğu farzedilmiştir. Ayrıca kompozit malzeme fiber boyunca yön değişimine 
duyarsız kalacağından, matematiksel olarak fiber vektörünün BB −→  değişiminden etkilenmeyeceği için fiber 
vektörünün bileşenlerinin dış çarpımı olan simetrik bir tansör tanımlanmıştır. Bu çalışmanın temelini elektro-
termomekanik denge denklemleri, fiber deformasyon geometrisi ve kinematiği ile ilgili denklemler 
oluşturmaktadır. Bünye aksiyomlarının kullanılması sonucunda gerilme potansiyelinin Green deformasyon 
tansörüne, fiber-dağılım tansörüne, elektrik alanı vektörüne ve mutlak sıcaklığa bağlı olduğu, ısı vektörü 
fonksiyonunun ise bu büyüklükler ile birlikte sıcaklık alanının gradyanına bağlı olduğu görülmüştür. Kompozit 
ortamın anizotropik yapıda olmasından dolayı, gerilme potansiyeli ve ısı vektörü fonksiyonları yaklaşık 
teorilerden bulunmuş, etkileşimlerin tümü lineer kabul edilerek seri açılımı yapılmıştır. Uzaysal koordinatlarda 
elde edilen simetrik gerilmenin, polarizasyonun ve ısı akısı vektörünün lineer bünye denklemlerinin ve denge 
denklemlerinde yer alan ifadelerin denge denklemlerinde yerlerine yazılması sonucunda alan denklemleri 
bulunmuştur. 
 
Anahtar Kelimeler: Denge denklemleri, Alan denklemleri, Fiber dağılım tansörü, Gerilme, Polarizasyon, Isı 
akısı, Termoelastisite, Anizotropi,  Piezoelektrik. 

 
A MATHEMATICAL MODEL FOR ELECTRO-THERMOELASTIC 

ANALYSIS OF FIBER REINFORCED PIEZOELECTRIC 
COMPOSITES 

 
Abstract 
 
This study aims to develop constitutive equations for linear thermoelastic analysis of a composite material 
having piezoelectric feature and reinforced by arbitrary a fiber family. Fiber-reinforced composite media are 
assumed to be of anisotropic nature and are considered to be compressible due to their piezoelectric properties. 
Besides, it is assumed that the fiber family is inextensible. In addition, since the composite material is insensitive 
to the directional change along the fiber, it is mathematically unaffected by the change BB −→  of fiber vector, 
so a symmetric a symmetric tensor, which is the outer product of the components of the fiber vector, is defined. 
The basis of this work is the equations of electro-thermomechanical equilibrium equations, fiber deformation 
geometry and kinematics. The use of constitutive axioms has shown that the stress potential is dependent on the 
Green deformation tensor, the fiber distribution tensor, the electric field vector and the absolute temperature, and 
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the heat vector function is dependent on together with these magnitudes the gradient of the temperature field. 
Because of the anisotropic nature of the composite media, the stress potential and heat vector functions are found 
in approximate theories, and all of the interactions are considered as linear and series expansion is performed. 
Field equations are found as a result of substituting the expressions in equilibrium equations and the linear 
constitutive equations of symmetric stress, polarization and heat flux vector written in spatial coordinates. 
 
Key Words: Balance equations, Field Equations, Tensor of fiber distribution, Stress, Polarization, Heat flux, 
Thermoelasticity, Anisotropy, Piezoelectric. 

 

1. Giriş 
 
Mühendislikte kullanılan malzemelerde, akma dayanımının, elastikliğin, kırılma tokluğunun, 
yoğunluğun yüksek olması ve yüksek sıcaklıklara dayanabilme gibi özellikler aranmaktadır. 
Metaller, plastikler ve seramikler mühendislikte yaygın olarak kullanılan malzemelerin 
başında gelmektedir. Mühendislik açısından bir malzemede aranan özelliklerin tümünü aynı 
malzemede bulabilmek zordur. Bu yüzden, yüksek dayanım, yüksek rijitlik, yüksek yorulma 
dayanımı, mükemmel aşınma direnci, yüksek sıcaklık kapasitesi, iyi korozyon direnci, iyi 
termal ve ısı iletkenliği, düşük ağırlık, çekicilik ve estetik görünüm gibi özelliklere sahip 
kompozit malzemelerin mühendislikte yaygın kullanım alanları bulunmaktadır. Sürekli ve 
kesikli fiber takviyeli olarak ikiye ayrılan fiber takviyeli kompozit malzemelerde yükü fiberler 
taşımaktadır ve kompozit malzemenin dayanımı fiber ekseni doğrultusunda en büyük 
değerdedir [1]. Fiber ve matris malzemesi makroskobik olarak izotrop ise malzeme, tek aileli 
fiber dağılımı sonucunda yerel olarak enine izotrop duruma gelir. Bu da, malzeme içinde 
fiberler doğrultusunda tercihli bir yönün oluşması ve ortamın makroskobik düzeyde anizotrop 
hale gelmesi demektir [2]. Fiber takviyeli kompozit malzemeler doğal ve yapay olarak 
gruplandırılırsa, doğal kompozitler (kemik, kas, v.b.) tıp alanında daha çok kullanılmakta, 
yapay kompozitler ise teknolojinin her alanında yaygın bir şekilde kullanılmaktadır [3]. 
 
Son zamanlarda piezoelektrik kompozitler, akıllı malzemeler ve yapılar konusunda büyük ilgi 
çekmektedir [4]. Piezoelektrik kompozitler, ultrasonik görüntüleme veya sensörler gibi akıllı 
malzemelerin uygulamalarında yaygın bir şekilde kullanılmaktadır [5]. Piezoelektrik 
kompozitlerin karakteristiği, bu malzemelerin uygulaması ve üretimi için çok önemlidir. 
Piezoelektrik, magnetostriktiv ve thermoelektroelastik kompozitler gibi fonksiyonel kompozit 
malzemeler, ultrasonik görüntüleme cihazlarında, sensörlerde, aktüatörlerde ve 
dönüştürücülerde artan uygulamaları ile hızla gelişmektedir. Bu tür kompozitler, fonksiyonel 
malzemelerin karakteristiğini belirten piezoelektrik ve piezomagnetik gibi özelliklere sahiptir. 
[6]. 
 
Metaller ve plastikler gibi mühendislik malzemelerinin elastik olma özelliği önem 
arzetmektedir [7]. Elastik özelliğe sahip malzemeler, mühendislik malzemeleri olarak yaygın 
bir şekilde kullanılmaktadır. Elastik bir malzeme sabit sıcaklıkta değilse, termoelastik 
malzeme olarak adlandırılır. Termoelastik bir malzemenin dış yüklemeye karşı tepkisi, 
gerilme tansörü ve ısı akısı vektörü olarak ortaya çıkmaktadır. Fiber takviyeli kompozit 
malzemeler, endüstride sıcaklığın sabit olmadığı durumlarda da kullanılmaktadır [8,9]. 
Sıcaklığın sabit olmaması durumunda ve dış yüklemeler sonucunda çeşitli malzemelerin 
davranışı üzerine çalışmalar yapılmıştır [8, 10, 11, 12]. Harmonik yaklaşımda kristal kafesin 
dinamik teorisi ile elastisite ve piezoelektrikğin klasik lineer teorileri arasındaki alanda bazı 
yeni gelişmeler gözden geçirilmiştir [13]. Tiersten [14] adlı çalışmasında, termoelektro-
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elastisitenin lineer olmayan denklemleri üzerine bir çalışma yapmıştır. Nowacki [15] adlı 
çalışmasında, termoelastisitenin dinamik problemlerinin çözümünü incelemiştir.  
 
Daha önce yapılan çalışmalarda da farklı özelliklere sahip malzemelerin dış yükleme 
sonucunda ortaya çıkan davranışı matematiksel olarak modellenmiştir. [16] çalışmasında, 
Hegzagonal simetriye sahip piezoelektrik özellik taşıyan viskoelastik bir malzemenin lineer 
bünye denklemleri elde edilmiştir. Tek fiber aileli bir kompozit malzemenin piezoelektik 
özelliğe ve manyetik duyarlılığa sahip olması durumundaki viskoelastik davranışı farklı 
çalışmalar olarak ortaya konulmuştur [3, 17]. Ayrıca Usal [18] adlı çalışmasında,  iki farklı 
uzamaz fiber aileli, piezoelektrik ve viskoelastik özellik taşıyan sıkışmaz bir kompozit 
malzemenin elektromekanik davranışını incelemiştir. [19] çalışmasında, uzamaz tek fiber 
ailesi ile takviye edilmiş süreksizlik yüzeyine sahip sıkışmaz bir kompozit  ortamın, 
viskoelastik davranışını ortaya koyan bünye denklemleri elde edilmiştir. [20] çalışmasında ise 
iki farklı uzamaz fiber ailesi ile takviye edilmiş, süreksizlik yüzeyi içermeyen ve viskoelastik 
özelliğe sahip sıkışmaz bir kompozit malzemenin lineer davranışı incelenmiştir. Adı geçen bu 
çalışmaların [3, 16, 17, 18, 19, 20] hepsi sabit sıcaklık durumunda ele alınmıştır. [21] 
çalışmasında ise, ortamın sıkışabilir ve fiberlerin uzamaz olduğu kabul edilen iki farklı fiber 
ailesi ile takviye edilmiş kompozit bir malzemenin dış yüklemeler karşısındaki termoelastik 
lineer davranışı için bünye denklemleri elde edilmiştir. Piezoelektrik özellik taşıyan ve 
kompozit olamayan sıkışabilir bir ortamın termoelastik lineer davranışı için bünye 
denklemlerinin formülasyonu ise [22] çalışmasında yapılmıştır. Yine  [9] çalışmasında ise, 
ortamın sıkışmaz ve fiber ailesinin uzamaz kabul edildiği tek fiber ailesi ile takviye edilmiş, 
süreksizlik yüzeyine sahip kompozit bir malzemenin dış yüklemeler karşısındaki lineer tepkisi 
için bünye denklemleri, sıcaklığın sabit olmadığı durum için ortaya konulmuştur. Belirtildiği 
gibi [9, 21, 22] çalışmalarında ise sıcaklık sabit eğildir ve sıcaklık gradyanı bağımsız bünye 
değişkeni olarak ortaya çıkmaktadır. 
 
Bu çalışmada da, önceki çalışmalarda [3,9, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22] olduğu gibi bünye 
denklemlerinin formülasyonu üzerine çalışılmıştır. Şimdiki çalışmada ele alınan kompozit 
malzemenin süreksizlik yüzeyine sahip olduğu, uzamaz tek fiber ailesi ile takviye edildiği, 
ortamın sıkışabilir olduğu, piezoelektrik özellik taşıdığı ve sıcaklık gradyanına bağlı olduğu 
kabul edilmiştir. Malzemenin sahip olduğu her farklı özellik bağımsız bünye değişkeni olarak 
ortaya çıktığı için, bünye denklemlerinde farklı etkileşimlerin ortaya çıkmasına sebep 
olmaktadır. Kompozit malzemelerde mikroskopik derecede küçük olan iç kusurlara rastlanır. 
Bu kusurlar kristalin olarak ifade edilen küçük kristallerin arasındaki bağlayıcı yabancı 
maddede görülen, boşluk, aralık gibi gevşek noktalardır. İç bünyedeki bu kılcal süreksizlikler 
kompozitin mukavemetine çok tesir etmektedir [23].  Bu çalışmada ele alınan kompozit 
malzemenin bir süreksizlik yüzeyine ve güçlü bir anizotropiye sahip olduğu varsayılıp bünye 
denklemlerinin formülasyonu yapılmıştır. Ayrıca kompozit malzeme fiber boyunca yön 
değişimine duyarsız kalacağından matematiksel olarak BB −→  değişiminden 
etkilenmeyeceğini düşünerek fiber vektörünün bileşenlerinin dış çarpımı olan simetrik bir 
tansör tanımlanmıştır.   
 
2. Fiber Kinematiği ve Balans Denklemleri 
 
Fiber ailesi, deformasyondan önce sürekli bir )(XB  vektör alanı ile deformasyondan sonra 
ise yine sürekli bir )(xb  vektör alanı ile gösterilmektedir. Deformasyon sırasında Fiber 
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ailesinin ortamla birlikte hareket ettiği varsayılıp, deformasyona maruz kalmadan önceki ve 
sonraki diferansiyel fiber uzunluğu ise dL ve dl ile ifade edilmektedir. Fiber germesi ise bλ  
ile temsil edilmektedir [24]. 
 

KKkbk Bxb ,
1−=λ ,    

B
b Ld

ld








=λ ,   LKKLb BBC=2λ                                                                    (1) 

 
Öte yandan, matris malzemesinin fiber boyunca yön değişimine duyarsız kalacağı 
düşünüldüğünden, fiber vektörünün dış çarpımı olan simetrik bir tansör ( LKKL YY = ), aşağıdaki 
gibi tanımlanıp bu çalışmada bağımsız bünye değişkeni olarak kullanılacaktır [2, 25, 26]. 
  

LKLKLKKL BBY IIXBXBIIXXY ==≡ )()()()(  ve   LKKL YY =                                                 (2) 
 
Diğer çalışmalarda olduğu gibi yerel elektrostatik-termomekanik balans denklemleri (Gauss 
ve Faraday yasaları, kütlenin, lineer momentumun, açısal momentumun, enerjinin korunum 
denklemleri ve entropi eşitsizliği) özet olarak verilmiştir. Ayrıca, kompozit ortamın )(tS  
yüzeyi ile sınırlandırılmış )(tV  hacmine sahip olduğu ve ortamda u  hızı ile hareket eden bir 

)(tσ süreksizlik yüzeyinin bulunduğu kabul edilmiştir [27, 28]. 
 
 
Gauss Yasası 

0D =⋅∇        )(tV      içinde                                                                                                     (3) 
 
[ ][ ] 0=⋅nD  )(tσ   üzerinde                                                                                                      (4) 

 
Faraday yasası  

φ∇∇ −=⇒=× E0E )(tV içinde                                                                                          (5) 
 

[ ][ ] 0En =×      )(tσ  üzerinde                                                                                                    (6) 
 
Polarize olabilen bir malzemede elektrik akı ve elektrik alan yoğunluğu arasında aşağıdaki 
gibi bir bağıntı mevcuttur. 
 

PED +∈= 0 veya rrr PED +=∈0                                                                                             (7)      
  
Burada, D  elektrik yer değiştirme vektörü, n  süreksizlik yüzeyinin dış birim normali,  E  
elektrik alan vektörü, φ  elektrostatik potansiyel, 0∈  boşluğun elektriksel permitivitesi, P  
polarizasyon alan vektörü, [ ][ ] −+ −DDD ≡  süreksizlik yüzeyi üzerinde D  nin sıçrama değerini 
göstermektedir [27,28]. 
 
Kütlenin Korunumu 
 

0v , =+ kkρρ     )(tV   içinde                                                                                                   (8) 
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0=ρU             )(tσ  üzerinde                                                                                               (9) 
 

( ) ( )
( )tJ

t
,

, 0

x
Xx ρρ =   (Maddesel gösterimde)                                                                            (10) 

 
Lineer Momentumun Dengesi 
 

E
kklkl Ft ++= fv ,k ρρ        )(tV        içinde                                                                        (11) 

 

0vk =+ Utn kll ρ         ( )tσ    üzerinde                                                                         (12) 

 
Açısal Momentumun Dengesi 
 

0=+ E
krpkrp Ctε             )(tV içinde                                                                                          (13) 

 

0v =+ pprrlplk Utnx ρε   )(tσ    üzerinde                                                                  (14) 

 
Enerji Denkliği 
 

k
E
k

E
kkklkl Chhqt wv ,, +++−= ρρερ              )(tV  içinde                                                  (15) 

 

0v
2
1 2 =−++ kllkk qtnU vερ    )(tσ    üzerinde                                                         (16)  

 
Termodinamiğin İkinci Kanunu (Clausius-Duhem Eşitsizliği) 
 

0≥≡∇1∇1
2 γρθ

θθθ
ρηρ ⋅−⋅+− qqh

       )(tV  içinde                                                      (17)  

 

0≤
θ

ηρ qn ⋅
−U      )(tσ üzerinde                                                                              (18)  

 
Burada U , süreksizlik yüzeyinin sürekli ortama göre bağıl yer değiştirme hızı olup aşağıdaki 
gibi tanımlanır.  
 

nvu ⋅−=− )(v≡ nnuU                                                                                                          (19) 
 
Ayrıca v  sürekli ortamdaki hız alanı, u  süreksizlik yüzeyinin hızı, v  ivme, lkt  gerilme 
tansörü, kf  birim kütle başına mekanik hacımsal kuvvet, E

kF  birim hacim başına elektrostatik 
gövde kuvveti, E

kC  birim hacim başına elektrostatik kuvvet çifti, ε  birim kütle başına iç-
enerji yoğunluğu, kl ,v hız gradyanı tansörü, kq  ısı akısı vektörü, h  birim kütle başına ısı 
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kaynağı, Eh  elektrostatik enerji kaynağı, kw   açısal hız, η  birim kütle başına entropi 
yoğunluğu, ),( tXθ  bir t  anında X  maddesel noktasının mutlak sıcaklığı, γρ  birim kütle 
başına entropi üretimi, krpε  permütasyon tansörü olarak ifade edilmektedir.   
 
Denge denklemlerinde yer alan E

kF , E
kC  ve Ehρ  terimleri aşağıdaki gibi ifade edilmektedir 

[27,28].   
 
 jkj

E
k

E EPF ,∇∇ =⋅= EPF                                                                                            (20) 
 

prkrp
E
k

E EPC ε=× ∇≡ EPC                                                                                          (21) 
 

kl
E
klkk

EEE dtPEhh +=⊗+⋅
∗∗

∇≡ ρρ dtPE                                                                  (22) 
 

(22) denklemindeki (∗ ) işareti aşağıdaki gibi tanımlanmıştır ve P  teriminin üzerindeki nokta, 
maddesel türev anlamına gelmektedir.  
 

kkkkP ,, vPvPP +−≡
∗

                                                                                                             (23) 
 
Asimetrik bir tansör olan Et  polarizasyon gerilme tansörü olarak adlandırılıp aşağıdaki gibi 
tanımlanır. 
 

lk
E
kl

E EPt =⊗= ∇EPt                                                                                                      (24) 
 
(21) ifadesi (13) denkleminde yerine yazılırsa aşağıdaki denklem elde edilir. 
 

0)(0)( =+⇒=+ E
prprprkprprkrp ttEPt εε                                                                      (25) 

 
krpε  permütasyon tansörü, antisimetrik bir tansör olduğundan (25) denklemindeki parantez 

içindeki ifadenin simetrik olması gerekir. Bu denklemdeki parantez içindeki ifade simetrik 
gerilme tansörü olarak adlandırılıp aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 
 

rpprprpr tEPtt =+≡                                                                                                            (26) 
 
(26) ifadesinden prt asimetrik gerilme tansörü aşağıdaki gibi yazılabilir. 
  

rpprpr EPtt −=                                                                                                                      (27) 
 
(27) denkleminin diverjansı aşağıdaki gibi alınır. 
 

)( ,,,, rprprrrprrpr EPEPtt +−≡                                                                                       (28) 
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(11) denkleminde (20) ve (28) ifadeleri yerlerine yazılırsa, Lineer momentumun yerel 
korunumu denklemi aşağıdaki gibi ortaya konulur. 
 

prrrprpp EPt ,,fv −+= ρρ                                                                                                            (29) 
 

kl ,v  hız gradyanı tansörü aşagıdaki gibi tanımlanmaktadır. 
 

klklkl w+= dv ,                                                                                                                 (30) 
 
(30) denkleminde birinci terim bir maddesel noktanın maruz kaldığı deformasyon hızlarını, 
ikincisi de rijid dönme hızlarını temsil etmektedir. Deformasyon hızları, ikinci dereceden 
simetrik bir tansör iken, rijid dönme hızları ise ikinci dereceden antisimetrik bir tansördür. 
Deformasyon hızları tansörünü lkd  aşağıdaki gibi tanımlanır.  
 

klkllklk dd =+ )vv(
2
1≡ ,,                                                                                                         (31) 

 
Rijid dönme hızları tansörü de aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır. 
 

 klkllklk ww −=− )vv(
2
1≡ ,,                                                                                         (32) 

 
(31), (23) ve (24) ifadeleri (22) denkleminde yerlerine yazılırsa aşağıdaki ifade elde edilir. 
 

)vv(
2
1vv k,,kk,k,k lllklkl

E EPPEh ++−⋅+⋅= PEPE ρ                                                    (33) 

 
Birim kütle başına polarizasyon vektörü aşağıdaki gibi tanımlanır.  
 

ρ
PΠ ≡                                                                                                                                     (34)     

 
Polarizasyonun maddesel türevi (34) ifadesinden aşağıdaki gibi alınır.  
 

ΠΠΠP  ρρρ +==
•

                                                                                                          (35) 
 
(35) ifadesi (33) denkleminde yerine yazılıp, (8) denklemi dikkate alınarak uygun indis 
değişimi ve sadeleştirmeler yapılırsa Ehρ terimi aşagıdaki gibi elde edilir.  
 

k,,kk, v
2
1v

2
1v llkllkllk

E EPEPEPh ++−Π⋅= Eρρ                                                    (36) 
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Açısal hız w , aşağıdaki gibi ifade edilir. 
 

vw ×∇=
2
1                                                                                                                              (37)     

 
(21) ve (37) ifadelerinden, (15) denkleminin son terimi aşağıdaki gibi elde edilir. 
 

llkkllkm
E
m

E EPEPC ,k, v
2
1v

2
1w −==⋅ wC                                                                           (38) 

 
(36) ve (38) ifadeleri toplanıp gerekli sadeleştirmeler yapılırsa aşağıdaki ifade elde edilir. 
 

ΠE ⋅=+ ρρ m
E
m

E Ch w                                                                             (39) 
 
(39), (30) ve (27) ifadeleri (15) denkleminde yerlerine yazılırsa aşağıdaki ifade elde edilir. 
 

ΠE  ⋅++−+−= ρρερ hqdEPt kklkkllklk ,)w()(                                                              (40) 
 
Simetrik bir tansörle antisimetrik bir tansörün dış çarpımı sıfır olduğundan (40) ifadesinden, 
enerjinin korunumu denkleminin yerel formu aşağıdaki gibi yazılabilir. 
 

ΠE  ⋅++−= ρρερ hqdt kkkllk ,                                                                                           (41) 
   
3. Termodinamik Kısıtlar ve Bünye Denklemlerinin Modellenmesi 
 
Enerji denklemi (41) ile Entropi eşitsizliği (17) ifadeleri birleştirildiğinde aşağıdaki eşitsizlik 
elde edilir. 
 

0≥1v1) ( ,2, kkkllk qt θ
θθ

ηθε
θ
ρργ −+⋅−−≡ ΠE                                                                   (42) 

 
Bu eşitsizlikte ortaya çıkan, entropi yoğunluğunun, iç-enerjinin, polarizasyon yoğunluğunun 
ve deformasyonun zamanla, sıcaklığın da uzaysal koordinatlara göre değişimi termodinamik 
prosesi temsil etmektedir. Bir termodinamik proseste iç–enerji, entropi ve polarizasyon 
değişiminin kontrolü mümkün olamayacağından dolayı aşağıdaki gibi tanımlanan bir 
Legendre transformasyonu kullanılabilir. 
  

kk PE1≡ −−− ρηθεψ                                                                                                              (43) 
 
Bu durumda (42) eşitsizliği aşağıdaki gibi elde edilir. 
  

0≥1vd)( ,, kkkkkllkkllk EPqEPt  −−−++− θ
θ

ηθψρ                                                        (44) 

 
(44) eşitsizliği maddesel formda aşağıdaki gibi yazılır.  
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01
2
1)( ,0 ≥Π−−++Σ− KKKKKLKL EQCT  θ

θ
θηρ                                                                     (45) 

 
Burada geçen büyüklüklerle ilgili terimler aşağıda verilir.  
 

ψρ0≡Σ                                                                                                                                  (46) 

⇒= LlKklkKL xxC ,,d2
lLkKKLkl XXCd ,,2

1 =                                                                                                                    (47) 

lklLkKKL tXJXT ,,≡ ⇒ KLLlKklk TxxJt ,,
1−=                                                                                 (48) 

kkKK qXJQ ,≡ ⇒ KKkk QxJq ,
1−=                                                                                       (49)  

kkKK PX ,
0

ρ
ρ

≡Π ⇒ KKkk xJP Π= −
,

1                                                                                       (50)  

kKkK ExE ,≡ ⇒ KkKk EXE ,=                                                                                               (51)     

kKkKK xG ,,, θθ =≡ ⇒ KkKkk Xg ,,, θθ =≡                                                                              (52) 
 
(45) ifadesiyle verilen eşitsizlik, quazi-elektrostatik bir alan ile etkileşen ve izoterm olmayan 
bir sıcaklıkta bulunan termomekanik ortamlar için entropi üretiminin genel bir ifadesi olarak 
tanımlanmaktadır. Bu eşitsizlik, gerilme potansiyeli Σ’nın bağlı olduğu bağımsız bünye 
değişkenlerinin ortaya konulması ile kullanılabilir. Bu çalışmada ele alınan malzeme için 
Σ’nın bağlı olduğu bağımsız bünye değişkenleri bünye aksiyomlarının kullanılması ile 
belirlenebilir.   Kozalite, determinizm, objektivite, yakın civarsallık ve tutarlılık 
aksiyomlarının kullanılmasıyla [29, 30], fiber takviyeli ve piezoelektrik özelliğe sahip, 
sıcaklık gradyanına bağlı bir kompozit malzeme için Σ’nın bağlı olduğu bağımsız bünye 
değişkenleri aşağıdaki gibi elde edilir.  
 

[ ]KKKKKKKLKKLK XtXtEtXGXYtXCtX ),,(,),(,),(),(,),(),( θXΣ=Σ                          (53) 
 
Kompozit ortamın homojen olduğu kabul edildiğinden (53) ifadesiyle verilen Σ ’nın bağlı 
olduğu bağımsız bünye değişkenlerinden KX  kaldırılır. (53) denkleminin maddesel türevi 
aşağıdaki gibi alınabilir.  
 

θ
θθ


∂
Σ∂

+
Σ

+
∂
Σ∂

+
∂
Σ∂

=Σ K
KK

KL
KL

E
E

GC
C ∂

∂

,

                                                                           (54) 

 
(54) ifadesi (45) eşitliğinde yerine yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 
 

01)
 ∂
∂()1()2(

2
1

0
0 ≥+

Σ
+Π−

∂
Σ∂

−
∂
Σ∂

+−
∂

Σ∂
− KKK

K
KK

K
KL

KL

KL QGE
E

G
G

C
C

T
θ

θ
θρ

ηρ     (55) 

 
(55) eşitsizliğindeki argümanları θ ’yı θ  şeklinde, KLC ’yi KLC  şeklinde, KE ’yi KE  şeklinde 
ve KG ’yı KG şeklinde keyfi olarak değiştirebileceğimizden (55) eşitsizliğinin sağlanabilmesi 
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için   θ ’ nın, KLC ’ nın, KE  ve KG ’ nın katsayıları sıfır olacaktır. KG ’ nın katsayısı sıfır 
olamaz çünkü KG , Σ ’ nın bağımsız bünye değişkenleri arasında yer aldığından KG  keyfi 
olarak değiştirilemez. (55) eşitsizliğinde KLC ,   θ  ve KG terimlerinin katsayıları sıfıra 
eşitlenirse aşağıdaki denklemlere ulaşılır.  
 

KL

KL
C

T
∂

Σ∂
= 2                                                                                                                          (56) 

θρ
η

∂
Σ∂

−=
0

1                                                                                                                            (57) 

K
K E∂

∂Σ
−=Π                                                                                                                           (58) 

0=
∂
Σ∂

KG
                                                                                                                                (59) 

 
(59) eşitliğiyle verilen denklemden Σ ’nın KG  ya bağlı olmadığı ortaya çıkmaktadır. Bu 
durumda Σ ’nın bağlı olduğu bağımsız bünye değişkenleri, bu çalışmada ele alınan malzeme 
için aşağıdaki gibi ortaya konulur. 
 

),,,( θKKLKL EYCΣ=Σ                                                                                                            (60) 
 
(56) denklemi simetrik gerilmenin bünye denklemidir. (56)-(59) denklemlerin kullanılmasıyla 
(55) eşitsizliği aşağıdaki hale indirgenir. 
 

01
≥KK QG

θ
                                                                                                                         (61) 

 
(61) eşitsizliği ısı akısı vektörü için entropi eşitsizliğini vermekte olup ısı akısı vektörünün 
bağlı olduğu bağımsız bünye değişkenleri ise aşağıdaki gibi verilir. 
 

),,,,( θKKKLKLKK GEYCQQ =                                                                                                (62) 
 
(61) eşitsizliği ile (62) ifadesi göz önüne alındığında aşağıdaki ifadeye ulaşılır. 
 

0),,,,( ≥θKKKLKLKK GEYCQG                                                                                        (63) 
 
(63) eşitsizliğinde 0=KG  ise  0=KQ  olduğundan aşağıdaki eşitlik yazılabilir.   
  

0),0,,,( =θKKLKLK EYCQ                                                                                                   (64) 
 
(43), (46) ve (57) ifadelerini kullanarak, iç enerji yoğunluğu (ε ) aşağıdaki gibi bulunur. 
 

kk PE1

0

)
∂
∂(1 −−
Σ

−Σ= ρθ
θρ

ε                                                                                                  (65) 
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Bu çalışmada, (27) denklemiyle ifade edilen gerilme tansörü asimetrik bir yapıdadır. (27) 
denkleminden asimetrik gerilmenin bulunması için, simetrik gerilmenin ve polarizasyon 
alanının bilinmesinin gerekli olduğu görülmektedir. Simetrik gerilmenin bünye denklemi (56) 
ifadesiyle, polarizasyon alanının bünye denklemi ise (58) ifadesiyle ortaya konulmuştur. Bu 
denklemlerden simetrik gerilme ile polarizasyon alanı Σ ’dan türetildiği görülmektedir. Isı 
akısı vektörü ise herhangi bir potansiyelden türetilmeyip, bağımsız bünye değişkenleri belli 
olan vektörel bir form şeklinde ortaya çıktığı (62) denkleminden görülmektedir. Buna göre bu 
çalışmada ele alınan kompozit malzemenin elektro-termomekanik yükleme sonucunda ortaya 
çıkan bünye denklemlerinin elde edilmesi için, bağımsız bünye değişkenleri belli olan bünye 
fonksiyonellerinin (Σ  ve KQ ) açık bir şekilde belirlenmesi gerekmektedir. Bünye 
fonksiyonellerinin (Σ  ve KQ ) belirlenmesine geçmeden önce, bünye aksiyomlarından önemli 
bir aksiyom olan maddesel simetri aksiyomun ortaya koyduğu kısıtlamanın göz önüne 
alınması gerekmektedir. Bu aksiyoma göre bünye fonksiyonellerinin (Σ  ve KQ ) aşağıda 
verilen koordinat dönüşümünde form-invaryant olarak kalması gerekmektedir. 
 

T
K

T
KLLLLKK SSXSXXSX === −1'' ,,                                                                                 (66) 

 
Burada; [ ]KLSS =  maddesel koordinatların ortogonal dönüşümünü temsil eden ve ortamın 
simetri grubuna ait keyfi bir matris olarak ifade edilmektedir. Bu durumda bünye 
fonksiyonellerinin (Σ  ve KQ ) aşağıdaki gibi yazılabilir. 
 
  ),,,(),,,( θθ EYCESSYSSCS TT Σ=Σ                                                                         (67) 

),,,,(),,,,( θθ GEYCQSGSESSYSSCSQ TT =                                                              (68) 
    
Öte yandan fiber ailesinin uzamazlığı birçok mühendislik malzemesinin yapısına uyduğundan 
fiber ailesi uzamaz kabul edilmiştir. Bu durumda fiber germesi için aşağıda verilen şartın 
sağlanması gerekmektedir. 
  
 12 == LKLKb BBCλ                                                                                                                 (69) 
 
Bu çalışmada ele alınan kompozit malzemenin anizotropik yapıda olduğu kabul edildiğinden 
dolayı, bünye fonksiyonelleri (Σ  ve KQ ) bağlı oldukları bağımsız bünye değişkenlerine göre 
kuvvet serisine açılmış ve lineer bünye denklemleri bulunmuştur. Ortamın referans konumu, 
bir 0T  üniform sıcaklığında,  gerilmesiz ve polarize olmayan doğal durum olarak seçilmiştir. 
Bu referans konumundan itibaren küçük yer ve şekil–değiştirmeler, küçük elektriksel 
etkileşimler ve de küçük sıcak değişimleriyle ayrıldığı varsayılmıştır. Küçük sıcaklık 
değişiminden kastedilen durum, TT += 0θ , 00 >T ,  0TT <<  şeklindedir [30]. Kuvvet serisi 
açılımında, kompozit ortamın lineerlik durumuna göre terimlerin türü ve sayısı dikkate 
alınmıştır. Ortaya konulan lineer bünye denklemleri, denge denklemlerinde yerlerine 
yazılarak alan denklemleri elde edilmiştir. 
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4. Bulgular 
 
4.1. Gerilme Potansiyelinden Türetilen Bünye Denklemlerinin Elde Edilmesi 
 
Deformasyon tansörleri arasında ( LKC  ile LKE ), LKLKLK EC 2+= δ şeklinde bir bağıntı 
mevcuttur. Burada LKC ; Green deformasyon tansörü ve LKE ; maddesel genleme tansörü 
olarak adlandırılmaktadır. Lineer teori kapsamında LKE (maddesel genleme tansörü), 

)(
2
1~

,, KLLKKLKL UUE +≡Ε≅ şeklinde ifade edilmektedir. Bu durumda (60) ifadesiyle verilen 

Σ ’nın bağımsız bünye değişkenleri aşağıdaki şekilde ifade edilebilir.  
  

),,,~( θSNQKL YEΕΣ=Σ                                                                                                             (70) 
 
Σ ’nın argümanlarına ( SNQKL YE ,,~Ε ) göre analitik olduğunu kabul edilip 0~ =ΕKL , 0=QE  ve  

0=SNY  civarında bir kuvvet (Taylor) serisine açılımı yapılarak aşağıdaki ifade ortaya 
konulur.  
 

++ΕΣ+Σ=ΕΣ QQKLKLSNQKL EYE βθ ~),,,~( 0 +SNSNYγ +ΕΕΣ MNKLKLMN
~~

2
1

+NQQN EEβ
2
1          

   ++ MLSNSNML YYγ
2
1

+Ε QKLKLQ E~
2
1 λ +ΕΩ SNKLKLSN Y~

2
1 ...

2
1

+SNQQSN YEξ                                  (71) 

 
Bu seri açılımında, bağımsız bünye değişkenleri ile birlikte yazılan katsayılar için aşağıdaki 
tanımlamalar kullanılır. 
 

)0,0(0 Σ≡Σ , 
0

~
KL

LK Ε∂
Σ∂

≡Σ , 
0Q

Q E∂
Σ∂

≡β , 
0SN

SN Y∂
Σ∂

≡γ , 
0

2

~~
MNKL

KLMN Ε∂Ε∂
Σ∂

≡Σ , 

 
0

2

NQ
QN EE ∂∂

Σ∂
≡β , 

0

2

MLSN
SNML YY ∂∂

Σ∂
≡γ ,  

0

2

~2
1

QKL
KLQ E∂Ε∂

Σ∂
≡λ , 

0

2

~
SNKL

KLSN Y∂Ε∂
Σ∂

≡λ , 

 
0

2

SNQ
QSN YE ∂∂

Σ∂
≡ξ                                                                                                                   (72) 

 
KLΕ~  ve SNY   tansörlerinin simetrisi ve yukarıdaki tanımlamalarda türevlerin sıraya bağlı 

olmaması, söz konusu katsayıların aşağıdaki gibi ifade edilen simetri şartlarını taşımasına 
sebep olmaktadır. 
  

KLKL Σ=Σ ,  LKNMMNLKNMKLNMLK Σ=Σ=Σ=Σ ,   NSSN γγ = ,  QNNQ ββ = ,  QNSQSN ξξ = , 

MLSNSNLMNSMLSNML γγγγ === , QKLQLK λλ = , SNKLKLNSLKSNKLSN Ω=Ω=Ω=Ω                     (73)                       
 
Lineer teori kapsamında aşağıda verilen ifadeler yazılabilir [30].  
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kllKkK δλλ = ,            KLkLkK δλλ = ,             KLkLkKKk Ux ,, λλ += ,          kllKkKkK uX ,, λλ −= ,  

lklLkKLK uU ,, λλ=  ,          lLkKLlKk xx λλ≡,, ,            lLkKlLkK XX λλ≡,, ,  

kkKrRpPKRrPp EExx λλλ≡,, ,             )(
2
1~~

,, kllklLkKkllLkKKLKL uue +=≡Ε≅Ε λλλλ , 

)(
2
1~

,, kllkklkl uue +==∈ ,                    )(
2
1~

,, kllklLkKkllLkKKLKL uu  +=∈≡Ε≅Ε λλλλ , 

 )(
2
1

,, kllkkl
kl

kl uu
t

d  +=∈=
∂
∈∂

≅ ,         
t∂

∂
≈

εε ,         kkuJ ,
1 1−≅− ,          )1( ,0 kku−≅ ρρ                

için1,2
,,,,,, =≡= bkllLkKrRpPblklLkKRrPpLKRrPp YbbXXxxBBxx λλλλλλ                          (74) 

 
prt  ve rp  uzaysal koordinatlarda aşağıdaki gibi ifade edilir.  

 

pr
kkprapr uYt

∈∂
Σ∂

−+Λ= )1( ,                                                                                                   (75)   

 

r
kkr E

up
∂
Σ∂

−−= )1( ,                                                                                                                (76)           

 
(75) ifadesindeki aΛ , Lagrange çarpanı olarak adlandırılmaktadır. Bu Lagrange çarpanı alan 
denklemleri ve sınır şartları ile bulunabilir.  
 
Σ ’nın bağımsız bünye değişkenleri, lineer teori kapsamında uzaysal koordinatlarda aşağıdaki 
gibi yazılabilir. 
 

),,,,( Xθkklkl EY∈Σ=Σ                                                                                                         (77) 
 
Bu fonksiyonun snkl Y,∈  tansörleri ve qE vektörlerine göre analitik olduğunu kabul edilip, 

,0=∈kl 0=qE  ve  0=snZ  civarında bir kuvvet (Taylor) serisine açılımı yapılarak aşağıdaki 
ifade yazılabilir.  
 

+∈∈Σ+++∈Σ+Σ=∈Σ mnklklmnsnsnqqklklsnqkl YEYE ),(
2
1),(),(),(),(),,,( 0 XXXXX θθγθβθθθ      

    +++ mlsnsnmlnqqn YYEE ),(
2
1),(

2
1 XX θγθβ +∈ qklklq E),(

2
1 Xθλ  

    +∈Ω+ snklklsn Y),(
2
1 Xθ ...),(

2
1

+snqqsn YEXθξ                                                                   (78) 

 
Bu denklemde ortaya çıkan ve uzaysal koordinatlarda ifade edilen 

,,, snqkl γβΣ ,, qnklmn βΣ ,, klqsnml λγ klsnΩ  ve qsnξ  malzeme tansörleri, maddesel koordinatlarda 
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ifade edilen malzeme tansörleri gibi (73) ifadeleriyle verilen simetri şartlarına sahiptir ve 
aşağıdaki şekilde tanımlanır.   
 

KLlLkKkl Σ=Σ λλ ,      QqQq βλβ = ,      SNnNsSsn γλλγ = ,      KLMNnNmMlLkKklmn Σ≡Σ λλλλ ,  

QNnNqQq βλλβ = ,       SNMLlLmMnNsSsnml γλλλλγ ≡ ,               KLQqQlLkKklq λλλλλ ≡ ,   

KLSNnNsSlLkKklsn Ω≡Ω λλλλ ,    QSNnNsSqQqsn ξλλλξ ≡                                                              (79) 
 
Lineer teori kapsamında (78) ifadesi ile verilen seri açılımın, sonsuz küçük uzaysal genleme 
tansörü ( kl∈ ), elektrik alanı vektörü ( qE ) ile sıcaklık (T ) bakımından en fazla kuadratik bir 
formda olması gerektiğinden bu ifadede θ ’ ya bağlı olan katsayılar aşağıdaki şekilde 
verilmektedir. 
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),(),(),( 00 XXX TTT klqklqklq λλθλ =+=  
),(),(),( 00 XXX TTT klsnklsnklsn Ω=+Ω=Ω θ   

),(),(),( 00 XXX TTT qsnqsnqsn ξξθξ =+=                                                                         (80) 
 
Bu ifadeler için aşağıdaki tanımlamalar kullanılmıştır. 
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Bu ifadelerdeki ),,( 00 XTψ  ),( 00 XTη  ve ),( 0 XTC  skaler; ),( 0 XTqυ  ve 

),( 0 XTqϑ vektörel; ,),( 0 XTklσ  ,),( 0 XTklτ ,),( 0 XTsnζ  ,),( 0 XTsnχ  ,),( 0 XTklmnΣ  
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,),( 0 XTqnω  ,),( 0 XTqnΓ  ,),( 0 XTsnmlγ ),( 0 XTklqλ  ve ),( 0 XTklsnΩ  tansörel malzeme 
sabitleri olarak ifade edilmektedir ve kompozit ortamın başlangıç sıcaklığına ( 0T ) bağlıdır. Bu 
çalışmada ele alınan kompozit ortam homojen olduğu kabul edildiğinden bu katsayıların X ’e 
olan bağımlılığı ortadan kalkmaktadır. Çalışmanın bundan sonraki kısımlarında söz konusu 
katsayıların )( 0T ’a ve ( X )’e olan bağımlılıkları gösterilmeyecektir. (80) ve (81) ifadeleriyle 
verilen tanımlamalar kullanılarak (78) denklemi aşağıdaki gibi yazılabilir.   
 

+−+∈−∈+−−=+∈Σ TEETT
T

cTTTYE qqqqklklklklsnqkl ϑυτσρηρψρ 2

0

0
00000 2

),,,,( X      

     +−+ TYY snsnsnsn χζ +∈∈Σ mnklklmn2
1

+∈++ qklklqmlsnsnmlnqqn EYYEE λγω
2
1

2
1

2
1   

     ...
2
1

2
1

++∈Ω+ snqqsnsnklklsn YEY ξ                                                                                        (82)   

 
Σ ’nın pr∈ ’ye ve rE ’ye göre kısmi türevleri alınırsa aşağıdaki ifadeler yazılır.    
 

snprsnqprqmnprmnprpr
pr

YET Ω++∈Σ+−=
∈∂
Σ∂ λτσ                                                                     

(83) 

snsnrklklrqrqrr
r

YET
E

ξλωϑυ +∈++−=
∂
Σ∂                                                                             (84) 

 
Bu kısmi türev ifadeleri kullanılarak (75) ve (76) denklemleri aşağıdaki şekilde yazılır. 
 
 )()1( , snprsnqprqmnprmnprprkkprapr YETuYt Ω++∈Σ+−−+Λ= λτσ                                        (85) 
 

)()1( , snsnrklklrqrqrrkkr YETuP ξλωϑυ +∈++−−−=                                                               (86) 
 
Bu ifadelerde doğal durumda prσ ve rυ  sıfır alınır. Ayrıca prmnΣ  ve klrλ  katsayılarının  

prnmprmn Σ=Σ  ve lkrklr λλ =  şeklindeki simetri özelliğini ve sıcaklık, yer değiştirme gradyanı 
ve elektrik alan vektörü terimlerinin sadece lineer etkilerini dikkate alarak (85) ve (86) 
denklemleri, yer değiştirme gradyanı cinsinden aşağıdaki gibi yazılabilir.  
 

kksnprsnsnprsnqprqnmprmnprprapr uYYEuTYt ., Ω−Ω++Σ+−Λ= λτ                                        (87)            
 

)( ,, kksnsnrsnsnrlkklrqrqrr uYYuETP ξξλωϑ −+++−−=                                                             (88) 
 
(87) ve (88) ifadeleriyle ortaya konulan bünye denklemleri, bu çalışmada ele alınan 
piezoelektrik özelliğe sahip, uzamaz tek fiber aileli, sıkışabilir, sıcaklık değişimine bağlı 
kompozit bir anizotrop ortam için elde edilen simetrik gerilmenin ve polarizasyon alanının 
lineer bünye denklemleridir. Bu ifadelerin ortaya çıkmasına, elektrik alanının, genleme 
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tansörünün ve fiber tansörünün lineer etkileri ve fiber tansörüyle genleme tansörünün birlikte 
etkileşimleri sebep olmaktadır.  
 
(87) ve (88) denklemleri (27) ifadesinde yerlerine yazılıp, sıcaklık, yer değiştirme gradyanı ve 
elektrik alan vektörü terimlerinin sadece lineer etkileri dikkate alınarak asimetrik gerilme 
tansörü aşağıdaki gibi bulunmuştur.   
 

rsnsnpkksnprsnsnprsnqprqnmprmnprprapr EYuYYEuTYt ξλτ +Ω−Ω++Σ+−Λ= .,                           (89) 
 
Bu denklemden görüldüğü üzere, yer değiştirme gradyanı ve elektrik alan vektörü terimlerinin 
sadece lineer etkileri dikkate alınsa bile elektrik alan vektörünün fiber tansörüyle etkileşimi 
toplam gerilmenin asimetrik olarak ortaya çıkmasına sebep olmaktadır. 
 
(87) ve (89) denklemlerindeki prτ  tansörü için aşağıdaki ifade yazılabilir. 
 

rpmnprmnpr ατα =Σ≡ −1                                                                                                               (90) 
 
Burada; prα  termal genleşme katsayılarının oluşturduğu ikinci dereceden simetrik bir 

tansördür. 1−Σ prmn  tansörü ise prmnΣ  tansörünün tersi olup bu tansörle aynı simetri özelliğine 
sahiptir ve aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 
 

)(
2
11

rkplrlpkmnklprmn δδδδ +≡ΣΣ −  , 1111 −−−− Σ=Σ=Σ=Σ prnmmnprrpmnprmn                                       (91) 

 
klprΣ  tansörü ile (90) ifadesiyle verilen eşitliğin her iki tarafı çarpılıp gerekli indis değişimi 

yapılarak prτ  tansörü için aşağıdaki ifade yazılır.  
 

mnprmnpr ατ Σ=                                                                                                                         (92) 
 
Bu ifade,  (87) ve (89) denklemlerinde yerlerine yazılarak simetrik gerilme ve asimetrik 
gerilme tansörlerinin lineer bünye denklemleri, prα  termal genleşme katsayılarının 
oluşturduğu tansör cinsinden aşağıdaki şekilde ortaya konulur.   
 

kksnprsnsnprsnqprqmnnmprmnprapr uYYETuYt ., )( Ω−Ω++−Σ+Λ= λα                                      (93) 
 

rsnsnpkksnprsnsnprsnqprqmnnmprmnprapr EYuYYETuYt ξλα +Ω−Ω++−Σ+Λ= ., )(                    (94) 
 
4.2. Lineer Termoelastisitede Isı Akısı Vektör Alanının Bünye Denkleminin Elde 
Edilmesi 
 
Bu kısımda gerilme potansiyeli gibi bünye fonksiyonellerinden olan ısı akısı vektörü, bağlı 
olduğu bağımsız bünye değişkenlerine göre kuvvet serisine açılmış ve ısı akısı vektörü 
alanının lineer bünye denklemi bulunmuştur. Green deformasyon ( LKC ) ve maddesel 

 
Vol. 9, No 1, April 2017                   
 



Fiber Takviyeli Piezoelektrik Kompozitlerin Elekro-Termoelastik Analizi İçin Matematiksel Bir Model 
 
 
 
 
 

63 

genleme ( LKE ) tansörleri arasındaki bağıntıdan, ayrıca lineer teori kapsamında genleme 
tansörü yerine sonsuz küçük genleme tansörü yazılabileceğinden ısı akısı vektörü için verilen 
(62)-(64) denklemleri aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 
 

),,,,~( θKKKLKLRR GEYQQ Ε=                                                                                                  (95)          
 

0),,,,~( ≥Ε θKKKLKLRR GEYQG                                                                                                (96) 
 

0),0,,,~( =Ε θKKLKLR EYQ                                                                                                        (97) 
 
Bünye fonksiyoneli olan ısı akısı vektörünün, LMLMML YEG ,~,, Ε  bağımsız bünye 
değişkenlerine göre analitik olduğu kabul edilip, 0=LG , 0=ME , 0~ =ΕLM  ve  0=LMY  
civarında bir kuvvet (Taylor) serisine göre açılımı yapılarak aşağıdaki ifade elde edilir.  
  

+++=Ε MRMLRLRLMLMLMR EKGKKGEYQ ),(),(),(),,,,,~( XXXX θθθθ              
                          ...),(~),( +++ LMRLMLMRLM YDEK XX θθ                                                    (98) 
 
Bu seri açılımında aşağıda verilen tanımlamalar kullanılmıştır. 
 

),(),( XX θθ RR BQ ≡ ,       
0

),(
L

R
RL G

QK
∂
∂

≡Xθ ,        
0

),(
M

R
RM E

QK
∂
∂

≡Xθ ,  

0

),(
LM

R
RLM E

QK
∂
∂

≡Xθ ,     
0

),(
LM

R
RLM Z

QD
∂
∂

≡Xθ                                                               (99) 

 
Sonsuz küçük genleme tansörü ile fiber tansörünün simetrileri sebebiyle aşağıda verilen 
simetri şartları yazılabilir. 
 

RMLRLM KK = , RMLRLM DD =                                                                                                    (100) 
  
(97) ifadesi, 00 =⇒= RL QG  olduğunu göstermektedir. Bu durumda (98) seri açılımından 
aşağıdaki eşitlik yazılabilir. 
 

...),(),(~),(),(0 ++++= LMRLMMRMLMRLMR YDEKEKK XXXX θθθθ                          (101) 
   
Bu ifadenin geçerli olması için, bu denklemdeki katsayıların sıfır olması gerekir.  
 

0),(),(),(),( ==== XXXX θθθθ RLMRLMRMR DKKK                                                   (102) 
 
Bu durumda (98) denklemi aşağıdaki gibi yazılır. 
 

LRLLRLR KGKQ ,),(),( θθθ XX ==                                                                                       (103) 
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(103) ve  (96) ifadelerinden aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 
 

0),( ≥RLRL GGK Xθ                                                                                                              (104) 
 
Bu durumda ),( XθRLK  tansörünün, her sıcaklık gradyanı için aşağıdaki şekilde yazılması 
gerekir. 
 

0,, ≥LRRLK θθ                                                                                                                        (105) 
 

RLK  tansörü ısı iletim katsayıları tansörü olarak adlandırılır.  
 
(49)ve (74) ifadelerinden ısı akısı vektörünün uzaysal formu aşağıdaki şekilde yazılabilir. 
 

RrRkkr xQuq ,, )1( −=                                                                                                             (106) 
 
Isı akısı vektörünün maddesel formunu veren (103) denklemi,  (106) ifadesinde yerine yazılıp 
(74) denklemindeki ilgili ifadeler kullanılırsa ısı akısı vektörünün uzaysal formu aşağıdaki 
gibi bulunur.   
 

lrlr Kq ,),( θθ X=                                                                                                                  (107) 
 
Bu denklemdeki rlK  uzaysal malzeme tansörü, RLK maddesel malzeme tansörü cinsinden 
aşağıdaki gibi verilir. 
 

),(),( XX θλλθ RLlLrRrl KK ≡                                                                                              (108) 
 
Lineer teori kapsamında rlK  uzaysal malzeme tansörü, aşağıdaki gibi tanımlanır. 
  

),(...),(),(),(),( 0
0

00 XXXXX TKT
T
TKTKTTKK rl

T

rl
rlrlrl ≅+

∂
∂

+=+=
=

θ                    (109) 

 
l,θ  sıcaklık gradyanı, (T ) cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 
lll TTT ,,0, )( =+=θ                                                                                                             (110) 

 
Bu durumda ısı akısı vektörünün uzaysal koordinatlardaki lineer bünye denklemi, (106), (108) 
ve (109) ifadelerinden aşağıdaki şekilde bulunur.  
 

lrlr TTKq ,0 ),( X=                                                                                                             (111) 
 
Bu denklem aynı zamanda Fourier ısı-iletim yasası olarak adlandırılır. 
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4.3. Alan Denklemlerinin Elde Edilmesi  
 
Simetrik gerilmenin, asimetrik gerilmenin,  polarizasyon vektörünün ve ısı akısı vektörünün 
uzaysal koordinatlardaki lineer bünye denklemleri sırasıyla (93), (94), (88) ve (111) 
ifadeleriyle ortaya konulmuştur. Bu kısımda ise elde edilen bu lineer bünye denklemleri, ilgili 
denge denklemlerinde yerlerine yazılarak alan denklemleri bulunmuştur.  
 
(88), (7) ve (5) denklemlerinden aşağıdaki ifade yazılabilir. 
 

kkrsnsnrsnsnrlkrlkrqqrr uYYuTD ,,,, ξξλϑφ +−−+Γ−=                                                          (112) 
                     
Burada ( rpΓ ) tansörü, rqqrqr ωδ −≡Γ 0ε  olarak verilmiştir. Bu ifadenin diverjansı alınıp (3) 
ifadesinde yerine yazıldığında aşağıdaki alan denklemi elde edilir.  
 

])([0 ,,,,,,,, krksnkkrsnsnrrsnsnrrlkrlkrrrqqrrr uYuYYuTD ++−−+Γ−== ξξλϑφ                      (113) 
 
(93), (88), (5) ve (29) denklemlerinden aşağıdaki alan denklemi bulunur.  
 

−Ω+Λ+Λ+−−Σ=
∂
∂

rsnprsnrpraprrarqqrprmnnrmprmn
p YYYTu

t
u

,,,,,,2

2

0 )()( φλαρ        

                 pprsnprsnsnrkrksnkkrsnprsn YYuYuY f)()( 0,,,.., ρφφξ ++−+Ω−                                       (114) 
 

TT += 0θ  ve  1=
∂
∂
θ
T  olduğunu göz önüne alarak (57) ve (65) ifadeleriyle ortaya konulan 

entropi ve iç enerji yoğunluğu denklemleri için aşağıdaki ifadeler yazılabilir. 
 

T
T

T ∂
Σ∂

−=
∂
∂
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00

11
ρθρ

η                                                                                                  (115) 
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mm

PE
uT

TT
)1(

1])([1

,0
0

0 −
−

∂
Σ∂

+−Σ=
ρρ

ε                                                                      (116) 

 
(74), (115) ve (116) ifadelerinden aşağıdaki ifade bulunur.  
 

kk
mm

PE
u

TT
)1(

1)(
,0

0
0 −

−++
Σ

=
ρ

η
ρ

ε                                                                                (117) 

 
(82) ifadesiyle verilen Σ ’ nın T ’ ye göre türevi alınıp (5) ifadesi kullanılarak (115) 
denkleminde yerine yazıldığında entropi için aşağıdaki ifade elde edilir. 
 

)(1
,,

00
0 snsnqqlkkl Yu

T
Tc χφϑτ

ρ
ηη +−++=                                                                             (118) 
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(82), (88) ve (118) ifadeleri, (117) denkleminde yerlerine yazılıp (5) denklemi kullanılarak iç 
enerji yoğunluğu aşağıdaki şekilde bulunur. 
 

])()(2[
2

1)( ,,
0

,,
0

0
0 snqqsnlkklsnsnsnsnsnsnqqlkkl YuYTYuTTc φξχξ

ρ
χφϑτ

ρ
εε −Ω+−++−++= (119) 

 
Bu denklemde, 0000 ηψε T+=  şeklinde verilmektedir. Burada ,0ε 0ψ  ve 0η  sırasıyla doğal 
durumda iç enerji, serbest enerji ve entropi yoğunlukları olarak adlandırılmaktadır. Bu 
denklemin maddesel türevi alınıp (74) ifadeleri kullanılarak ve lku , ,  T  ve q,φ  terimlerinin 
yalnızca lineer olan terimleri dikkate alınırsa aşağıdaki denklem elde edilir.    
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(93), (5) ve (74) ifadelerinden, klkl dt  terimi aşağıdaki şekilde bulunur. 
  

t
u

uYTuY
t

tdt lk
mmsnklsnqqklmnnmklmnkla

kl
klklkl

∂
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.,, )}1()()({ φλα       (121)  

 
(88) ve (5) ifadelerinden kk PE 1−ρ  terimi aşağıdaki şekilde ortaya konulur. 
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 (122), (121), (120) ve (111) ifadeleri, enerjinin korunumu denklemi olan (41)  denkleminde 
yerlerine yazılırsa aşağıdaki alan denklemi bulunur. 
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TYc
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                                                                                        huT llkllk )1( ,0, −+−= ρβ                (123) 
 
5. Sonuçlar 
 
Katı cisimlerin hepsinde olduğu gibi, kompozit malzemelerin de mekanik özelliklerinin tayin 
edilmesi için yük altında denemeye tabi tutulması gerekmektedir. Statik ve dinamik olarak 
yapılan bu denemeler genellikle tek eksenli yükleme durumu için yapılmaktadır. Tek eksenli 
denemeler malzeme hakkında önemli bilgiler verseler bile, tatbikat için yeterli değildir. Bu 
nedenle malzemenin iki ya da üç eksen doğrultusundaki yükleme durumları için denemeler 
yapılmalıdır. Farklı yükleme durumları için birden fazla eksenli denemeler yapmanın zorluğu 
bilinmektedir. Bu yüzden cisimlerin dış yüklemeler altındaki davranışları için bünye 
denklemlerinin oluşturulması önem arzetmektedir. Elde edilen bünye denklemlerinden 
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malzemenin davranışına etki eden faktörler ortaya çıkmaktadır. Alan denklemleri ise ele 
alınan malzeme için göz önüne alınacak herhangi bir sınır değer probleminin matematiksel 
yapısını oluşturmaktadır.      
 
Bu çalışmada tek fiber aileli piezoelektrik özellik taşıyan bir kompozit cismin, sıcaklığın sabit 
olmaması durumunda dış yüklemeler altındaki davranışı için lineer bünye denklemleri ortaya 
konulmuştur. Bu çalışmada; elektro-termomekanik denge denklemleri, fiber deformasyon 
geometrisi ve kinematiği ile ilgili denklemler, bünye teorisi aksiyomlarına ilişkin kavramlar, 
gerilme potansiyeli ile ısı akısı vektörü fonksiyonlarının (bünye fonksiyonellerinin), ve alan 
denklemlerinin bulunması malzemenin lineer davranışının matematiksel olarak 
modellenmesinde teorik temelleri oluşturmuştur. Bünye fonksiyonellerinden biri olan gerilme 
potansiyeli fonksiyonunun bağımsız bünye değişkenleri; Green deformasyon tansörü, fiber 
dağılım tansörü, elektrik alan vektörü ve sıcaklık olarak ortaya çıkmıştır. Diğer bünye 
fonksiyoneli ısı akısı vektörü fonksiyonunun ise gerilme potansiyeli fonksiyonunun bağımsız 
bünye değişkenleri ile birlikte sıcaklık alanı gradyanına bağlı olduğu görülmüştür. Bu 
çalışmada ele alınan kompozit malzemenin dış yüklemeler altındaki davranışını belirleyen 
gerilme tansörü, ısı akısı vektörü ve polarizasyon alanı vektörü sözü edilen bünye 
fonksiyonelleri vasıtasıyla bulunmuştur. Simetrik gerilme tansörü ile polarizasyon alanı 
vektörü, gerilme potansiyeli fonksiyonundan türetilirken, ısı akısı vektörü ise bağımsız bünye 
değişkenleri belli olan vektörel bir fonksiyon olarak ortaya çıkmıştır. Fiber ailesinin 
uzamazlığı birçok mühendislik malzemesinin yapısına uyduğundan fiber ailesi uzamaz kabul 
edilmiştir. Ayrıca kompozit malzeme fiber boyunca yön değişimine duyarsız kalacağından 
matematiksel olarak fiber vektörünün BB −→  değişiminden etkilenmeyeceği için fiber 
vektörünün bileşenlerinin dış çarpımı olan simetrik bir tansör tanımlanmıştır. Kompozit 
ortamın hem piezoelektrik özelliğinden hem de fiber takviyesinden dolayı güçlü bir 
anizotropiye sahip olduğu kabul edilmiştir. Ayrıca kompozit malzemenin piezoelektrik özellik 
taşıması sebebiyle anizotrop ortamın sıkışabilir olduğu varsayılmıştır.   
 
Kompozit ortamın referans konumu, bir 0T  üniform sıcaklığında, gerilmesiz ve polarize 
olmayan doğal durum olarak seçilmiştir. Bu referans konumundan itibaren küçük yer ve 
şekil–değiştirmeler, küçük elektriksel etkileşimler ve de küçük sıcak değişimleriyle ayrıldığı 
varsayılmıştır. Bu durumda bünye fonksiyonellerinin (Σ  ve KQ ) bağlı oldukları bağımsız 
bünye değişkenlerine göre bir kuvvet (Taylor) serisine açılımı yapılmıştır. Seri açılımında 
alınan terimlerin türü ve sayısı belirlenirken etkileşimlerin tümü lineer kabul edilmiştir. 
Lineer termoelastisite için simetrik gerilme tansörünün, toplam gerilme tansörünün, 
polarizasyon alanı vektörünün ve ısı akısı vektörünün lineer bünye denklemleri sırasıyla (93), 
(94), (88) ve (111) denklemleri ile ortaya konulmuştur. Elde edilen lineer bünye 
denklemlerden, bu çalışmada ele alınan kompozit malzemenin yapısından ve özelliğinden 
kaynaklanan yeni terimlerin mevcut olduğu görülmektedir.  
 
Polarizasyon alan vektörünün, simetrik gerilme tansörünün ve lineer momentumun ve 
enerjinin korunumu denklemlerinde yer alan büyüklüklerin teker teker elde edilip yerlerine 
yazılması sonucunda (113), (114) ve (123) ifadeleri ile ortaya konulan alan denklemleri 
bulunmuştur. Bulunan alan denklemleri; T ,  ku , k,φ  bilinmeyenlerini içermektedir. Bu 
bilinmeyenler tayin edilerek ortaya konulan lineer bünye denklemlerinden simetrik gerilme, 
asimetrik gerilme, polarizasyon alan vektörü ve ısı akısı vektörü bulunabilir. Ayrıca sözü 
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edilen alan denklemleri simetri açısından genel anlamda anizotropik yapıda oldukları için 
farklı simetri özelliği taşıyan malzemelere de uygulanabilirler.  
 
Sıcaklığın sabit olmamasından kaynaklanan termal etkilerin, fiber takviyeli kompozit 
malzemelerin teknolojideki uygulamalarında, özelllike imalat aşamasında büyük önemi 
bulunmaktadır. Bundan dolayı fiber takviyeli ve piezoelektrik özellik taşıyan kompozit 
malzemelerin dış yüklemeler karşısındaki elekro-termoelastik davranışının ortaya konulması 
gerekmektedir. Bu çalışmada, uzamaz keyfi tek fiber ailesi ile takviye edilmiş, sıkışabilir 
anizotrop ortam olan ve piezoelektrik özellik taşıyan kompozit bir malzemenin lineer elekro-
termoelastik davranışı için matematiksel model geliştirilmiştir. Bunun için Sürekli Ortamlar 
Mekaniği kapsamında bir yol izlenip teorik bir çalışma ortaya konulmuştur. Elde edilen 
matematiksel formülasyon ile fiber takviyeli olup piezoelektrik özellik taşıyan ve sıcaklık 
değişimine bağlı kompozit malzemelerin dış yüklemeler karşındaki lineer davranışının 
belirlenmesi, bu tür kompozitler için yapılacak deneylere bir alt yapının hazırlanmasına katkı 
sağlayabilecektir.  
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