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Özet: Bu çal mada rölativistik fizi in yap ta lar ndan biri olan Lorentz dönü ümlerinin kompleks 
kuaternionik temsili için alternatif bir yöntem önerilmi tir. Kompleks kuaternionlarla Lorentz 
dönü ümlerinin incelenmesi yeni de ildir. Fakat önerilen yöntem mevcutlar ndan daha basit bir formülasyon 
öne sürmektedir. Bu çal mada ayr ca elde edilen matematiksel ifadelerin matris temsillerinin elde edilmesi 
de hedeflenmektedir. Önerilen yöntem basitli i, çok yönlü do as ve özel matris temsillerine olanak vermesi 
nedeniyle oldukça kullan l d r.  
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1. G R

 
Günümüzde reel, dual ve kompleks olmak 
üzere üç farkl tipi olan kuaternionlar 1843 
y l nda rlandal matematikçi William Rowan 
Hamilton un kompleks say lar üç boyutlu 
uzaya ta mak amac yla yapt çal malar 
s ras nda bulunmu tur [1]. Reel kuaternionlar  
ad ndan anla laca üzere dört reel bile enden 
olu ur ve di er kuaternion türlerinin 
tan mlanmas aç s ndan temel rol oynar. Zira 
iki reel kuaternionun bir  dual birimi 
( 02 ) ile kombinasyonundan dual 
kuaternion, iki reel kuaternionun bir i 
kompleks say s ( 12i ) ile 
kombinasyonundan da kompleks kuaternion 
olu turulmaktad r. Bu yolla elde edilen yap lar 
do al olarak sekiz bile enli bir karakter 
ta yacakt r.  

Sekiz boyutlu kompleks kuaternionlar bilim 
tarihinin yap ta lar olan birçok fiziksel 
e itli in daha k sa ve daha kullan l bir 
biçimde ifade edilebilmesine olanak 
tan maktad rlar. Kompleks kuaternionlar 
yard m yla birbirleriyle çok yak ndan ili kili 
olan elektrik ve manyetik alanlar n birlikte 
ifade edilmesi mümkün olmaktad r. Imaeda 
taraf ndan 1976 y l nda yap lan bir çal mada 
kompleks kuaternionlar kullan larak klasik 
elektromanyetizman n temel denklemleri 
yeniden ifade edilmi tir [2]. Bu çal madan 
etkilenen Negi ve arkada lar , kompleks 
kuaternionlar n izomorfik 88

 

matris 
temsillerini tan mlam , Maxwell 
denklemlerinin kapal ve aç k biçimlerini de 
vermi lerdir [3]. Yine Lambek [4], Gürsey ve 
Tze [5], Colombo ve arkada lar [6], Gsponer 
ve Hurni [7] taraf ndan yap lan benzer 
incelemelerde Maxwell in dört e itli i daha 
k sa ve daha k formdaki tek e itli e 
indirgenmi tir. Kompleks kuaternionlar n 
kullan ld rölativistik elektromagnetizmaya 
ili kin çal malar ise Silberstein [8], Sobczyk 
[9], Jantzen [10], Abonyi ve arkada lar [11], 
Kassandrov [12] ve Ward [13] taraf ndan 
yap lm t r. Bu çal malarda genel olarak 

Maxwell denklemlerinin Lorentz dönü ümleri 
alt ndaki yeni formlar elde edilmi tir.  

Kompleks kuaternionlar n imajiner özellikleri 
bask n oldu u için kuantum mekaniksel 
incelemelerde için de oldukça uygun bir 
yap dad r. Ayn zamanda bikuaternion olarak 
da adland r lan kompleks kuaternionlar, Conte 
[14] taraf ndan bu alana uygulan rken De Leo 
ve arkada lar ise kuantum mekaniksel 
ba nt lar elde etmi tir [15-16].  

Kuaternionlar n kullan m alanlar ndan birisi 
de rölativistik mekani in incelenmesidir. 
Silberstein 1912 y l nda yay nlanan 
çal mas nda Lorentz dönü ümlerini 
kuaternionlarla ifade etmeyi ba arm t r [8]. 
Rölativistik incelemelerde kuaternionlar n 
kullan ld son y llardaki di er çal malar n 
yine Lorentz dönü ümleri üzerinde 
yo unla t görülmektedir [17-21]. Öte 
yandan De Leo taraf ndan yap lan çal mada 
ise reel kuaternionlar kullan larak özel 
rölativite teorisi incelenmi tir [22].  

Kompleks kuaternionlarla Lorentz 
dönü ümlerinin incelenmesi yeni de ildir. 
Fakat mevcut formülasyonlar incelendi inde 
genelde ifadelerin birçok karma k 
trigonometrik ba nt ile vektörel e itli e 
ihtiyaç duydu u ve çok say da basamak ile 
i lemden olu tu u görülmektedir. Fakat bu 
çal mada önerilen yöntem, benzeri ile 
kar la t r ld nda [13] oldukça k sa, basit ve 
aç klay c d r.  

Genel olarak literatürde elde edilen 
matematiksel ifadelerin daha iyi anla lmas 
aç s ndan bunlar n matris temsillerinin de 
verilmesi yayg n olarak tercih edilen bir 
yöntemdir. Bu çal mada reel kuaternionik 
matrisler için tan mlanan birçok yararl e itlik  
kompleks kuaternion uygulamalar için de 
genelle tirilmi tir. Bu yolla kompleks 
kuaternionlar için geçerli olmayan de i me 
özelli i, tan mlanan hem dört boyutlu 
kompleks matrislerle hem de sekiz boyutlu 
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reel matrislerle gerçekle tirilmi tir. Böylece 
dört boyutlu ve sekiz boyutlu özel dönü üm 
matrisleri de elde edilmi tir. Önerilen yöntem 
basitli i, çok yönlü do as ve özel matris 
temsillerine olanak vermesi nedeniyle oldukça 
kullan l d r.  

2. KOMPLEKS KUATERN ONLAR 

Kompleks kuaternionlar, reel kuaternionlar n 
kompleks bir ifadesidir. q ve q

 

reel 
kuaternionlar ;  

33221100 +++= eeee qqqqq (2.1) 

ve  

33221100 +++= eeee qqqqq (2.2) 

ile verilmek üzere Q kompleks kuaternionu;  

33221100

3)332)22

1)11000

((

()

eeee

ee

ee

QQQQ

qiqqiq

qiqqiqi (qqQ

(2.3) 

biçiminde tan mlan r. Burada  12i olup, 

3210 Q,Q,Q,Q ise kompleks bile enlerdir. 

Kuaternionlar n taban elemanlar olan 0e ve 

321 ,, eee a a daki çarp m kurallar na 

uyarlar: 

ljkljkkj eeeee ,1 0
2
0

 

3,2,1,, lkj . (2.4) 

Burada jk

 

ve jkl

 

terimleri s ras yla 

Kronecker deltas ve Levi-Civita sembollerini 
göstermektedir. Genel olarak reel 
bile enlerden olu an kuaternionlar reel 
kuaternion, kompleks bile enlerden olu an 
kuaternionlar da kompleks kuaternion olarak 
adland r l r. Bir P kompleks kuaternionu 
skalar ( 0P ) ve vektörel bile enleri 

( 332211 eee PPP ) cinsinden,  

P0PP (2.5) 

eklinde ifade edilir. P ve Q gibi iki kompleks 
kuaternionunun çarp m , 

QPP.QPQ

QP

0000

00 ))((

QPQP

QPPQ 
(2.6) 

biçiminde tan mlan r. Buradaki nokta ve kros 
çarp mlar, üç boyutlu uzaydaki skalar ve 
vektörel çarp mlara kar l k gelmektedir. Her 
kompleks kuaternion için bir e lenik 
tan mlamak mümkündür. Q kompleks 
kuaternionunun e leni i *Q  ile gösterilir ve 

33221100Q
* eeeeQ QQQQQQ  (2.7) 

eklinde tan mlan r. Görüldü ü gibi Q nun 
e leni i vektörel k sm n i aretinin 
de i tirilmesi ile elde edilir. P, Q kompleks 
kuaternion olmak üzere bunlar n çarp m n n 
e leni i için;  

** PQPQ *)(  (2.8) 

ifadesi yaz labilir. Kompleks kuaternionlar 
için e lenik ifadesi yan nda ayr ca kompleks 

e lenik de tan mlanabilir. cQ ile gösterilen 
kompleks e lenik;  

3
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(2.9) 

ile verilir ve 3210 Q,Q,Q,Q kompleks 
say lar n n e leni inin al nmas yla elde edilir. 
Ele al nan bir Q kompleks kuaternionunun 
normu QN  ile gösterilmek üzere;  

2
3

2
2

2
1

2
0Q QQQQN *QQ (2.10) 

eklinde tan mlan r. Normu s f rdan farkl 
olmak kayd ile bir Q kompleks 
kuaternionunun tersi ise,  

Q
*1 / NQQ

 

(2.11) 

eklinde verilir.  

3.KOMPLEKS KUATERN ONLARIN 
MATR S TEMS LLER

 

Literatürde genel olarak elde edilen 
matematiksel ifadelerin daha aç klay c olmas 
aç s ndan matris temsillerinin de verilmesi 
yayg n olarak tercih edilen bir yöntemdir. 

3210 ,,, QQQQ kompleks bile enler olmak 
üzere Q

 

kompleks kuaternionunu 44
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matrislerle temsil etmek mümkündür. Bu 
amaçla,  

10

01
0

 

(3.1) 

ve  

0

0
2 i

i

 

(3.2) 

ifadeleri ile verilen Pauli spin matrisleri 
kullan larak 4-Boyutlu uzayda kuaternionlar n 
taban elemanlar 0e , ,1e ,2e 3e e kar l k 
gelen matrisler;  

1000

0100

0010

0001

0

0
0 0

0
= (3.3)  
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=
2

2
1 i

i
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(3.4)  
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=
0

0

0

0
2 (3.5)  

0001
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1000

2

2

0

0
3 i

i
= (3.6) 

biçiminde tan mlan r. Yukar daki ifadelerden 
yararlanarak 33221100 +++= eeee qqqqq 

reel kuaternionu,   

0123

1032

2301

3210

3210

qqqq

qqqq

qqqq

qqqq

qqqq 3210Q 

(3.7) 

matrisi ile temsil edilir.  

Literatürde reel kuaternionlar için çok say da 
matris e itli i Chou taraf ndan verilmi tir 
[23]. 32 ,,, 10 matrisleri, kuaternion 
baz elemanlar için tan mlanan (2.4) e itli i ile 
ayn formdaki, 

ljkljkkj, 00
2
0

 

(3.8) 

çarp m ba nt lar n sa larlar.  

33221100 eeee QQQQQ kompleks 
kuaternionu biçim aç s ndan q

 

reel 
kuaternionu ile ayn formatta oldu undan 
(3.7) ifadesindeki reel bile enler kompleks 
bile enlerle de i tirilerek,  

0123

1032

2301

3210

3210

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ 3210Q 

(3.9) 

biçimindeki 44

 

kompleks kuaternionik 
matris elde edilir. Q kuaternionunu ayn 
zamanda 

T
3210

T
0 , QQQQQ QQ (3.10) 

ile verilen 14

 

matris ile de temsil etmek 
mümkündür. Bir P

 

kompleks kuaternionunun 
e leni i P0

* PP , imajiner k sm n n di er 
bir deyi le vektörel k sm n n i aretinin 
de i tirilmesi ile elde edildi inden bu i lem, 
P

 

kompleks kuaternionunu temsil eden 
matrisin transpozesi al narak, 

0123

1032

2301

3210

3210
T

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP 3210
* PP

(3.11) 

biçiminde de gerçekle tirilebilir. 
Kompleks kuaternionlarla reel 
kuaternionlar aras ndaki bu benzerlikten 
yararlanarak çok yararl matris ifadeleri de 
elde edilebilir. (2.6) e itli inde tan mlanan 
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QP kompleks kuaternion çarp m n matris 

ifadeleri ile de elde etmek mümkündür. 3I , 

33  birim matris ve P
~

 ve Q
~

 ise  

0

0

0
~

12

13

23

PP

PP

PP

P  (3.12)  

0

0

0
~

12
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23

QQ

QQ

QQ

Q  (3.13) 

eklinde tan mlanan antisimetrik matrisler 
olmak üzere bu çarp m ba nt s ,  

3

2

1

0
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0
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~
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P

QPP

P

I
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(3.14) 

veya 

P

P

P

P

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

P

Q

Q

3

2

1

0
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1032

2301

3210

0

30
T

0 
~

PQQ

Q

I
PQ  

(3.15) 

eklinde temsil edilir. Daha önce vurguland 
üzere kompleks kuaternion çarp m de i me 
özelli ine sahip de ildir. Fakat (3.14) ve 
(3.15) e itlikleri için,  

PP

P
~

30
T

0

IP

P
P

  

(3.16) 

ve  

QQ

Q
~

30
T

0

IQ

Q
Q

  

(3.17) 

matrisleri tan mland taktirde bu ifadeleri,  

QPPQ

  

(3.18) 

ve  

PQPQ

 
 (3.19) 

eklindeki kompakt formda yeniden yazmak 
mümkün olacakt r. Böylece kompleks 
kuaternionlar için tan ml olmayan de i me 
özelli i matrisler yard m yla kolayl kla elde 
edilebilir:  

PQQP .  (3.20) 

Elde edilen bu özellik daha sonra türetilecek 
olan dönü üm matrisleri için belirleyici bir rol 
oynayacakt r.   

Öte yandan sekiz reel bile enden olu an 
qqQ i kompleks kuaternionunu, reel 

kuaternionlar n taban elemanlar için 
tan mlanan (3.3)-(3.6) ifadelerinden 
yararlanarak olu turulan 88

 

reel matrisle de 
temsil etmek mümkündür. ,  

01

10

 

 (3.21) 

eklinde verilen bir matris olmak üzere;  

0

0
K

0

0
0

 

 (3.22) 

ve  

)3,2,1(0 j
j

j

j 0

0
j  (3.25) 

matrisleri türetilsin. Bu matrislerden 
yararlanarak Q  kompleks kuaternionu, 

32

10Q

))

)()(

3322

1100

qqqq

qqqq

((
 (3.24) 

matrisi ile temsil edilir. 0 , 1, 2

 

ve 3

 

matrisleri kuaternion taban elemanlar ile ayn 
çarp m kurallar na uyarlar [3]: 

.3,2,1,,,

,

jkj lkjlk l0kj

08
2
j

2
0 I

 

 (3.25) 

(3.24) ifadesi gere ince Q kompleks 
kuaternionu, 
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01230123

10321032

23012301

32103210
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10321032

23012301

32103210

(3.26)

qqqqqqqq

qqqqqqqq

qqqqqqqq

qqqqqqqq

qqqqqqqq

qqqqqqqq

qqqqqqqq

qqqqqqqq

- QQ

QQ
Q 

matrisi ile temsil edilir [3].  

Literatürde kompleks kuaternionlar n matris 
ifadeleri için yeterince yararl e itlik 
tan mlanmam t r. Bu çal mada, reel 
kuaternionlarla kompleks kuaternionlar 
aras ndaki 44

 

matris ifadelerindeki 
benzerlikten yararlanarak çok kullan l (3.12)-
(3.20) matris ifadeleri elde edilmi tir. Bu 
e itliklerde yer alan matris elemanlar n n 
kompleks say lardan olu tu u hat rlanmal d r. 
E er inceleme elemanlar reel bile enlerden 
olu an matrislerle yap lmak istenirse, kompleks 
kuaternionlar n sekiz reel bile enden olu mas 
nedeniyle, do al olarak sekiz boyutlu 
matrislerle çal lmas ihtiyac do acakt r. 
Sekiz boyutlu matrisler için henüz (3.12)-(3.20) 
ifadelerine benzer yararl e itlikler 
geli tirilmemi tir. Bu amaçla ilk olarak 

ppP i  kompleks kuaternionu, 

T
32103210
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0

pppppppp

p
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p
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 (3.27) 

eklindeki 18

 

matrisle temsil edilsin. Bu 
ifadede p

 

ile p

 

s ras yla p

 

ve p

 

reel 
kuaternionlar n n vektörel k s mlar n 
göstermektedir. (3.12) ve (3.13) 
tan mlar ndaki kompleks bile enler yerine reel 
bile enler al narak elde edilen  
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ve  
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eklindeki özel matrisler tan mlans n. (3.14) 
ve (3.15) ba nt lar ndan yararlanarak (2.6) 
e itli inde tan mlanan PQ

 

kompleks 
kuaternion çarp m için, 
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matris ifadeleri yaz labilir. Bu e itliklerden 
yararlanarak, 

pppp
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(3.30) 
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T
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T
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T
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T
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II
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qq
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(3.31) 

matrisleri tan mlan rsa bu ifadeleri,  

QPPQ

 

(3.32) 

ve  

PQPQ

 

(3.33) 

eklinde temsil etmek mümkün olacakt r. 
Dolay s ile kompleks kuaternionik çarp m 
ba nt s ,  

PQQP

 

(3.34) 

biçiminde ifade edilir. Böylece kompleks 
kuaternionlar için tan ml olmayan de i me 
özelli i yukar da tan mlanan özel matrisler 
yard m yla gerçekle tirilebilir.  

4. KOMPLEKS 
KUATERN ONLARLA LORENTZ 
DÖNÜ ÜMLER

 

Özel rölativite teorisi birbirlerine göre göreli 
hareket eden iki koordinat sisteminin 
hareketine dayan r. S gözlem çerçevesine 
göre pozitif x ekseni yönünde v

 

h z ile 
hareket eden S

 

gözlem çevresinde ölçülen 
konum ve zaman de erlerini birbirine 

ba layan Lorentz dönü üm denklemleri 
a a daki gibi özetlenebilir:  

)(
/1 22

vtx
cv

vtx
x

  

(4.1)  

yy , zz ,  (4.2)  

)/(
/1

/
22

2

cxt
cv

cxvt
t .  (4.3) 

Lorentz dönü üm denklemleri incelendi inde 
uzay ve zaman kavramlar n n ba ms z 
nicelikler olmad , aksine birbirleriyle 
yak ndan ili kili oldu u görülmektedir.  

Dört boyutlu uzayda basitlik aç s ndan 1c 
( k h z ) olmak üzere t

 

zaman ile 

krjrirr 321

 

kartezyen konum 
vektörünü birle tiren,  

33221100

3322110 ][

eeee

eeeer

RRRR

rrritictR 
(4.4) 

kompleks kuaternionu ele al ns n. 
Tan mlanacak kuaternionik dönü üm ba nt s 
sonucunda elde edilecek kompleks 
kuaternionun da, 

33221100

3322110 ][

eeee

eeeer

RRRR

rrrititR 
(4.5) 

formunda olmas beklenir. (3.7) ifadesinden 
yararlanarak r

 

reel kuaternionunu temsil 
etmek üzere,  

0

0

0

0

123

132

231

321

321

rrr

rrr

rrr

rrr

rrr 321R 

(4.6) 

kuaternionik matrisi tan mlans n. Öte yandan 
(4.4) e itli indeki R

 

kompleks kuaternionu 
(3.24) ve (3.26) ifadeleri gere ince, 

3210R )()()( 321 rrrt   (4.7a) 

eklinde formüle edilen ve aç k formu, 
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0000

0000

0000

123

132

231

321

123

132

231

321

0

0

R

R
R

 (4.7b) 

ile verilen 88  reel matris ile temsil edilir.  

Q  birim kompleks kuaternionu ( 1QN ),  

Q

eeee

q

0

13121100

0

Q

QQQQ

iqQ 

(4.8) 

biçiminde tan mlanmak üzere uzay-zaman 
birlikte ifade eden rictR kompleks 
kuaternionunun rölativistik dönü üm 
ba nt s ,  

*
cQRQR

 

(4.9) 

eklinde ifade edilir. Bu e itlik, (3.24) ve (4.7) 
matris tan mlar kullan larak, 

])()()([

])()()([

])()()([

)10.4(

3210

321

3210

3210

3210

3210

QRQR

qqqq

rrrt

qqqq

*
c 

biçiminde veya daha aç k bir ifadeyle 

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

q-

q

t-

t

q-

q

Q

Q

R

R

Q

Q
R 

eklinde temsil edilir. Yukar daki matris 
e itli ini gerçekle tirmek için üç tane 88

 

matrisin çarp lmas gerekir. Bu ihtiyaç, ba ka 
bir bak aç s na göre belki de kompleks 
kuaternionik dönü ümünün avantajlar 
yan nda ele tirilebilecek tek olumsuz yönüdür. 
Fakat bu durum, üstesinden gelinemeyek bir 

nitelik de te kil etmez. (4.9) dönü üm 
ba nt s n , 

)()(

)()()(

)()(

)(

)11.4(]

[][

00

0000

0
2
0000

2
0

00000

QRQQRQ

QRQRQRQ

QQQQR

QRRQ

QRQR

RQQ

.

..

.

.

.

QQ

RRQQ

QQRQRQ

QRRQQR

eklinde yazmak mümkündür. Yukar daki 
denklemlerde skalar çarp m ba nt s 
gere ince,  

0)( QRQ . (4.12) 

yaz labilir. Baz k saltmalardan sonra R  için, 

)(

)()()(

)(2

00

0
2
0000

2
0

QRQ

QRQRQQQ

QRRQ

...

.

QR

QQRQRQR

(4.13) 

genel ifadesine ula l r. Vektörel e itliklerden,  

)(

)()()(
2 RQQRQ

RQQQQRQRQ

.

..

 

(4.14) 

ba nt s yaz labildi ine göre (4.13) denklemi, 

RQRQQQ

RQRQ
22

0

0
2
0000

2
0

)(2

)(22

.

.

R

QQRQRQR
(4.15) 

haline gelir. Bu e itlikte (4.4) ve (4.5) 
tan mlar kullan l rsa, 

)(22

][2)(

)()()()(22

)()(2))((

)(22

)(2

00

22
00

22
0

2
00

2
00

22
0

2
00

2
00

2
00

2
0

q.rqq

rqr.qq

rqr.qqq

rq.rq

.

.

iRiQ

QiQtQ

iiiiiRiQ

iQiiQtiQ

RQ

QQRRQ

RQRQQ-Q

RQRQR

(4.16)

ifadesine ula l r. Bu ifadede; e itli in her iki 
taraf n n birbirine e it olabilmesi için i 
içeren ve içermeyen terimler e le tirilmelidir. 
Böylece uzay ve zaman n rölativistik 
dönü ümleri için,  

r.qq 0
22

0 2)( QtQt

 

(4.17)  

)(22][ 00
22

0 q.rqqrqr RQQ (4.18) 
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ba nt lar yaz labilir. (4.1)-(4.3) Lorentz 
dönü ümleri x -ekseni yönündeki iki farkl 
koordinat sisteminin göreceli hareketine 
dayan r. Fakat genel anlamda ayn yönde 
olmayan bir 332211 eeev vvv

 

h z ndan 
söz edilmelidir. (4.8) ifadesinde verilen 

Q0QQ kompleks kuaternionu  

)2/(i  olmak üzere, 

2
sinh

2
cosh

sincos

0

0

v
iQ

v
iiq

v
Q

v
q 

(4.19) 

eklinde tan mlans n. Bu tan m (4.17) 
ifadesinde kullan larak,  

sinhcosh

2
sinh

2
cosh2

2
sinh

2
cosh 2

2

2
2

v
t

v

t
v

t

r.v

r.v

v

 

(4.20) 

e itli i elde edilir. Bu ifadede,  

21

1
cosh

v

 

(4.21) 

eklinde tan mlanmak üzere hiperbolik 
fonksiyon e itliklerinden yararlanarak,  

22222 11coshsinh v

 

(4.22) 

ve  

vsinh (4.23) 

bulunur. sinh n n alabilece i bu iki 
de erden eksi olan seçilsin,  

vsinh . (4.24) 

(4.21) ve (4.24) tan mlar (4.20) e itli inde 
kullan l rsa  

][ r.vtt

 

(4.25) 

ifadesi elde edilir.   

Benzer ekilde (4.18) da verilen r

 

ifadesi 
için, 

2

2 )(

2
sinh2sinh

v
t

v

v.rvv
rr

 
(4.26) 

e itli i yaz labilir. Yukar daki e itlikte 
kullan lmak üzere yine hiperbolik 
ba nt lardan, 

)1(
2

1
)1(cosh

2

1

2
sinh 2

 

(4.27) 

ifadesi elde edilebilir. (4.24) ve (4.27) 
tan mlar (4.26) e itli inde yerlerine 
konulursa,  

2

)(
)1(

v
t

v.rv
vrr

 

(4.28) 

dönü üm denklemi elde edilir. t

 

ve r

 

için 
elde edilen bu denklemler, al lagelen 
Lorentz dönü üm denklemleriyle elde edilen 
ifadelerle [17] ayn d r.  

Rölativistik dönü ümü tan mlayan (4.10) 
matris e itli ini 4-Boyutlu matris ifadeleri ile 
de gerçekle tirmek mümkündür. Bu amaçla 
(3.9) e itli indeki kompleks kuaternion matris 
tan m kullan l rsa,  

*
cQRQQ

 

(4.29) 

eklinde ifade yaz labilir. Matrisler, 
kuaternionlara benzer ekilde cebirsel 
özellikleri gere i de i me özelli ini 
sa lamazlar. Bu nedenle genel bir dönü üm 
matrisi elde edebilmek için (3.14) ve (3.15) 
matris çarp m ba nt lar kullan labilir. (4.29) 
matris e itli ini, 

RQQ

Q

QQ

Q

QO

O

QQ

Q

Q

0

30
T

0

30
T

0

0

30

0

30
T

00

~~

(4.30)~

R

Q

Q

Q

Q

Q

R

R

Q

QR

II

II

RQQQRQQ cc
**

 

eklinde yazmak mümkündür. Bu ifade daha 
aç k bir biçimde yaz l rsa, 
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3210
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1

0
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R

R

QQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQ

R

R

R

R

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

R

R

R

R

ifadesine ula l r. Q

 

kuaternionu birim 
kompleks katernion oldu undan 
( 12

1
2
2

2
1

2
0Q QQQQN ) yukar daki 

matris ba nt s , 

3

2

1

0

2
3323130

32
2
22120

3121
2

110

302010
2
0

3

2

1

0

21222

22122

22212

22212

R

R

R

R

QQQQQQQ

QQQQQQQ

QQQQQQQ

QQQQQQQ

R

R

R

R 

eklindeki daha basit bir forma indirgenebilir.  

3

2

1

3

2

1

0

ir

ir

ir

t

R

R

R

R

R (4.31)  

3

2

1

3

2

1

0

ri

ri

ri

t

R

R

R

R

R (4.32) 

matrisleri ile 

(4.19) ifadesindeki 3210 ,,, QQQQ tan mlar 
kullan larak 

2

2
3

2

32

2

31
3

2

32

2

2
2

2
21

2

2

31

2
21

2

2
1

1

321

2
3323130

32
2
22120

3121
2

110

302010
2
0

)1(1)1)1(

)1)1(1)1(

)1()1()1(1

(4.33)

21222

22122

22212

22212

(

(

v

v

v

vv

v

vv
vi

v

vv

v

v

v

vv
vi

v

vv

v

vv

v

v
vi

vivivi

QQQQQQQ

QQQQQQQ

QQQQQQQ

QQQQQQQ

T

dönü üm matrisi tan mland takdirde (4.30) 
e itli ini  

RTR

 

(4.34) 

eklinde temsil etmek mümkündür.   

E er incelemenin (4.10) e itli inde 
tan mland gibi sekiz boyutlu reel 
matrislerle gerçekle tirilmesi istenirse, 

Rqq

q

qqq

q

qq

q

qq

q

0

0

~
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~

~
0

3030
T
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30
T

30
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3030
T
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T

30

00 R
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qq

qq

qq

qq

II

II

II

II

0

0

0

0

0

0

0

0

RQQQRQR *
c (4.35a) 

matris e itli i yaz labilir. Bu ifade daha aç k bir biçimde, 
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 (4.35b) 

ile verilir. (4.19) e itli inde verilen Q 
kompleks kuaternionunun reel bile enleri 
için,  

2
cos0q , (4.36)  

2
sin1

1 v

v
q , (4.37)  

2
sin2

2 v

v
q , (4.38)  

2
sin3

3 v

v
q , (4.39)  

ile (4.21) ve (4.23) tan mlar kullan larak 
(4.35) ifadesini gerçekle tiren dönü üm matrisi 
ise, 
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T  (4.40) 

olmal d r.  

5. TARTI MA VE SONUÇLAR 

Reel kuaternionlar n kombinasyonu olan 
kompleks kuaternionlar rölativistik 
denklemlerin ifade edilmesinde önemli 
derecede rol oynarlar. ki reel kuaternionu 
birle tiren i kompleks say s farkl 
özellikteki birçok fiziksel niceli in hem 
birlikte ifade edilmesine hem de 
birbirlerinden kolayl kla ay rt edilebilmesine 
imkan tan r. r

 

uzay ile t

 

zaman birlikte 

ifade edilmesine olanak veren rictR

 

kompleks kuaternionu, zaman ve uzay 
türevlerini birle tiren it)/(D

 

operatörü, eneji ve momentum niceliklerini 
ifade eden picE )/(P kuaternionu, 
elektrik ve manyetik alan birle tiren 

EH iF

 

kompleks kuaternionu bu tür 
örnekler aras nda say labilir. Bu ekildeki bir 
ifade tarz (4.9) ba nt s na benzer bir dönü üm 
sonras nda elde edilen fiziksel sonuçlar n 
birbirleriyle kolayl kla ili kilendirilebilmesine 
olanak tan r. (4.4) e itli inde görüldü ü gibi 
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R

 
kompleks kuaternionunun reel bile eni ile 

zaman , kompleks bile eni ile de uzay 
ifade edilmi tir. Bu nedenle rölativistik 
dönü üm sonucunda elde edilen (4.16) 
denkleminde zaman ve uzay bile enleri 
kolayl kla ay rt edilebilmektedir. Nitekim, bu 
ifadede R

 

kompleks kuaternionunun reel 
bile eni t

 

zaman n ile, i say s n n 
bulundu u kompleks bile en ise r

 

uzay

 

ile 
ili kilendirilmi tir.  

Bu çal mada rölativistik fizi in yap 
ta lar ndan biri olan Lorentz dönü ümlerini 
kompleks kuaternionik temsili için alternatif 
bir yöntem önerilmi tir. Önerilen yöntem 
halihaz rda kullan lan [13] ve karma k 
trigonometrik ba nt lara dayal formülasyon 
yerine daha basit ve anla l r bir formülasyon 
öne sürmektedir.  

Literatürdeki mevcut kompleks kuaternionik 
çal malar incelendi inde elde edilen 
matematiksel ifadelerin matris temsillerinin 
verilmedi i görülmektedir. Bunun nedeni 
kompleks kuaternionlar n yap sal 
özelliklerinde aranabilir. Zira kompleks 
kuaternionlar tan mlar gere i reel 
kuaternionlar n kompleks bir 
kombinasyonudur. Dolay s ile ortaya sekiz 
reel bile enden olu an bir yap ç kar ki bu 
durum do al olarak sekiz boyutlu reel 
matrislerin kullan m n gerektirir. (4.10) 
ifadesine benzer bir dönü üm denkleminde 
sekiz boyutlu üç matrisin çarp m gerekir. 
Literatürde kompleks kuaternionik matrisler 
için yeterince yararl e itlikler üretilmemi tir. 
Üstelik kuaternionlar n de i me özelli i 
göstermemesi nedeniyle genel bir dönü üm 
matrisninin elde edilmesinde de zorluklar 
mevcuttur. Oysa bu çal mada görüldü ü gibi 
kompleks kuaternionlar kompleks bile enler 
cinsinden ifade edildi inde biçim bak m ndan 
reel kuaternionik matrislerle benzerlik 
göstermektedir. Bu benzerlikten yararlanarak 
kompleks kuaternionlar için dört boyutlu 
matrislerin kullan ld (3.14) ve (3.15) 
çarp m ba nt lar tan mlanm t r. (3.16) ve 

(3.17) e itli inde tan mlanan özel matrisler 
yard m yla (3.20) kompleks kuaternionik 
de i im ba nt s elde edilmi tir. Böylece (4.9) 
ifadesinde verilen kompleks kuaternionik 
dönü üm için (4.33) de tan mlanan 44

 

boyutundaki genel bir dönü üm matrisi elde 
edilmi tir.  

Yukar da sözü edilen ifadelerde yer alan matris 
elemanlar n n kompleks bile enlerden olu tu u 
hat rlanmal d r. Kompleks kuaternionlar reel 
bile enli matrislerle de temsil etmek 
mümkündür. Her ne kadar literatürde bir 
kompleks kuaternionun 88

 

reel matrisle 
nas l ifade edilece i verilse de [3] bu 
matrislerle ilgili olarak kullan l ba nt lar 
tan mlanmam t r. Oysa bu çal mada, daha 
önce 44

 

kompleks matrisler için 
gerçekle tirildi i gibi, oldukça yararl (3.32) ve 
(3.33) çarp m ba nt lar da tan mlanm t r. 
(3.30) ve (3.31) de ifade edilen özel matrisler 
yard m yla kompleks kuaternionik sekiz 
boyutlu reel matrisler için de (3.34) e itli inde 
tan mlanan de i me özelli i kazand r lm t r. 
Böylece (4.40) e itli inde verilen 88

 

boyutundaki dönü üm matrisi elde edilmi tir. 
T

 

dönü üm matrisi,  kompleks kuaternionlar n 
reel bile enler cinsinden ifade edilmesi 
durumunda dönü ümün daha yal n bir ekilde 
ifade edilmesini ve daha az i lemle 
gerçekle tirilmesini sa lamaktad r.  

Bu çal mada; yukar da bahsedildi i gibi 
kompleks bile enlerden olu an 44

 

matris 
boyutunda ve reel bile enlerden olu an 88

 

boyutunda olmak üzere iki tür dönü üm matrisi 
tan mlanm t r. Hangi dönü üm matrisinin 
kullan laca amaca göre de i ir ve 
kullan c n n tercihine b rak lm t r. Zira (4.30)-
(4.40) matris ifadeleri elektrik ve manyetik 
alan birle tiren HE iF kompleks 
kuaternionu, enerji ve momentum niceliklerini 
birlikte ifade eden picE )/(P kompleks 
kuaternionik momentumu, elektriksel yük 
yo unlu u ile ak m yo unlu unu veren 

JiJ kompleks kuaternionu ile 

 

skaler 
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potansiyeli ile A

 
vektör potansiyelini 

birle tiren AiV kompleks 
kuaternionik potansiyelin yer ald tüm 
rölativistik ba nt lar n incelenmesinde 
kullan labilir. Elde edilen (4.33) dönü üm 
matrisinin, bile en say s nispeten daha az 
olan R , P , J

 

ve V

 

kompleks 
kuaternionlar n n rölativistik ifadeleri için 
daha uygun bir formatta oldu u 
dü ünülmektedir.  Öte yandan (4.40) 
dönü üm matrisi ise bile en say s nispeten 
daha çok olan F

 

kompleks kuaternionunun 
rölativistik incelenmesinde tercih edilebilir. 
Görüldü ü gibi tan mlanan yap lar çok yönlü 
kullan ma aç k olup rölativistik denklemlerin 
elde edilmesi aç s ndan oldukça yararl d r.  
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