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Ozet Bu caligmada, (,U ) dizisi i¢in (—7[,7[ ) araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilen 277

n

periyotlu f fonksiyonunun Fourier serisinin |H R ,un| toplanabilmesi ile ilgili iki teorem ispatlanmistir.
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FOURIER SERIES

Abstract In this study, two theorems with respect to |H M,

summability of Fourier series of f

function which has 27 period and integrable in the mean of Lebesgue in the interval (— T, 7T ) for

sequence (,u”), are proved .
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1. GIRIS
Bu calismada esas olarak (— 7[,7[) aralifinda

Lebesgue anlaminda integrallenebilen 27
periyotlu bir f fonksiyonun Fourier serisinin

|H., 1,
almmigtir. Mutlak Hausdorff toplanabilme

mutlak Hausdorff toplanabilmesi ele

metodu, [1] de ele alinan Fourier serilerinin

mutlak  Cesa’ro  toplanabilmesinin  bir

genellemesi olarak adlandirilmaktadir.
1917 de Hurwitz ve Silverman [2] de C

Cesa’ro matrisi ile degismeli olan iiggensel
matrislerin ~ simifin1  tanimlamiglardir.  Bu
degisim problemi, operator teorinin bilinen
degisim  problemlerinin ¢ogundan  Once
gelmektedir. Hurwitz ve Silverman, (,uk) reel

veya kompleks bir dizi ve A,

Apty, = e = s K = A(A"luk)

ile tanimli ileri fark operatorii olmak iizere

h = (:JA"—"ﬂk , 0<k<n

formuna sahip matris sinifin1 bulmuslardir.
1921 de Hausdorff [3] de ayni degisim

problemini ¢Ozmiigtiir ve Hausdorff
matrislerinin regiilerligi ve konservatifligi icin
gerekli ve yeterli kosullar vermistir. Bu
toplanabilme metodunun diziden diziye

tanimlanan ~ doniisim  oldugu [4] te

belirtilmigtir.  Fourier  serilerinin  mutlak
Hausdorff toplanabilmesinin 6zel durumu olan

mutlak Holder toplanabilme tanimi ise [5] te
verilmistir.
Bu ¢alismada bahsedilen ve [6] da tanmimlanan

Mutlak Hausdorff toplanabilme, Hausdorff
toplanabilme yardimiyla olusturulan  bir
integral serisinin yakinsakligidir.

Calisma boyunca ;

14

i f (x)e L(a,b) ile f fonksiyonunun (a,b)

de Lebesgue anlaminda integrallenebilirligi,

ii) ¢(t)e BV(O,JZ‘) ile ¢ fonksiyonunun

(0,7[) araliginda siirh salimmli oldugu,

iii) Z|an| <o ile Zan serisinin mutlak
n=l

yakinsakligi,

. Lo .
iv) ile — nin tam degeri
t

gosterilecektir.

V) (,u”) reel veya kompleks degerli bir dizi

olmak iizere p. mertebeden £, lerin farki;

p = 0 lg’ln Aoﬂn :ﬂn’
p=ligin APu, =AN"u, —N"u
seklinde gosterilecektir.

Bunlarin disinda K, her durumda ayni olmasi
gerekmeyen pozitif bir sabiti gosterecektir.

Tamm 1. f fonksiyonu (- 7,7) arahginda

Lebesgue anlaminda integrallenebilen 27
periyotlu bir fonksiyon olsun. Buradan

1 A
a, =— If(x)cos nxdx
T
-
ve
1 Va
b, =— '[ f (x)sin nxdx
T
-
olmak iizere
a, .
> + Z (an cosnx+b, sin nx)
n=1
trigonometrik  fonksiyon serisine f

fonksiyonunun Fourier serisi veya f

fonksiyonuna karsilik getirilen Fourier serisi
denir ve
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flx)= Do i(an cosnx+b, sin nx) (1)

n=1
seklinde gosterilir [4].
Tamm 2. A=(a,) sonsuz matris olmak
iizere A matrisine karsilik getirilen doniisiim,

(bn) dizisinden (c”) dizisine tanimlanan

¢, =Ya,.b, )

v=0

ile tamimlanir. Eger bu doniisiim yakinsakligi
koruyorsa, yani b, —-b=>c, —cise bu
doniisim  konservatif
adlandirtlir [4]

Tamm 3. (/tn ) reel veya kompleks degerli bir

doniisim  olarak

dizi olsun. Diger taraftan Zan serisinin

kismi toplamlar dizisi (s”) olmak iizere,

(sn) dizisinden (tn) dizisine

n n
L, =Z[VJA"‘wvsv 3)

v=0

ile tamimlanan doniisiime (,u”) dizisine
karsilik getirilen Hausdorff doniisiimii denir ve
kisaca (H ,,u”) ile gosterilir. Ayrica bu
tanimdaki (tn) dizisine, (s”) dizisinin
Hausdorff dontisiim dizisi denir.

Eger limz, =s ise, Za

n—oo

serisine veya

(sn ) dizisine s  degerine Hausdorff

toplanabilirdir denir ve s, — s(H ,,u”) ile
gosterilir [4]
Tamm 4. ¢, (3) deki gibi tammlansin. Buna

gore

oo

2.

n=1

<K (4)

n-1

ise Z a, serisine mutlak Hausdorff
toplanabilir veya |H , ,un| toplanabilirdir
denir [6]

2.ESAS SONUCLAR

Teoremlerimizi ifade ve ispat etmeden Once
teoremlerin ispatinda kullanilacak olan bazi
lemmalar1 verelim.

Lemma 2.1. (H, U, )

konservatif olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

doniistimiiniin

1) 0<x<1 icgin }((x) siirl salmiml

1
i) 1, = [x"dg(x)  n=012,.
0

saglayan X (x) moment

fonksiyonunun mevcut olmasidir [7]

sartlarim

Lemma 2.2. m ve n, n 2> m olacak sekilde
pozitif tamsayilar olsunlar. 0<¢ <7 igin
diizgiin olarak

isinvt <K

v=m 1%

olacak sekilde K >0 sayist vardir [8]
Lemma 2.3. Kabul edelim ki

i) i‘A”,uO‘ < oo
n=0

i Z(VJA M, sinvt <K

v=1

sartlar1 saglansin. Bu durumda (H , ,un)

toplanabilen her sinirli salinimli fonksiyonun

toplanabilmesi icin

Fourier serisinin |H U,

gerek ve yeter sart; 0 <t < 7 icin

15
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i n\A""u, sinvt <
v

olmasidir [6].

Lemma 2.4. 0<06 <1 ve zkompleks say1
olmak iizere |z - 1| <1 olsun. Bu durumda
0 < x £1 igin diizgiin olarak

I(x ) (1=vz)"dv <

K
0 (”|Z|)

dir [6].

Lemma 2.5.

ZV(:}CV@ —x)"" =nx [9]. dir

Teorem 2.6.

f(t)e L(— 71',7[) ve
olmak iizere

D or)= f(x+f);f(X—f
ii) (H U, ) konservatif doniisiim

fle+27)=£(r)

)¢ BV(0.7)

iii) 0 >0 ve zde |z - 1| <lsartin1 saglayan

bir kompleks say1 olmak iizere
1

2(x)= j(x - v)‘s Im(1—vz)"dv.
0

sartlart  saglansin.  Bu  durumda f

fonksiyonunun (l) deki Fourier serisi

|H 1,
Ispat. (sn (x)), (1) serisinin kismi toplamlar

toplanabilirdir.

dizisi olmak iizere

s, (x)= Z,:(ak cos kx + b, sin kx)

k=1

= 2 J. ¢(I)i cos ktdt
T 0 k=1

16

dir. Amacimiz

oo

)

n=1

t, —t

n n-1

< oo

oldugunu gostermektir. Oncelikle

3 (")

v=0
oldugunu dikkate alarak, Abel kismi toplama

formiilii, toplamin sirasini degistirme metodu
ve kismi integrasyon metodu kullanilarak

rl(n n-1
t —t — An—v - An—v—l s
n n-1 ;[[VJ ﬂl [V J ﬂ1j| v
n—=1 v ) _1 )
=2 A5, mA""ﬂ = [”. JA"_H,U ;
v=0 =0 \J J
-1 L

7 J g
s | (n . n—1 .
IR [ N L T
v=0 j=0| \J ' J
+s, (/10 iy )
=—j§cos(v+1t2{( JA - n 1 A lluj}i)(
()L—O
25 Si“f:i“’z{(jjm-[. e o
278 (m) i (P sin(v + 1)t
77'(|)‘/=0H1)A Hi (j ]A ﬂ/}; v+1 d¢( )
elde edilir.

Boylece Lemma 2.2, teoremin i) ve ii)
hipotezleri kullanilarak
<K I z

nj n_l n—j-1
A I A1
0 Jj=0 J
ny . n=1} |
7 R )
J J

T n-l

;[do()

n n 1

T
SKJ.
0

n-1

Jj=0
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—‘ jxj (1=x)"7(j = nx)dy(x

yazilabilir. Bdylece kismi integrasyonla
1

[/ 1=y = madz ()

0

1
= _J x(1-x)"7 (j2 —2nxj +n’x’ jx — nx);((x)dx
0

olup j =1 i¢in iii) hipotezi ve Lemma 2.4
den
“(n-1)n
<K
zo (n=jpjt )

j=

cuis o
(

< Kn2" x)‘

j (x=v)° Im(1-vz)" av|

< Kn2"

elde edilir. Bunun sonucu olarak

20 ﬂs

:1

serisi yakinsak oldugundan karsilagtirma
teoreminden

oo

tn - tn—l |
n=l1

serisi de yakinsaktir. Bu ise teoremin ispatini
tamamlar.

Teorem 2.7.

f(t)e L(-=7,7) ve
olmak iizere
i)ﬂﬁ:f“+”;fQ_”eBV&z)
ii) (H U, ) konservatif doniisiim

fle+27)=f()

iii) 0 >0 ve g(x)e L(0,1)olmak iizere y(x),

moment fonksiyonu ya

o
Tk

sartlar1  saglansin. Bu  durumda @ f

fonksiyonunun (l) deki Fourier serisi |H MU,

toplanabilirdir.
Ispat. ik olarak (l) de, genel formu
degistirmeksizin a,, = 0 segilirse

A, (x)=a, cosnx+b, sinnx = 2 J #(t)cos ntdt
T 0
¢(t) =~ Z A (x)cosnt
n=1
elde edilir. Boylece seriden seriye doniisiim ile
(H U, ) seri

ZAn (x) Fourier serisinin

doniistimii

¢, 3! ma )

seklinde olup kismi integrasyon ile

_ 2 (7 n—v i

C, = ﬂ;(\JA ,quﬁ(t)cos vtdt
_ 2 All lﬂ
= Z[VJ J.sm vidg(t)

v=1 0

=-2]D, ()l

bagintist elde edilir. i) hipotezinden ¢(t)
fonksiyonu sinirli salimimhi ve Lemma 2.3 den

D, (t) tammli oldugundan C, tanimhdur.

17
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Ayrica diziden diziye bir doniisiim, seriden
seriye doniisiim olarak ifade edilebileceginden

D, (t) = i[:j A v’u" sin vt

v=1

= —Z " e, sin vt
v=1 \V

yazilabilir. Lemma 2.1 ve buna bagli olarak ii)
hipotezi kullanilarak

D, (r):i[”j SV (1) dg )

=l \V n-5%

bagintisi elde edilir.
Lemma 2.3 den yararlanarak teoremimizi
ispatlamak icin

oldugunu gt’)stermeliyiz. 0<t< 7 igin

oo

ZI (0}=3Jo, )+ Z

n= n=1

n=

olsun. 11k olarak Lemma 2.5 den

1

1
t

SIS

n:l n=1 g v=1

< Ktijxkl;{(x] <

n=lq

elde edilir.

Son olarak

oo

(t) <K

n=|-+1

oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in
iii) hipotezinde moment fonksiyonunu,

18

v)ag(v)dv

Lo
Z(x):r(aﬂ){(x_

seklinde secelim.

)=y ) ek

secimi de yapilabilir.)

7z =1—¢" olmak iizere

—Z( }\ 1—-x)"" sinvt
v=1 v
:—Im n Veil’t

_1 Im(1 - xz)" oldugundan

glx j v’ Im(1 - vz)" dvidx
0

dir.
iii) hipotezi ve Lemma 2.4 ii kullanarak

oo 1 oo 1
Z|D’l (tl < K“g(x)'dx Z n1+§|Z|é‘
+1 0

1 1
n=(- —||+1
t

n=|

t

In
>

8

—_

3
Il
8 ~i—=|

In

>
N
I
7

3
Il
8 ==

IA
~

]
IA
=

r
S,

il
==

=

A

elde ederiz.

Boylece, Lemma 2.3 den smurh salimmli  f
fonksiyonunun (1) ‘deki Fourier serisinin

|H , ,u”| toplanabilir oldugu ispatlanmistir.
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