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TEKIL DEGER AYRISIMININ VARLIGINA ISPAT"
LR X 2
PROVING THE EXISTENCE OF A SINGULAR VALUE DECOMPOSITION
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Oz
Matris ayrisimi, karmasik bir matrisi daha basit matrislerin ¢arpimina doniistiiren bir yontemdir. 1960°[1
yillardan once, sadece lineer sistem analizine uygulanmig olan matris ayrisimi; son yillarda yazilim,
elektronik, sinyal filtrelemesi, matris transformasyonu ve regresyon analizi gibi alanlarda da kullanilmaktadur.
Ozellikle Tekil deger Ayrisimi (Singular Value Decomposition - SVD), ortonormal bir matris, késegen bir

matris ve ortonormal bir matris olmak iizerine ti¢li bir ¢arpima ayristiran bir algoritmadir. Calismada
SVD ’nin ispati sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Tekil deger, ayrisum varligi, ispat.
Jel Kodlarr: C01, C49.

Abstract

Matrix factorization is the algorithm factorizing a matrix into the product of several matrices with
particular properties. Before 1960’s, matrix factorization was only used in the linear system analysis,
but in the last few decades the quickly developed algorithms of matrix factorizations have been
applied to solve a variety of problems, like the regression analysis and information technologies. In
this thesis, the theoretical derivation of SVD is presented. And all discussions in this work are
confined to the real number realm.
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1. GIRIS

Matrisin ayrisiminda en ¢ok kullanilan algoritmalar SVD, QR, LU, CS ayrisimi, QLP ayrigima,
Pivoted QR ve Pivoted QLP ayrisim1 gibi yontemlerdir (Ansley ve Graig F., 1985; Hern ve Thomas,
1993; Stewart G.W., 1993; Watkins ve David.S., 1982). Ozellikle matrisin kdsegenlestirilmesi ile siki
bir iliskisi olan SVD, tiim matris ayrisim algoritmalarinin basinda gelerek, 6zellikle regresyon
analizinde 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu nedenle SVD’nin varliginin incelenmesi gerekmektedir.
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Gorulayor ki, denklem (1)’deki Ui, denklemi (2)’deki U ortonormal matrisinin sttunudur.
Denklem (1)’deki ViT ise, (2)’deki VT ortonormal matrisinin satiridir. &, ise, § kosegen matrisinin
kosegendeki ogesidir. Denklem (1) ve (2), X matrisinin tekil deger ayrisimimin (SVD) agiklanmasidr.

2. TEKIL DEGER AYRISIMININ VARLIGINA iSPAT

Sadece yukaridaki X degil, her tirli matris denklem, (2) gibi ayristirilabilir. Bu ifade, Teorem 1’de
daha ayrintili bi¢imde agiklanmaktadir.

Teorem 1. m X n boyutlu matrisi, ranki r olan reel bir matris ise, UT AV =0=diag (&, ,0, . . .
.t9r , 0....0) esitligini saglayan ortonormal matris U ve V vardir. U € R™™ 'V € R™", § € R™",
Ayrica 9, =2 9, >..... > 6), > 0 seklindedir.

Bu teoremin ispatlar1 Golub Gene. H. (1996) ve Stewart G. W. (1998)’de yer almaktadir.
Burada, bu iki kitaptaki ispatlara benzer bir ispat sunulmaktadir.

Teorem 1’in ispatin1 yapmadan once kullanacagimiz vektor ve matrisin 2-norm’u ile ilgili

kavramlara biraz deginelim. Bu konudaki ayrintilar yine Golub Gene. H. (1996)’da yer almaktadir.

Teorem 2. Vektor }(T = [}(1 X o Zn]T olsun. x Vektérinin 2-normu ise,

| 2 o= x2+ 2% +.ck xZ “dir (Golub Gene. H. ,1996).

Teorem 3. A matrisi € R™" olsun, A"A z= %; oldugundan, 2- normu birim olan n
boyutlu bir vektor 2 varsa, skaler ¢, A *nin 2-normudur, yani |A|, = §(Golub Gene. H. ,1996).

Gercekten A matrisinin 2- normu HA”Z , AT A’nm en biiyiik 6z degerinin karekokiidiir (Golub
Gene. H., 1996).

Y. Teorem 3. 1. A matrisi € R™", y vektorii € Rise; |Az|, < |Al,[ 7], olarak tutarlidir
(Golub Gene. H., 1996).

Y. Teorem 3. 2.

3.2.1. Q bir ortonormal matris ve x uygun boyutlu bir vektor ise;

I’ =2"Q"Qx = 1" 2 =|| dir, yani [Q4], = ||, (Golub Gene. H., 1996).

3.2.2. Q ve Z iki ortonormal matris olsun. Q € R™™ | Z € R™. A uygun boyutlu bir matris
ise,

HQTAZHE:”AHE , yani HQTAZH2 :“AHZ (Golub Gene. H., 1996).

Teorem 4. v, € R™"bir ortonormal matris olsun. V =[v, v, ] bir ortonormal matris olmak
uzere, ortonormal matris v, vardir (Golub Gene. H., 1996).

Simdi Teorem 2, 3, 4 ve Y. Teorem 3.1 ve 3.2’yi kullanarak Teorem 1’in ispatin1 yapalim. Ispat
stirecinde kolaylik saglamasi i¢in, bu ispatta kullandigimiz A 6rnek matrisi, ranki tam olan bir matris
olsun.
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Ispat: m x n boyutlu A matrisinin ranki: rank (A) = min(m,n); |A|, = 6; ve 2-norm birim

vektér y € R", Yy € RMolsun. y ve VY vektoriiniin degerlerini ayarlayarak asagidaki denklemi
kurabiliriz:

A y =0, y . Teorem 4.’ten biliyoruz ki y ’le birlikte n x n boyutlu ortonormal matris V ’yi
olusturabilen ortonormal matris v, vardir. Yani V = [, v,]’dir.

Keza VY ile birlikte m x m boyutlu ortonormal matris U ’yu olusturabilen ortonormal matris
U, de vardir. YaniU = [y U, ]’dir. Dolayst ile;

UTAV = Lﬂ Aly V]

1

_[y'Ar YAy,
U] Ay USAV,
_[ylay w
Uy B
_ 6, w'
0 B,
- A ©)
Denklem (3)’ten yT AV = w" € R ; UlTAV1= B, € RMYXMD dir Dolayist ile;
2 T 2 ) T 2
-6, 6, w |6 6" +w'w
A = =
w 0 B ||wW B,w
2 2 2
= (0] + W W)+ (B, W)TB, W = (6 +w" W)? (4)
Y. Teorem 3.1. ve denklem (4)’ten biliyoruz ki;
2
Al P} > A [ﬂ > (0 +w™ W)? (5)
2 |w w
2 2
_ 2
6’1} = 912 +w' W oldugu i¢in esitsizlik (5) asagidaki gibi yazilabilir:
~12 2
Al >0 +w' W (6)
Y. Teorem 3.2.2. ve denklem (3)’e dayanarak denklem (7)’yi elde ederiz.
2 T 2131
| = oAV, = |4, 0

Denklem (6) ve denklem (7)’den denklem (8)’i elde ederiz.
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I =[], = 6 +wrw ®

Ispatin baslangicinda ||A||§ = 1912 diye varsaydik. Bu varsayimi temel alarak, denklem (8)’i elde
ederiz. Bu nedenle W= 0 olmalidur.

Dolayisi ile denklem (3) su sekilde yazilabilir:
uTav=|% O )
0 B,

Gergekten v, ’le V ’yi olusturan ¥ ve u,’le U ’yu olusturan Yy vektori, ayri ayrn A
matrisinin tekil degeri @,’e karsilik gelen sag tekil vektorl (right singular vector) ve sol tekil

vektorudur (left singular vector). €, hem A’nin hem UTAV 'nin 2-normudur, yani 6, :||A||2 =

HUTAV

_dir, buradaki U € R™*™ ve V€ R"*" *dir. Ayrica B,=U; AV,’in 2- normu 1B, ,=

JuT AV, |, =6, dir. Buradaki u,€ R™™ ve v, € R™™™), dolayust ile B, [, =|u] AV, < HU A VHz
= A

,dir, yani g, < g, dir.

Denklem (9)’a benzer sekilde B, "de;

(&) 0
B, = UIAVl = |:02 Bz:| (10)

seklinde agiklanabilir. Burada B,€ R(M™2X("2djr.

Denklem (10) ’u denklem (9)’a doniistiirdiikten sonra, denklem (11)’i elde ederiz.

6, 0 0
U'TAV=1|0 6, 0 (11)
0 0 B

2

Ayn1 mantikla denklem (11)’deki B2’de bir blok kdsegen matrisine doniistiiriilebilir. Boyle
devam ederek son olarak B, , kosegen matrisini elde ederiz. B, ,=diag (eo,,0..... 0)’dir. r ise,

A matrisinin rankidir.

Dolayisi ile denklem (11) su sekilde yeniden yazilabilir,
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UTAV = ¢ ' =diag (o,,0,. .- - - - 0.,0...0) (12)

Denklem (12) ise, A matrisinin tekil deger ayristirilmasinin (SVD) bir agiklanmasidir. Ayrica
0,26,>. . ... >g, >0 di.

Burada U ve V ranki tam olan kare ortonormal matris oldugu i¢in denklem (12) su sekilde
de yazilabilir:

A= UOV'

3. SONUC

U, A matrisinin sol tekil vektér matrisidir. Yani U ’nun siitunlari, A matrisinin sol tekil
vektorleridir. Ayrica U matrisi, AA" 'nin 6z vektor matrisidir (Golub Gene. H, 1996). V ise, A
matrisinin sag tekil vektor matrisidir. Yani V ’nin siitunlari, A matrisin sag tekil vektorleridir. Ayni
zamanda, V de A" A’nm 6z vektdr matrisidir (Golub Gene. H, 1996).

6 ise, Amatrisinin tekil deger matrisidir. Aynm1 zamanda, t9i2 (0<i<r)’nin terim olarak

olusturdugu kosegen matris, hem matris AA" hem de A" A’nin 6z deger matrisidir. Yani simetrik
matris, AAT ninki ile simetrik matris AT A ’nin sifir olmayan 6z degerleri aynidir.

Teorik olarak, A ’nin sol tekil vektor matrisi U ile sag tekil vektor matrisi V , AAT 'nin 0z
vektor matrisi ve A" A 'nin 6z vektor matrisi olmasi ile hesaplanabilirler. Keza, 0 ise, AA"veya AT A
‘nin sifir olmayan 6z degerleri olmasi ile hesaplanabilir. Fakat pratikte boyle yaparak bile dogru
sonuglar her zaman kesin olarak ortaya ¢ikaramayiz.

U, V ve 6’nin hesaplanmalari, yani A ’nin SVD’nin pratik hesaplanmasi Golub Gene. H.
(1996)’nin 8’inci boliimiinde yer almaktadir. Ama SVD’nin hesaplanmasina yardimci olan bazi
bilgisayar programlari mevcut oldugu icin (Stewart G.W., 1998) burada SVD’nin hesaplanmasindaki
algoritmalarin {izerinde durmayacagiz.
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