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OKklid 3-Uzayinda Hasimoto Yiizeylerinin Paralel Yiizeyleri
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Oz

Bu ¢alismada, ilk olarak Hasimoto yiizeyler ve paralel yiizeyler tanitilmistir. Ikinci olarak, Hasimoto yiizeyler ve
paralel yiizeylerle ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Bundan sonra, elde edilen paralel yiizeylerin birinci
ve ikinci temel form katsayilar1 hesaplanmistir. Boylece, Gauss ve ortalama egrilikler bulunmustur ve asil ylizey
ve paralelinin egrilikleri arasindaki iliskiler verilmistir. Ayrica, bu egrilikleri kullanarak, bazi diferansiyel
geometrik sonuglar verilmistir ve Hasimoto yiizeyi ve paralel yiizeyinin parametre egrilerinin hangi sart altinda
geodezik, asimptotik veya egrilik ¢izgisi olma durumlar tartisilmustir. Son olarak, eger Hasimoto yiizeyini iireten
egri bir diizlem egrisi ise 0 zaman paralel egrinin egriligi hesaplanmistir. Bir 6rnek verilmistir ve elde edilen egriler
Mathematica yardimiyla ¢izilmistir.

Anahtar kelimeler: Hasimoto Yiizeyler, Paralel Yiizeyler, Gauss Egriligi, Ortalama Egrilik.

Parallel Surfaces of Hasimoto Surfaces in Euclidean 3-Space

Abstract

In this study, firstly Hasimoto surfaces and parallel surfaces are introduced. Secondly, basic definitions and
theorems about Hasimoto surfaces and parallel surfaces are given. After that, the coefficients of the first and second
fundamental forms of the obtained parallel surfaces are calculated. Thus, Gaussian and mean curvatures are found
and the relations between the curvatures of the original surface and its parallel are given. In addition, using these
curvatures, some differential geometric results are given and it is discussed that the parameter curves of Hasimoto
surface and its parallel surface are geodesic, asymptotic or line of curvature under which condition. Finally, if the
curve producing the Hashimoto surface is a plane curve, then curvature of the parallel curve is calculated. An
example is given and the obtained curves are drawn with the help of Mathematica.

Keywords: Hasimoto Surfaces, Parallel Surfaces, Gaussian Curvature, Mean Curvature.

1. Giris

3-boyutlu Oklid uzayda baz yiizeyler integrallenebilir denklemler vasitasiyla tanimlanabilir. Bu yiizey
tiplerine 6rnek olarak verilebilecek yiizeylerden biri de Hasimoto yiizeyleridir. Bu yiizeyler, regiiler bir
X uzay egrisinin duman halka denklemi ya da lokalize indiiksiyon denklemi (LIE) olarak bilinen

x.(s,t)=x, xx_, =K(s,t)b 1)

denklemine gore zamanla evirilerek elde edilir. Burada x = X(s,t), egri lizerindeki bir nokta i¢in konum
vektorii, t zaman, s egrinin yay uzunluk parametresi, x egrinin egriligi, b egrinin binormali ve alt
indisler verilen degiskenlere gore tiirevleri gostermektedir. 1972 de Hasimoto hareketli bir uzay egrisi
olarak ele alman bu devinim denkleminin non-lineer Schrondinger (NLS) denklemine
doniistiiriilebilecegini gosterdi [1]. Bundan dolay1 yiizey NLS ya da Hasimoto yiizeyi olarak tanimlanir.
Uzay egrilerinin devinimi, hiperylizeylerin hareketi ve diizlem egrilerinin devinimi bir¢ok yazar
tarafindan calistlmistir [2-5]. Vassilioulan ve Lisle, uzay egrileri i¢in varlik ve teklik teoremini
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kullanarak, Serret-Frenet denklemlerinin integrasyonuyla Hasimoto yiizeylerini yapilandirmistir [6].
Abdel-All ve Hussien, bu yontemden farkli olarak, yilizeylerin temel teoremi ve Gauss-Weingarten
denklemlerinin niimerik integrasyonuyla Hasimoto yiizeylerini temel form katsayilar ile yeniden
yapilandirmustir [7]. Erdogdu ve Ozdemir, Hasimoto yiizeylerini Minkowski 3-uzayda ele aldilar. Ug
durumda bu yiizeylerin geometrik 6zelliklerini inceleyip, Gauss ve ortalama egriliklerini buldular.
Ayrica, Minkowski 3-uzayda Hasimoto yiizeylerinin parametre egrilerini karakterize ettiler [8].

Diger yandan, bir yiizeyin yilizey normali boyunca sabit bir mesafede yeniden
konumlandirilmasiyla elde edilen paralel yiizey kavrami da diferensiyel geometri de oldukca fazla ele
alinan ve incelenen konulardan birisidir [9-13].

Bu ¢alisma da Hasimoto yiizeylerinin paralel yiizeyleri elde edilerek, asil yiizey ile paraleli
arasinda ki cesitli geometrik sonuclar verilecektir.

2. Materyal ve Metot

Bu boliimde, Hasimoto yiizeyler ve paralel yiizeyler hakkinda temel tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Hasimoto Yiizeyler

Daha 6nce duman halka denklemi olarak verilen

X, =X, XX, 2)

denkleminin bir ¢6ziimii x=x(s,t) olarak ele almabilir. Eger x(s,0) yay uzunlugu ile
parametrelendirilirse, her t i¢in x=x(s,t)olur. Bu durumda eger her t igin, binormal vektor alani ile
ele alinan ve (2) denklemini saglayan hareketli uzay egrisi x = x(s,t), bir Hasimoto ylizeyi tiretir [8].
Hasimoto yiizeyleri i¢in sirasiyla s ve t parametrelerine gore Frenet cati alanlarmin elemanlari
arasindaki iliski asagidaki denklemlerle ifade edilebilir:

t.=kn,

n, =—kt+1b, 3
b, =—n

ve

t,=—xtn+x.b,
K, — KT’

n, =Kktt+—=——>b, 4)

K

2
K, —KT
b, =-kt——=——n
K

Burada, s egrinin yay uzunluk parametresi, {t,n,b} Frenet ¢atis1 ve x egrinin egriligi, ¢ ise egrinin
burulmasidir. Egrilik ve burulma fonksiyonlari arasindaki iligki ise

K, =—2K,—KT,,

5
T, = KK, — 27T, +(&j ©)

K

denklemleri ile verilir [7]. (5) denkleminin ¢oziimii ile c,,c,,c, herhangi reel sabitler olmak iizere,
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K =2c, sech(c,t +c,s+¢;),

) (6)

T=———
2c,

denklemleri olarak elde edilir [7].
x=x(s,t) Hasimoto yiizeyi i¢in x, =t Ve x, =xb yiizeye teget vektorlerdir. Buradan hareketle
birinci temel form katsayilar

E=1,F=0,G=x’ (7)
bi¢iminde hesaplanarak,

|=ds* +*dt’ (8)
yazilabilir [7]. Yiizeyin birim normal vektor alani; n egrinin birim normal vektorii olmak {izere,

N= X, XX, n (9)

o]

olur. Ayrica, ikinci temel form katsayilar

e=—k, f=Kkr,g=kK, —KT’ (10)
oldugundan
Il =—xds® +2xrdsdt +(k,, — k7°)dt? (11)

olur [7]. Boylece, Hasimoto ylizeyinin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla,

K=—L= (12)
K

H= 12 («,, — k> —KT°) (13)
K

olarak elde edilir [7].
2.2. Paralel Yiizeyler

Tamim 2.1. X, Ve X, , 3-boyutlu Oklid uzayinda iki yiizey ve X, in birim normal vektér alani n olsun.
r sabit bir say1 olmak iizere,

fiX,—>X,, f(P)=P+rn, (14)

olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa X, ve X, yiizeylerine paralel yiizeyler denir [9].
X yiizeyi verildiginde,

X' ={P+rn,: PeM, reIR ve r=sbt}
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esitligi ile verilen X" kiimesi X e paralel bir ylizeydir [14].

Teorem 2.1. E* de bir X yiizeyinin paralel yiizeyi X" olsun. P X noktasinda X nin Gauss ve ortalama
egrilikleri, sirasiyla, K ve H, f(P)e X" noktasinda X" nin Gauss ve ortalama egrilikleri de K" ve H’
olsun. Bu durumda,

K

K'=—— 15
1-rH+r’K (15)
H-2rK
H=—«— 16
1-rH+r’K (16)
dir [14-15].

Onerme 2.1. a:/— E’ regiiler bir diizlem egrisi ve paraleli a’olsun. a mn egriligi x ve 1—rx #0
olmak {izere, paralel egrilerin egrilikleri arasinda;

K

r

] o

bagintist vardir [15].

3. Bulgular ve Tartisma

Bu boliimde dncelikle Hasimoto yiizeyinin paralel yiizeyini elde edelim. Bunun i¢in paralel yiizey tanim1
geregi, N yiizey normali olmak iizere,

X' (s,t)=x(s,t)+rN (18)

yazilabilir. Elde edilen bu paralel ylizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri arsinda ki bagint1 i¢in asagidaki
teoremi yazabiliriz:

Teorem 3.1. x=x(s,t)bir Hasimoto yiizey ve paraleli x’(s,t)olsun. Buna gore, paralel yiizeyin Gauss

ve ortalama egriligi sirasiyla K* ve H" ile gosterilmek iizere;

KK
K" =—— T > (19)
K —rx +rx’ +rx(t° —rx)

ve

2 2
Kk —kKlx® + +2rxkK
g . ss ( 3T) . ss (20)
2(7( —rK5$+rK +rK(T —rl(ss))

olur. Burada, x; Hasimoto yiizeyini lireten egrinin egriligidir.

Ispat: Paralel yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri arasinda ki iliski Teorem 2.1 de verilmisti. Buna
gore Hasimoto yiizeyinin (12) ve (13) denklemlerinde verilen Gauss ve ortalama egrilikleri (15) ve (16)
denklemlerinde yerlerine yazilirsa, kolaylikla (19) ve (20) denklemleri elde edilir.
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Sonug¢ 3.1. Bilindigi gibi bir yiizeyin Gauss egriligi sifirsa yiizey agilabilirdir. O halde, Hasimoto
ylizeyinin agilabilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart paralelinin agilabilir olmasidir. Yani, x, =0

olmalidir.

Sonug 3.2. Bilindigi gibi bir yiizeyin ortalama egriligi sifirsa ylizey minimaldir. O halde, Hasimoto
yiizeyinin minimal olmasi igin gerek ve yeter sart «, =x{x”+7°) olmasidir. Bu durumda paralel
e .. K(x* +77%)
ylizeyin minimal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart x = T olmasidir.
+2rx

Sonug¢ 3.3. Eger bir yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri icin s ve t parametrelerine gore kismi
tiirevler arasinda K H, —K,H, =0 esitligi varsa ylizeye Weingarten yiizey denir. O halde, Hasimoto
yiizeyi i¢in (12) ve (13) denklemlerinde kismi tiirevler alinarak, bu sonug kolaylikla goriilebilir. Benzer
sekilde (19) ve (20) denklemlerinde s ve t parametrelerine gére kismi tiirevler alinip gerekli islemler
yapildiginda Hasimoto yiizeyinin paralelinin de Weingarten yiizey oldugu goriiliir.

Sonu¢ 3.4. Hasimoto yiizeyinin Gauss ve ortalama egriliklerinin verildigi (12) ve (13) denklemleri
oranlanirsa;

K_ K - 2"7(525 . (21)
H K, —K(K"+77)

denklemi elde edilir. Eger (21) denklemi sabit ise ylizey Lineer Weingarten yiizey olur. Benzer sekilde,
(19) ve (20) denklemleri oranlanirsa;

K- __ 2KKC,, 22)

r 2 2
H K., — k(K™ +77)+2rxxK

elde edilir. Bu ifade de eger sabit olursa, paralel yiizey de Lineer Weingarten yiizey olur. (21) ve (22)
denklemlerinden denilebilir ki; Hasimoto yiizeyinin K ve H oraninin sabit olmasi igin gerek ve yeter

sart K ve H" oraninin sabit olmasidir.

Simdi x =x(s,t) ylizeyinin parametre egrilerinin hangi durumlarda geodezik, asimptotik ve
egrilik ¢izgisi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (3) denkleminden

X, =t =kn (23)

Ss s

ve ylizey normalinin N=-—n oldugu goz Oniine alinirsa, yiizeyin s—parametre egrileri geodezik olur.
Diger taraftan, (1) denkleminde t ye gore tiirev alinirsa,

_ 2
X, =(xb), =Ktb+l(‘(—l(st—%nj (24)

elde edilir. Bu durumda x, =0 olmast durumunda ylizeyin t —parametre egrileri geodezik olur. Sonug
olarak, t —parametre egrilerinin geodezik olmasi igin x, =0 olmasi gerek ve yeterdir.

Teorem 3.2. x" =x"(s,t) ylizeyi x=x(s,t) ile verilen Hasimoto yiizeyinin paralel yiizeyi olmak lizere,
s—parametre egrilerinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart paralelinin de geodezik olmasidir.
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Ispat: x=x(s,t) yiizeyinin paralel yiizeyi daha once (18) denklemi ile belirtilmisti. s ye gore kismi
tirevler alinirsa,

X, =X, +rN, =(1+rx)t—rrb

X, =rxt+(x+r’ +re’)n—rrb (25)

elde edilir. Burada x., in yiizey normaline paralel olmasi i¢in x, =7, =0 olmalidir. Bu durumda s—
parametre egrileri paralel yiizeyde geodezik olur.

x =x(s,t) Hasimoto yiizeyinin s—parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in (23) denklemi
ve yilizey normalinin N=-—n oldugu goz oniine alinirsa, k =0 seg¢ilmesi durumunda ylizeyin s—
parametre egrileri asimptotik olur. Diger taraftan, (24) denkleminde, n nin katsayisi sifira esitlenirse
t —parametre egrileri, x,, —x7° =0 igin asimptotik olacaktir.

Sonug 3.5. x =x(s,t) Hasimoto ylizeyinin s—parametre egrileri asimptotik ise t —parametre egrileri de
asimptotik olur.

Teorem 3.3. x" =x'(s,t) ylizeyi x=x(s,t) ile verilen Hasimoto yiizeyinin paralel yiizeyi olmak lizere,
s—parametre egrilerinin paralelinin asimptotik olmasi igin gerek ve yeter sart ya x=7=0 ya da
=sabit olmasidir.

K+

r=—

Ispat: Asil yiizeyin asimptotik olma sartina benzer sekilde, x" =x'(s,t) paralel yiizeyinin, X, tiirev
ifadesi olan (25) denkleminde normalin katsayisi sifira esitlenirse s—parametre egrilerinin asimptotik
olma sarti

K+ri’ +rr> =0

olarak elde edilir. Bu durumda r sifirdan farkl bir sabit oldugundan ya kx=7=0 yada r=————
K +7

olur. Bu da ispati tamamlar.

Bilindigi gibi bir ylizeyin parametre egrileri, egrilik ¢izgisi ise F=f=0 olur. O halde
x=x(s,t) Hasimoto yiizeyinin parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in (7) ve (10)
denklemlerinden F=f=x7 =0 olmas1 gerekir.

Simdi de Hasimoto yiizeyini iireten egrinin diizlem egrisi olmasi durumunda paralelini veren
teoremi ifade edelim:

Teorem 3.4. Hasimoto yiizeyini ireten egrinin diizlem egrisi olmasi durumunda egrinin egriligi
Kk =2c, sech(c,t +¢,s+c,) ise paralelinin egriligi;

, _ 2c;sech(cs+ct+c)

- (26)
|1 —2rc, sech(c;s+c,t+c, )|

olur.
Ispat: Hasimoto yiizeyini iireten egrinin egriligi (6) denklemlerinde verilmisti. Egri diizlem egrisi

oldugundan z =0 olur. Ayrica, Onerme 2.1 de (17) denklemi ile bir diizlem egrisinin paraleli verilmisti.
Bu durumda, (6) denklemi (17) denkleminde yerine yazilirsa kolaylikla (26) denklemi elde edilir.
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Ornek 3.1. Hasimoto yiizeyini iireten egrinin egriliklerini ¢, =1,¢,=0, ¢, =0i¢in x=2sech(s), 7=0
olarak alirsak, paralelinin egriligi " =Lh(s) olarak elde edilir. r=1 igin bu egrilere ait
|1 =2r sech(s)|

grafikler asagida gosterilmistir.

-1.0% St A

.
-4

Sekil 1. r =1 i¢in Hasimoto yiizeyini lireten egri ve paraleli

4. Sonuc ve Oneriler

3-boyutlu Oklid uzayda Hasimoto yiizeyinin paraleli elde edilerek, paralel yiizeyin Gauss ve ortalama
egrilikleri, asil ylizeyin egrilikleri cinsinden (19) ve (20) denklemleri olarak hesaplanmistir. Buradan,
asagidaki sonuclara ulagilmistir.

e Hasimoto yiizeyi acilabilir ise paraleli de agilabilirdir (x, =0).

e Hasimoto yiizeyi ve paralelinin minimal olma sartlar1 sirasiyla &, =x(x” +77) ve

2 2
+
o, =) g
1+2rx

e Hasimoto yiizeyi ve paraleli Weingarten yiizeydir.

e Hasimoto ylizeyi igin g sabit ise paralelinde de % sabit olup, Lineer Weingarten olurlar.
Daha sonra, Hasimoto ylizeyinin s ve t—parametre egrilerinin geodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi
olma durumlar1 incelenmis ve agagidaki sonuglar elde edilmistir.

e Hasimoto ylizeyinde s—parametre egrileri geodezik ise paralelinde de geodeziktir.

e Hasimoto yiizeyinde s—parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in & =0 olmalidir. Diger
taraftan, paralelinde asimptotik olmasi i¢in ya x =7 =0 ya da r sifirdan farkli bir sabit olmak

luzere r=—

- olmasi gerekir.

K +7

Son olarak, Hasimoto yiizeyini tireten egrinin diizlem egrisi olmasi durumunda bu egrinin paralelinin
egriligi (26) denklemi olarak elde edilmistir.

Elde edilen biitiin bulgulari, 3-boyutlu Minkowski uzayda yeniden hesaplanmasi onerilebilir.
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