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Öz 

Bu çalışmada, ilk olarak Hasimoto yüzeyler ve paralel yüzeyler tanıtılmıştır. İkinci olarak, Hasimoto yüzeyler ve 

paralel yüzeylerle ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. Bundan sonra, elde edilen paralel yüzeylerin birinci 

ve ikinci temel form katsayıları hesaplanmıştır. Böylece, Gauss ve ortalama eğrilikler bulunmuştur ve asıl yüzey 

ve paralelinin eğrilikleri arasındaki ilişkiler verilmiştir. Ayrıca, bu eğrilikleri kullanarak, bazı diferansiyel 

geometrik sonuçlar verilmiştir ve Hasimoto yüzeyi ve paralel yüzeyinin parametre eğrilerinin hangi şart altında 

geodezik, asimptotik veya eğrilik çizgisi olma durumları tartışılmıştır. Son olarak, eğer Hasimoto yüzeyini üreten 

eğri bir düzlem eğrisi ise o zaman paralel eğrinin eğriliği hesaplanmıştır. Bir örnek verilmiştir ve elde edilen eğriler 

Mathematica yardımıyla çizilmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Hasimoto Yüzeyler, Paralel Yüzeyler, Gauss Eğriliği, Ortalama Eğrilik.  

 

Parallel Surfaces of Hasimoto Surfaces in Euclidean 3-Space 

 
 

Abstract 

In this study, firstly Hasimoto surfaces and parallel surfaces are introduced. Secondly, basic definitions and 

theorems about Hasimoto surfaces and parallel surfaces are given. After that, the coefficients of the first and second 

fundamental forms of the obtained parallel surfaces are calculated. Thus, Gaussian and mean curvatures are found 

and the relations between the curvatures of the original surface and its parallel are given. In addition, using these 

curvatures, some differential geometric results are given and it is discussed that the parameter curves of Hasimoto 

surface and its parallel surface are geodesic, asymptotic or line of curvature under which condition. Finally, if the 

curve producing the Hashimoto surface is a plane curve, then curvature of the parallel curve is calculated. An 

example is given and the obtained curves are drawn with the help of Mathematica.  

 

Keywords: Hasimoto Surfaces, Parallel Surfaces, Gaussian Curvature, Mean Curvature.  

 
1. Giriş 

 

3-boyutlu Öklid uzayda bazı yüzeyler integrallenebilir denklemler vasıtasıyla tanımlanabilir. Bu yüzey 

tiplerine örnek olarak verilebilecek yüzeylerden biri de Hasimoto yüzeyleridir. Bu yüzeyler, regüler bir 

x  uzay eğrisinin duman halka denklemi ya da lokalize indüksiyon denklemi (LIE) olarak bilinen 

 

  ( , ) ( , )t s ssx s t x x s t b     (1) 

 

denklemine göre zamanla evirilerek elde edilir. Burada x x= ( , )s t , eğri üzerindeki bir nokta için konum 

vektörü, t  zaman, s  eğrinin yay uzunluk parametresi,  eğrinin eğriliği, b  eğrinin binormali ve alt 

indisler verilen değişkenlere göre türevleri göstermektedir. 1972 de Hasimoto hareketli bir uzay eğrisi 

olarak ele alınan bu devinim denkleminin non-lineer Schrondinger (NLS) denklemine 

dönüştürülebileceğini gösterdi [1]. Bundan dolayı yüzey NLS ya da Hasimoto yüzeyi olarak tanımlanır. 

Uzay eğrilerinin devinimi, hiperyüzeylerin hareketi ve düzlem eğrilerinin devinimi birçok yazar 

tarafından çalışılmıştır [2-5]. Vassilioulan ve Lisle, uzay eğrileri için varlık ve teklik teoremini 
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kullanarak, Serret-Frenet denklemlerinin integrasyonuyla Hasimoto yüzeylerini yapılandırmıştır [6]. 
Abdel-All ve Hussien, bu yöntemden farklı olarak, yüzeylerin temel teoremi ve Gauss-Weingarten 

denklemlerinin nümerik integrasyonuyla Hasimoto yüzeylerini temel form katsayıları ile yeniden 

yapılandırmıştır [7]. Erdoğdu ve Özdemir, Hasimoto yüzeylerini Minkowski 3-uzayda ele aldılar. Üç 

durumda bu yüzeylerin geometrik özelliklerini inceleyip, Gauss ve ortalama eğriliklerini buldular. 

Ayrıca, Minkowski 3-uzayda Hasimoto yüzeylerinin parametre eğrilerini karakterize ettiler [8]. 

Diğer yandan, bir yüzeyin yüzey normali boyunca sabit bir mesafede yeniden 

konumlandırılmasıyla elde edilen paralel yüzey kavramı da diferensiyel geometri de oldukça fazla ele 

alınan ve incelenen konulardan birisidir [9-13].  

Bu çalışma da Hasimoto yüzeylerinin paralel yüzeyleri elde edilerek, asıl yüzey ile paraleli 

arasında ki çeşitli geometrik sonuçlar verilecektir. 

 

2. Materyal ve Metot 

 

Bu bölümde, Hasimoto yüzeyler ve paralel yüzeyler hakkında temel tanım ve teoremler verilecektir.  

 

2.1. Hasimoto Yüzeyler 

 

Daha önce duman halka denklemi olarak verilen  

 

 t s ssx x x    (2) 

 

denkleminin bir çözümü  ( , )x x s t  olarak ele alınabilir. Eğer ( ,0)x s  yay uzunluğu ile 

parametrelendirilirse, her t  için  ( , )x x s t olur. Bu durumda eğer her t  için, binormal vektör alanı ile 

ele alınan ve (2) denklemini sağlayan hareketli uzay eğrisi  ( , )x x s t , bir Hasimoto yüzeyi üretir [8]. 

Hasimoto yüzeyleri için sırasıyla s  ve t  parametrelerine göre Frenet çatı alanlarının elemanları 

arasındaki ilişki aşağıdaki denklemlerle ifade edilebilir:  
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Burada, s  eğrinin yay uzunluk parametresi, { , , }t n b  Frenet çatısı ve  eğrinin eğriliği,   ise eğrinin 

burulmasıdır. Eğrilik ve burulma fonksiyonları arasındaki ilişki ise 

 

  


  



  

 
   

 

2 ,

2

t s s

ss
t s s

s

   (5) 

 

denklemleri ile verilir [7]. (5) denkleminin çözümü ile 1 2 3, ,c c c  herhangi reel sabitler olmak üzere,  
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
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2 sech( ),

2
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   (6) 

 

denklemleri olarak elde edilir [7]. 

 ( , )x x s t  Hasimoto yüzeyi için sx t  ve tx b  yüzeye teğet vektörlerdir. Buradan hareketle 

birinci temel form katsayıları 

 

   21, 0,E F G    (7) 

 

biçiminde hesaplanarak, 

 

 2 2 2I ds dt    (8) 

 

yazılabilir [7]. Yüzeyin birim normal vektör alanı; n  eğrinin birim normal vektörü olmak üzere, 

 


  



s t

s t

x x
N n

x x
   (9) 

 

olur. Ayrıca, ikinci temel form katsayıları 

 

        2, , sse f g    (10) 

 

olduğundan  

 

       2 2 22 ( )ssII ds dsdt dt    (11) 

 

olur [7]. Böylece, Hasimoto yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliği sırasıyla, 

 




  ssK    (12) 
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1
( )

2
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olarak elde edilir [7]. 

 

2.2. Paralel Yüzeyler 

 

Tanım 2.1. 1X  ve 2X , 3-boyutlu Öklid uzayında iki yüzey ve 1X in birim normal vektör alanı n  olsun. 

r  sabit bir sayı olmak üzere, 

 

   1 2 ,: Pf X X f P P r n    (14) 

 

olarak tanımlanan bir f fonksiyonu varsa 1X ve 2X  yüzeylerine paralel yüzeyler denir [9]. 

X  yüzeyi verildiğinde, 

 

     :   ,      r
PX P rn P M r IR ve r sbt  

 



A. Çakmak / BEÜ Fen Bilimleri Dergisi 7(1), 125-132, 2018 

128 

eşitliği ile verilen 
rX  kümesi X  e paralel bir yüzeydir [14]. 

 

Teorem 2.1. 
3E  de bir X  yüzeyinin paralel yüzeyi 

rX olsun. P X  noktasında X nin Gauss ve ortalama 

eğrilikleri, sırasıyla, K  ve H , ( ) rf P X  noktasında 
rX nin Gauss ve ortalama eğrilikleri de 

rK  ve 
rH

olsun. Bu durumda, 
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r K
K
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  (15) 
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dır [14-15]. 

 

Önerme 2.1.   3: I E  regüler bir düzlem eğrisi ve paraleli  r
olsun.  nın eğriliği  ve  1 0r  

olmak üzere, paralel eğrilerin eğrilikleri arasında; 
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  (17) 

 

bağıntısı vardır [15]. 

 
3. Bulgular ve Tartışma 

 

Bu bölümde öncelikle Hasimoto yüzeyinin paralel yüzeyini elde edelim. Bunun için paralel yüzey tanımı 

gereği, N  yüzey normali olmak üzere,  

 

 ( , ) ( , )rx s t x s t rN    (18) 

 

yazılabilir. Elde edilen bu paralel yüzeyin Gauss ve ortalama eğrilikleri arsında ki bağıntı için aşağıdaki 

teoremi yazabiliriz: 

 

Teorem 3.1.  ( , )x x s t bir Hasimoto yüzey ve paraleli ( , )rx s t olsun. Buna göre, paralel yüzeyin Gauss 

ve ortalama eğriliği sırasıyla 
rK  ve 

rH ile gösterilmek üzere;  
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olur. Burada, ;  Hasimoto yüzeyini üreten eğrinin eğriliğidir.  

 

İspat: Paralel yüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri arasında ki ilişki Teorem 2.1 de verilmişti. Buna 

göre Hasimoto yüzeyinin (12) ve (13) denklemlerinde verilen Gauss ve ortalama eğrilikleri (15) ve (16) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa, kolaylıkla (19) ve (20) denklemleri elde edilir. 
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Sonuç 3.1. Bilindiği gibi bir yüzeyin Gauss eğriliği sıfırsa yüzey açılabilirdir. O halde, Hasimoto 

yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart paralelinin açılabilir olmasıdır. Yani,  0ss
 

olmalıdır. 

 

Sonuç 3.2. Bilindiği gibi bir yüzeyin ortalama eğriliği sıfırsa yüzey minimaldir. O halde, Hasimoto 

yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter şart     2 2( )ss  olmasıdır. Bu durumda paralel 

yüzeyin minimal olması için gerek ve yeter şart 
  









2 2( )

1 2
ss

r
 olmasıdır. 

 

Sonuç 3.3. Eğer bir yüzeyin Gauss ve ortalama eğrilikleri için s  ve t  parametrelerine göre kısmi 

türevler arasında  0s t t sK H K H  eşitliği varsa yüzeye Weingarten yüzey denir. O halde, Hasimoto 

yüzeyi için (12) ve (13) denklemlerinde kısmi türevler alınarak, bu sonuç kolaylıkla görülebilir. Benzer 

şekilde (19) ve (20) denklemlerinde s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevler alınıp gerekli işlemler 

yapıldığında Hasimoto yüzeyinin paralelinin de Weingarten yüzey olduğu görülür. 

 

Sonuç 3.4. Hasimoto yüzeyinin Gauss ve ortalama eğriliklerinin verildiği (12) ve (13) denklemleri 

oranlanırsa; 
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denklemi elde edilir. Eğer (21) denklemi sabit ise yüzey Lineer Weingarten yüzey olur. Benzer şekilde, 

(19) ve (20) denklemleri oranlanırsa; 
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elde edilir. Bu ifade de eğer sabit olursa, paralel yüzey de Lineer Weingarten yüzey olur. (21) ve (22) 

denklemlerinden denilebilir ki; Hasimoto yüzeyinin K  ve H  oranının sabit olması için gerek ve yeter 

şart 
rK  ve 

rH  oranının sabit olmasıdır. 

 

Şimdi  ( , )x x s t  yüzeyinin parametre eğrilerinin hangi durumlarda geodezik, asimptotik ve 

eğrilik çizgisi olduğunu gösterelim. Bunun için (3) denkleminden 

 

 ss sx t n    (23) 

 

ve yüzey normalinin N n  olduğu göz önüne alınırsa, yüzeyin s parametre eğrileri geodezik olur. 

Diğer taraftan, (1) denkleminde t  ye göre türev alınırsa, 

 

 
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2
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tt t st
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elde edilir. Bu durumda  0t  olması durumunda yüzeyin t parametre eğrileri geodezik olur. Sonuç 

olarak, t parametre eğrilerinin geodezik olması için  0t  olması gerek ve yeterdir. 

 

Teorem 3.2.  ( , )r rx x s t  yüzeyi  ( , )x x s t  ile verilen Hasimoto yüzeyinin paralel yüzeyi olmak üzere,   

s parametre eğrilerinin geodezik olması için gerek ve yeter şart paralelinin de geodezik olmasıdır. 
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İspat:  ( , )x x s t  yüzeyinin paralel yüzeyi daha önce (18) denklemi ile belirtilmişti. s  ye göre kısmi 

türevler alınırsa,  

 

     (1 )r
s s sx x rN r t r b  

        2 2( )r
ss s sx r t r r n r b    (25) 

 

elde edilir. Burada 
r
ssx  in yüzey normaline paralel olması için   0s s

 olmalıdır. Bu durumda s  

parametre eğrileri paralel yüzeyde geodezik olur. 

 

 ( , )x x s t  Hasimoto yüzeyinin s parametre eğrilerinin asimptotik olması için (23) denklemi  

ve yüzey normalinin N n  olduğu göz önüne alınırsa,   0   seçilmesi durumunda yüzeyin s
parametre eğrileri asimptotik olur. Diğer taraftan, (24) denkleminde, n  nin katsayısı sıfıra eşitlenirse 

t parametre eğrileri,   2 0ss  için asimptotik olacaktır. 

 

Sonuç 3.5.  ( , )x x s t  Hasimoto yüzeyinin s parametre eğrileri asimptotik ise t parametre eğrileri de 

asimptotik olur. 

 

Teorem 3.3.  ( , )r rx x s t  yüzeyi  ( , )x x s t  ile verilen Hasimoto yüzeyinin paralel yüzeyi olmak üzere,   

s parametre eğrilerinin paralelinin asimptotik olması için gerek ve yeter şart ya    0  ya da  



 
  

2 2
r sabit olmasıdır. 

 

İspat: Asıl yüzeyin asimptotik olma şartına benzer şekilde,  ( , )r rx x s t  paralel yüzeyinin, 
r
ssx  türev 

ifadesi olan (25) denkleminde normalin katsayısı sıfıra eşitlenirse s parametre eğrilerinin asimptotik 

olma şartı 

    2 2 0r r   

olarak elde edilir. Bu durumda r  sıfırdan farklı bir sabit olduğundan ya    0  ya da 


 
 

2 2
r

olur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Bilindiği gibi bir yüzeyin parametre eğrileri, eğrilik çizgisi ise   0F f  olur. O halde 

 ( , )x x s t  Hasimoto yüzeyinin parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olması için (7) ve (10) 

denklemlerinden     0F f  olması gerekir. 

 

Şimdi de Hasimoto yüzeyini üreten eğrinin düzlem eğrisi olması durumunda paralelini veren 

teoremi ifade edelim: 

 

Teorem 3.4. Hasimoto yüzeyini üreten eğrinin düzlem eğrisi olması durumunda eğrinin eğriliği 

   1 2 1 32 sech( )c c t c s c  ise paralelinin eğriliği; 
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
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1 1 2 3

1 1 2 3
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r c c s c t c
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olur. 

 

İspat: Hasimoto yüzeyini üreten eğrinin eğriliği (6) denklemlerinde verilmişti. Eğri düzlem eğrisi 

olduğundan   0  olur. Ayrıca, Önerme 2.1 de (17) denklemi ile bir düzlem eğrisinin paraleli verilmişti. 

Bu durumda, (6) denklemi (17) denkleminde yerine yazılırsa kolaylıkla (26) denklemi elde edilir. 
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Örnek 3.1. Hasimoto yüzeyini üreten eğrinin eğriliklerini   1 2 31, 0, 0c c c için   2sech( ), 0s  

olarak alırsak, paralelinin eğriliği  


2sech( )

1 2 sech( )
r s

r s
 olarak elde edilir. 1r  için bu eğrilere ait 

grafikler aşağıda gösterilmiştir. 

 

   
 

Şekil 1. 1r  için Hasimoto yüzeyini üreten eğri ve paraleli  

 

 

4. Sonuç ve Öneriler  

 

3-boyutlu Öklid uzayda Hasimoto yüzeyinin paraleli elde edilerek, paralel yüzeyin Gauss ve ortalama 

eğrilikleri, asıl yüzeyin eğrilikleri cinsinden (19) ve (20) denklemleri olarak hesaplanmıştır. Buradan, 

aşağıdaki sonuçlara ulaşılmıştır. 

 Hasimoto yüzeyi açılabilir ise paraleli de açılabilirdir ( 0ss ). 

 Hasimoto yüzeyi ve paralelinin minimal olma şartları sırasıyla     2 2( )ss  ve 

  









2 2( )

1 2
ss

r
 dır. 

 Hasimoto yüzeyi ve paraleli Weingarten yüzeydir. 

 Hasimoto yüzeyi için 
K

H
sabit ise paralelinde de 

r

r

K

H
sabit olup, Lineer Weingarten olurlar. 

Daha sonra, Hasimoto yüzeyinin s  ve t parametre eğrilerinin geodezik, asimptotik ve eğrilik çizgisi 

olma durumları incelenmiş ve aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir. 

 Hasimoto yüzeyinde s parametre eğrileri geodezik ise paralelinde de geodeziktir. 

 Hasimoto yüzeyinde s parametre eğrilerinin asimptotik olması için   0  olmalıdır. Diğer 

taraftan, paralelinde asimptotik olması için ya    0  ya da r  sıfırdan farklı bir sabit olmak 

üzere 


 
 

2 2
r olması gerekir. 

Son olarak, Hasimoto yüzeyini üreten eğrinin düzlem eğrisi olması durumunda bu eğrinin paralelinin 

eğriliği (26) denklemi olarak elde edilmiştir.  

Elde edilen bütün bulguların, 3-boyutlu Minkowski uzayda yeniden hesaplanması önerilebilir. 
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