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Kaba kime teorisinin temeli bilgi sistemlerine dayanir. Bilgi sistemlerinin yapisi matematiksel anlamda 6zel bir baginti
turd olan denklik bagdintisi ile yakindan iligkilidir. Kaba kiime yaklasimi eksik ya da belirsiz bilgiyle ilgilenir ve temel bir
bilim dali olan matematigi merkezine alarak etkin bir sekilde kullanir. Belirsizligin yapilandiriimasinda yaklasim opera-
torleri dnemli rol Ustlenirler. Tam bu noktadan baslayarak, yaklasim operatérleri ve matematigin énemli bir dah olan
topoloji arasinda baglanti kurulmaktadir. Bu ¢calismada temel topolojik kavramlar ile kaba kime teorisinde yer alan
kavramlarin benzerlikleri kargilastirmali olarak verilecektir. Pawlak yaklagim uzaylarinda dual ¢ift olusturan alt ve st
yaklagim operatorlerinin genellestiriimesi ve aralarindaki iliskiler incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Kaba kiime, Yaklagim uzayi, Alt yaklagim, Ust yaklasim, Genellestiriimis yaklasim uzayi

Topological Structure of Pawlak Approximation Spaces and
Generalized Rough Sets

ABSTRACT

The rough set theory is based on the foundation information systems. The structure of information systems is closely
related to the equivalence relation, which is a special type of relation in mathematical sense. Rough set approximation
is concerned with imperfect or vague information and taking the fundamental science center, which uses mathematics
effectively. Approximation operators play an important role in constructing uncertainty. Beginning at this point, there is
a connection between the approximation operators and the topology, which is an important branch of mathematics. In
this study, the similarities of basic topological concepts and concepts in rough set theory will be given comparatively.
The generalization of the lower and upper approximation operators forming the dual pair in Pawlak approx-
imation spaces and the relations between them will be examined.

Keywords: Rough set, Approximation space, Lower approximation, Upper approximation, Generalized approxima-
tion space
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GIRIS

Kaba kume teorisi belirsizligi ifade etmek amaciyla ma-
tematiksel temellere dayanan bir yaklagim olarak Polon-
yal Bilim insani Pawlak tarafindan verilmistir (Pawlak,
1982). Pawlak’in kaba kime yaklasiminin baslangici
bilgi sistemlerine kadar uzanir. En sade anlatimla bir
bilgi sistemi; nesneler kiimesi ile 6zelliklerden olusan
kiime arasindaki iligkinin bir tabloya aktarildigi yapi ola-
rak dusunulebilir. Nesnelerin ve 6zelliklerin eslestiriimesi
matematiksel anlamda bir bagintiya karsilik gelir. Bu ba-
gintinin siradan olmamasi ve bazi 6zelliklere sahip ol-
masi beklenir. Pawlak anlaminda kaba kiime yaklagimi-
nin ya da kisaca kaba kime yaklagiminin temelini 6zel
bir baginti tirt olan denklik bagintisi olusturur. Amaci bir
evrensel kimenin herhangi bir altkimesi verildiginde, alt
yaklasim ile Ust yaklasim adi verilen yaklagim operator-
leri yardimiyla bu altkimenin karakterize edilmesi esa-
sina dayanir. Bir baska ifadeyle, kaba kiime teorisi, var
olan veriyle belirlenemeyen kimelerin yaklasimda bulu-
narak tanimlanmasi ilkkesine dayanmaktadir. Bir bilgi sis-
teminde gériinmeyen ya da gizli kalmig bilginin alt ve Ust
yaklasimlar kullanilarak agiga ¢ikarilmasi da ilgili teori-
nin ana yapisi i¢cinde yer almaktadir. Bu yaklasimda is-
tatistiksel bilgilere gereksinme duyulmamasi teorinin
farkl alanlarda kullanilabilirligini ve yayginligini geniglet-
mektedir. Uygulama alanlari arasinda yapay zeka, ma-
kine 6grenmesi, veri madenciligi, uzman sistemler, biyo-
informatik ve tip sayilabilir (Pawlak, 2002; Skowron ve
ark., 2002; Swiniarski ve Skowron, 2003; Tsumoto,
2004; Slimany, 2013; Riki ve Rezaei, 2014). Kaba kime
teorisi iki 6nemli agidan incelenir. Birincisi yapisal yon-
temler, ikincisi cebirsel ydntemlerdir. Yapisal yontemle-
rin iceriginde bir evrensel kiime Uzerinde tanimlanan ba-
gintilar, bir evrensel kiimenin &rtuleri ve ayrigimlari,
komsuluk sistemleri ve Orguler yer almaktadir (Yao,
1996, 1998a, 1998b). Cebirsel yontemlerin iginde ise alt
ve Ust yaklasim operatorleri bulunmaktadir. Pawlak an-
laminda kaba kime yaklasiminin genellestirimesi di-
stincesi gesitli dogrultularda ortaya konulmustur. Bunlar
birbirlerine esdeger olan yapilardir ve Ug¢ baslik altinda
toplanirlar (Yao, 2003). Birincisi eleman-tabanli, ikincisi
tanecik-tabanh ve tglncisU olarak altsistem-tabanl ta-
nimlar olarak verilirler. Eleman-tabanli tanimin esasi
denklik bagintisinin yerine herhangi bir badintinin alin-
maslyla genellestirme yapilmasidir. Tanecik-tabanli ge-
nellestirme ayrisima karsilik 6rtt alinarak yapilir. Alt-sis-
tem tabanl tanimda ise bir alt sistem kullanilarak Boole
Cebirine genellestirme yapilir.

Topolojik uzay en basit anlamiyla belirli 6zellikleri sagla-
yan kimeler ailesidir ve bu aileye ait her eleman agik
kime olarak adlandirilir. Matematigin 6nemli alanlarin-
dan biri olan topoloji hem geometri ile analiz alanlarini
iceren hem de bilgi sistemleri ile kaba kimeleri arastir-
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mak i¢in énemli bir matematiksel aragtir. Kaba kiime te-
orisinin temel kavramlarinin bazi topolojik kavramlarla
olan benzerliginden hareketle kaba kimeler ile topoloji
arasinda iligki kurulmustur (Vlach, 2008). Bos olmayan
bir kime verildiginde, bu kiimenin herhangi bir ayrigimi
bu kiime Uzerindeki topolojinin tabanidir. Ayni zamanda
ayrisimdan yola ¢ikilarak denklik bagintisina gegis yapi-
labilir. Ozel bir baginti tiri olarak denklik bagintisi ise
kaba kiime teorisinin temel dayanagini olusturur ve c¢a-
hismalar igin sinirlayici bir durum yaratir. Ornegin evren-
sel kiime olarak Glkemizdeki tim illeri disUnelim ve her-
hangi iki sehir arasinda komsu olma bagintisini tanimla-
yalim. Bu bagintiya gére Antalya Burdur’a ve Burdur da
Afyon’a komsudur. Ancak Antalya Afyon’a komsu degil-
dir. iller kiimesi tizerinde komsu olma bagintis| gegisme
Ozelligini saglamadigindan bir denklik bagintisi degildir.
Bilinen bu gergegi uygulamalarda daha etkin kullanabil-
mek icin denklik bagintisi yerine, daha zayif 6zellikleri
bulunan bagintilarla galismalar yapilarak kaba kiimele-
rin genellestiriimesi yoluna gidilmistir (Zhu 2007a,
2007b). Bu galismada hem denklik bagintisindan indir-
genen kaba kimelerin hem de herhangi bir bagintidan
indirgenen genellestiriimis kaba kiimelerin topolojik 6zel-
likleri bir araya getirilecektir.

Bu makalede, Pawlak yaklasim uzayi ile topolojik uzay-
lar arasindaki iligkiler incelenecektir. ilk olarak bagintinin
tanimi ve gesitli baginti turleri verildikten sonra, alt ve st
yaklasim operatorleri, Pawlak yaklasim uzayi, tanimla-
nabilir olma ve kaba kime kavramlari ifade edilecektir.
Daha sonra, kaba kime teorisinin baslangic noktasi
olan bilgi sisteminden ve ayirt edilemezlik bagintisindan
s6z edilecektir. Ayrica, topolojinin i¢, kapanis ve sinir
gibi temel kavramlarinin kaba kiime teorisinde yer alan
kavramlarla olan benzerlikleri Gzerinde durulacaktir. Son
olarak, denklik bagintisina dayali Pawlak kaba kime
yaklagimi yerine herhangi bir baginti alindiginda olustu-
rulan ve adina genellestiriimis yaklasim uzayi adi verilen
yapinin 6zelliklerine deginilecektir.

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

U bos olmayan herhangi bir kiime olmak lUzere U X U
¢arpim kimesinin herhangi bir R alt kimesine U Uze-
rinde bir baginti karsilik gelir. Aksi belirtiimedigi strece,
U kUimesi Uzerinde bir R bagintisi yerine kisaca R nin bir
baginti oldugunu ifade edilecektir. x,y € Uigin (x,y) € R
olmasi x elemanini R bagdintisi ile y elemaniyla iligkili ol-
masini ifade eder ve durum igin xRy gdsterimi kullanilir.
R bir baginti olsun. R nin ters bagintis1 {(x,y) : (y,x) €
R} kiimesi olarak tanimlanir ve R™! ile gosterilir. Bir U
kimesi Uzerindeki birim ya da o6zdeslik bagintisi
{(x,x) : x € U} kimesi ile verilir. Bu kiimeye U nun ko6-
segeni denir ve Ay ile gbsterilir (Bulbdl, 2014) . Bazi 6zel
baginti tirleri asagida verilmistir (Pei ve ark., 2011; Yu
ve Zhan, 2014);
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i. Her x € U igin xRx ise R bagintisi yansimalidir.

ii. Her x,y € U igin xRy = yRx ise R bagintisi simet-
riktir.

iii. Her x,y,z € U igin (xRy ve yRz) = xRz ise R ba-
gintisi gegislidir.

iv. Her x € U igin xRy olacak sekilde bir y € U varsa R

bagintisi serialdir.

Her x € U igin yRx olacak sekilde bir y € U varsa R

bagintisi ters serialdir.

R,S € U x U iki baginti olsun. R ile S nin bilegkesi U ki-
mesi Uzerinde bir bagintidir ve

SeR={(x,z): Ay €U)[(x,y) ERve (y,2) €S]}

olarak tanimlanir.

Ozel olarak R = S alinarak, bir R bagintisinin bitiin kuv-
vetleri (bileskeleri) R' =R ve n € N*' olmak lzere
R™1 = R™ o R ile hesaplanir (Biilbil, 2014). Bir R bagin-
tisini igceren en kigik gegisli bagintiya R nin gegisli ka-
panisi adi verilir ve t(R) ile gosterilir. Bir R bagintisi igin
t(R) = R U R? U ... dir. Ayrica gegigli kapanis taniminin
dogdal bir sonucu olarak R < t(R) dir (Yu ve Zhan, 2014).

R bagintisi yansimali, simetrik ve gegisli olma 6zellikle-
rini sagliyorsa denklik bagintisi olarak adlandirilir. R bir
denklik bagintisi ve x € U olsun. x elemaninin R bagin-
tisina gore denklik boligu [x] = {y € U : xRy} olarak ta-
nimlanir. U nun her x elemaninin R denklik bagintisina
gore denklik bollklerinin olusturdugu {[x]: x € U} kiime-
sine bolum kimesi denir ve U /R ile gdsterilir. U/R bdlim
kimesi U evrensel kimesinin bir ayrisimidir (Bulbul,
2014). Tersine bir U kimesinin herhangi bir ayrigsimi ve-
rildiginde, bu ayrisima karsilik gelen bir denklik baginti-
sinin var oldugunu belirtelim. R bir denklik bagintisi ol-
mak Ulzere, (U, R) ikilisine Pawlak yaklasim uzayi denir
(Pawlak, 1991). (U, R) bir Pawlak yaklagim uzayi, U ku-
mesinin butlin altkimelerinin ailesi yani kuvvet kimesi
P(U) ve bir X € U altkiimesi verilsin. apr : P(U) - P(U),
apr(X) = {x € U : [x] € X} ile tanimlanan apr donusi-
mune alt yaklasim operatort, apr(X) kimesine de X in
alt yaklasimi denir. apr(X) kimesine ait nesneler kesin-
likle X kimesine aittir, yani apr(X) € X dir. apr(X):
PWU) - PW), apr(X) ={x e U : [x] n X + @} esitligi ile
verilen apr(X) donisimine Ust yaklasim operatord,
apr(X) kumesine de X in ust yaklasimi adlari verilir.
apr(X) kimesi ise X kiimesinde olmasi muhtemel nes-
nelerden olusur, yani X € apr(X) dir. Verilen alt ve Ust
yaklasim operatorleri esdeger olarak, sirasiyla apr(X) =
U{[x]€U/R:[x] € X}ve apr(X) =U{[x] €U/R:[x]Nn
X # 0} esitlikleriyle de karakterize edilirler. Bir X < U alt-
kimesinin pozitif bolgesi POS(X) = apr(X), negatif bol-
gesi NEG(X) = U\ apr(X) kimeleri ile tanimlanirlar.
Pozitif bolgeye ait nesneler kesinlikle X kiimesine aittir.
Negatif bolge kesin olarak X kiimesine ait olmayan, yani
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kesin olarak X kiimesinin timleyeninde yer alan nesne-
lerden olusur (Pawlak, 1982, 1991). Bir (U,R) Pawlak
yaklasim uzayinda tanimlanabilirlik kavrami oldukca
Onemlidir. Bir kimenin tanimlanabilir olmasi o kiimenin
denklik boéliklerinin birlesimi olarak yazilmasi ile karak-
terize edilir. Dogal olarak bu tanima uyan iki kavram alt
ve Ust yaklasim operatorleridir. Bir diger ifadeyle, her-
hangi bir X < U altkiimesi igin apr(X) ve “apr(X) kiime-
leri tanimlanabilirdir. Ayrica tanimlanabilir olmayan ku-
meye tanimlanamaz veya kaba kiime denir. Herhangi bir
X € U altkiimesinin kaba olmasi apr(X) # “apr(X) ile
ifade edilir (Pawlak, 1991; Yao, 1996; 1998b).

KABA KUMELERIN BASLANGICI OLARAK BILGI
SISTEMLERI

Nesnelerin sonlu bir kimesi U ve 6zelliklerin sonlu bir
kimesi V olmak uzere S = (U, V) ikilisine bir bilgi sistemi
adi verilir (Pawlak, 1982). Bir S = (U, V) bilgi sisteminde
her bir a € V 6zelligi,

a:U-V,

x = a(x)
olarak tanimlanir ve 6zellik fonksiyonu olarak adlandiri-
lir. Ozellikler kiimesi V nin bos olmayan her bir B altkii-
mesi igin

IND(B) = {(x,y) eUXU: va€B,a(x) =a(y)}
ile bir baginti tanimlanabilir. IND (B) bagintisi yansima,
simetri ve gecisme ozelliklerini sagladigindan B altki-
mesi Uzerinde bir denklik bagintisi olusturur. IND(B)
Ozel olarak ayirt edilemezlik bagintisi olarak adlandirilir
(Pawlak, 1982). O halde 6zellikler kiimesinin her bir alt-
kimesi nesneler kiimesi Uzerinde bir denklik bagintisi
tanimlar. Bu bagintiya goére iki nesnenin esdeger olmasi;
altkime Uzerinde ayni 6zellik dederlerine sahip olma-
siyla tanimlanir. Basit bir bilgi sistemi S = (U,V) Tablo 1
de verilmistir. Bu bilgi sisteminin nesneler kimesi 7 kisi-
den olugsmakta ve tablonun satirlarinda yer almaktadir.
O halde evrensel kime U = {x;x,, x5, x4, X5, X¢, X} dir.
Ozellikler kimesinde ise bu kigilere ait yas (YS) ve yi-
rime performanslari (YP) yer almaktadir, gésterim ola-
rak V = {Y§, YP} kimesidir. Ozellikler kimesi V tablonun
sutunlarinda gosterilir. S = (U, V) bilgi sisteminin girdileri
nesnelere karsilik gelen ézelliklerin bilgisinden olusmus-
tur (Suraj, 2004).

Tablo 1. Basit bir bilgi sistemi

Nesneler Yas Yurime
Ozellikler Performansi

X, 16-30 50

X, 16-30 0

X3 31-45 1-25

Xy 31-45 1-25

Xs 46-60 26-49

X 16-30  26-49

X7 46-60 26-49
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Tablo 1 de x; ve x, ile x5 ve x, nesneleri tam olarak ayni
Ozellik degerlerini almaktadir (Suraj, 2004). Bu nesneler
verilen Y$ ve YP 6zellikleri kullanildiginda ikiser ikiser
ayirt edilemezdir. Bilgi sistemine dayali IND denklik ba-
gintisinin Pawlak yaklagsim uzayinda R denklik bagintisi
ile 6zdeslestirildigi kolayca gorilmektedir. Ayrica, Tablo
1 de yer alan bilgi sisteminin dzellikler kimesinin bos ol-
mayan butin altkimeleri {YS,YP},{YS} ve {YP} dir. Ki-
saca P(V)\@ = {{YS,YP},{YS}, {YP}} ailesidir. Her bir alt-
kiimeye karsilik gelen ayrisimlar ya da ayirt edilemezlik
bagintilari Tablo 2 de verilmistir (Suraj, 2004).

Tablo 2. Ayirt edilemezlik bagintilar

P(V\@ IND
{YS} {{XI,XZ,XG}, {X3,X4}, {x5!x7}}
{rr} {{xﬂ' {x2} {x3, x4}, {xs, x6, %7}}

{Ys, YP} {{x1}' {x2}, {x3,x4}, {x6}, {x5, x7}}

ilk olarak X; = {x3,x,} S U altkimesi {YS} &zelligine
bagl olarak dusindliirse apr(X;) = {x3, x,} = apr(X;)
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dir. O halde {Y'S} 6zelligine bagli olarak X; = {x3, x,} ku-
mesi tanimlanabilirdir. X; = {x3,x,} altkimesinin pozitif
bolgesi POS(X;) = {x;, x,} ve negatif bolgesi NEG (X,) =
{1, %3, x5, x¢6, x,} kUmesidir. Ayni X; = {x3,x,} kimesi
{YP} ve {YS, YP} dzellikleriyle ele alindiginda yine tanim-
lanabilir olmaktadir. Simdi bir diger X, = {x,, x4, x5} S U
altkimesi yine {YS} Ozelligine bagh olarak g6z énine
alinsin. Bu durumda apr(X,) # apr(X,) olur; yani X, =
{x,, x4, x5} altkimesi {Y'S} 6zelligine bagl olarak tanimla-
namaz ya da esdeger olarak kaba kimedir. Benzer ola-
rak, X, = {x;,x,,x5} altkimesi hem {YP} hem de
{YS, YP} 6zellikleriyle tanimlanamaz oldugundan kabadir
(Suraj, 2004).

Pawlak Yaklasim Uzayinin Ozellikleri

(U, R) bir Pawlak yaklagim uzayi, X,Y < U ve X kimesi-
nin timleyeni U\X olmak uzere, alt ve Ust yaklasim
operatdrlerinin sagladig 6zellikler Tablo 3 de verilmistir
(Pawlak, 1991).

Tablo 3. Alt ve Ust yaklasim operatorlerinin sagladidi 6zellikler

AL apr(X) = U\ @pr (U\X)

UL apr (X) = U\ apr (U\ X).

A2. %(U) =U

U2.apr (§)= 0

A3. g(X ny) = g(X) n @(Y)

U3. apr (X UY) = apr (X) Uapr (Y)

A4. @(X) U g(Y) c @(X uyY)

U4. apr (X) napr (Y) Capr X NY)

A5. XCY = @(X) c @(Y)

US. X €Y = apr (X) C apr (Y)

A6. %((D) =0

U6. apr (U) =U

A7. %(X) cX

U7. X € apr(X).

A8. X c %a_pr(X)

Us. W%(X) cX

A9._apr(X) = apr apr(X)

U9. apr(X) = apr apr(X)

A10. apr(X) = apr apr(X)

U10. apr (X) = apr apr(X)

Yukarida verilen Tablo 3 de yer alan (A1) ve (U1) 6zel-
liklerinden alt ve Ust yaklasim operatorlerinin birbirlerinin
dual kavramlari oldugu kolaylikla gérilmektedir.

KUmeler teorisinde iyi bilinen XU (U\X)=U ve Xn
(U\X) =0 esitliklerinin Pawlak yaklagim uzayindaki
karsiliklari Tablo 4 de verilmistir (Pawlak, 1991).

Tablo 4.Esitliklerin Pawlak yaklasim uzayindaki karsiliklar

apr (0 U apr(U\X) = U

apr () Napr(U\X) = 0

apr (X) Vapr(U\X) =U

apr (X) napr(U\X) = bnd(X)

apr (X) Uapr(U\X) = U

apr (X) napr(U\X) =0

apr (X) U apr(U \X) = U \bnd(X)

apr (O napr(U \X) = 0

308
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Topolojik Uzaylar ve Temel Topolojik Kavramlar

U bir kime olsun. Asagidaki kosullari saglayan her t <
P(U) allesine U kimesi Uzerinde bir topoloji denir (Bul-
bal, 2014).

T1. 9,U €T,

T2.Y G;,G, = G, NG, €T,

T3.V {G;}ie; € T = Ui G; ET.

Uzerinde bir topoloji tanimlanmig olan her U kiimesine
bir topolojik uzay denir ve (U, ) ile gosterilir. U kimesi-
nin elemanlarina bu topolojik uzayin noktalari ve 7 aile-
sinin elemanlarina da bu topolojik uzayin agik kimeleri
adi verilir. E§er t = P(U) olarak alinrsa (U, 1) ikilisine ay-
rik topoloji denir ve (U, t,4;5) ya da kisaca 4, ile goste-
rimi kullanilir. X € U olmak Uzere X kimesinin timleyeni
U\X aclk ise X kimesine bu uzayda kapali kime denir.
Acik kiime ile kapali kime arasindaki iliski “ X < U altki-
mesinin agik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul U\X ku-
mesinin kapali olmasidir “ énermesiyle verilir (Bulbdil,
2014). Bunun dogal sonucu olarak, topolojinin tanimi ka-
pall kimelere dayal olarak séyle verilir:

(T1)¢ 9,U € t°,

(T2)¢ VF,,F, = F, UF, € 1,

(T3)C v {Fi}iEI cCT1tt=> ﬂiEI Fi €.7°.

U bir kime olsun ve t¢c< P(U) yukarida verilen
(T1)¢,(T2)¢,(T3)¢ kosullarini saglayan bir kime ailesi
ise U kiimesi Uzerinde dyle bir topoloji vardir ki, bu ¢
ailesi o topolojinin kapali kimeler ailesidir (Bulbul,
2014).

(U, 1) bir topolojik uzay ve X € U olsun. X kiimesinin
kapsadigi butin agik kiimelerin birlesimine X kiimesinin
ici denir ve int(X) ile gosterilir. X kimesini kapsayan bu-
tin kapali kiimelerin arakesitine ise X kimesinin kapa-
nisi adi verilir ve cl(X) gosterimiile ifade edilir. Herhangi
bir X altkiimesinin ici ve kapanigi arasinda int(X) € X <

cl(X) bagintisi da verilebilir. (U, 1) bir topolojik uzay ol-
mak lzere x € U ve G < U olsun. E§er x € G < U olacak
sekilde bir G € T varsa, G altkimesine x noktasinin bir
komsulugu denir. X € U olmak Uzere x € U noktasinin
her komsulugunun hem X hem de U\X ile arakesiti bos
degilse, bu x noktasina X kiimesinin bir sinir noktasi adi
verilir. X kimesinin bitdn sinir noktalarinin kimesine X
in sinirt denir ve bnd (X) ile gosterilir. U kimesi Uzerinde
T, Ve T, topolojileri verilsin. 7, topolojisine gére agik olan
her kiime t, topolojisine gbre de agik kime oluyorsa, 1,
topolojisi T, topolojisinden daha kabadir ya da 7, topolo-
jisi T; topolojisinden daha incedir denir ve durumu ifade
etmek icin 7, < t, gbsterimi kullanilir. Bir kimenin ele-
man sayisli ile o kiime Uzerinde tanimlanabilen topoloji-
lerin sayisinin Ustel olarak arttigi bilinmektedir. Bir topo-
lojik uzayin agik kiimelerinin sayisinin fazla olmasi o to-
polojik uzayin incelmesi anlamina gelmektedir. Béyle bir
durumda, topolojilerin incelmesi surekli fonksiyonlarin
sayisini arttirirken, yakinsak dizilerin sayisi azaltir. Or-
negin U kimesi Uzerinde ayrik topoloji 7,4 bulunsun.
(U, t4) topolojik uzayinda tanimli her fonksiyon suirekli
olmasini karsin sadece sabit olan diziler yakinsaktir. To-
polojik uzaylarin agik kimeleri esas alinarak siniflara ay-
rilmasi ve incelenmesi ayirma aksiyomlari olarak bilinen
kavramlarin kazanilmasina yol agmistir. Bunlar iginde
dizenli ve normal topolojik uzaylar sayilabilir. (U, ) bir
topolojik uzay olsun. Eger her kapall K € U altkimesi ve
bu kiime digindaki bir noktayi ayiran ayrik agik altkime-
ler varsa, bu topolojik uzaya duzenlidir ya da regulerdir
denir. Bir (U, t) topolojik uzayinin normal olmasi, her ka-
pali ve ayrik kime ikilisini ayiran acik ve ayrik kime iki-
lisinin varligi ile tanimlanir (Bulbal, 2014).

U herhangi bir kime ve X,Y < U olsun. Tablo 5 de veri-
len 6zellikleri saglayan int : P(U) — P(U) donisimuine
ic operator, ¢l : P(U) — P(U) dénisimiine de kapanis
operatori adlar verilir (Bllbul, 2014).

Tablo 5. i¢ ve Dis operatérler

INT1. int(U) = U

CL1. cl(@) =0

INT2. int(X nY) = int(X) n int(Y)

CL2. cl(XUY)= cl(X)ucl(Y)

INT3. int(X) € X

CL3. X € cl(X)

INT4. int(int(X)) = X

CL4. cl(clX) =X

U herhangi bir kime olmak Uzere, int : P(U) — P(U) ig
operatori INT1,INT2,INT3, INT4 Ozelliklerini saghyorsa
T={X cU: int(X) = X} seklinde tanimlanan altkime
ailesi U kimesi Uzerinde bir topolojidir. Benzer olarak;
cl: P(U) — P(U) kapanig operatori CL1, CL2, CL3,
CL4 Ozelliklerini sagliyorsa t*={XcU: cl(X) =X}
seklinde tanimlanan altkiime ailesi U kiimesi Uzerinde
bir topolojidir ve ¢ ailesi bu topolojinin kapali kimelerin-
den olusur (Bulbil, 2014). X € U olmak Uzere i¢ ve ka-
panis operatorleri arasinda int(X) = U \cl(U\X) ve

cl(X) = U \int(U\X) bagintilar saglanir. Bu esitliklerin
varligi int ve cl operatorlerinin birbirlerinin duali oldu-
gunu ifade eder. Bir baska degisle, int operatorl veril-
diginde cl operatoriine veya cl operatoru verildiginde int
operatérine gecis ilgili esitlikler kullanilarak yapilabilir.
Bu durumu somutlastiran bir érnegi verelim:

ORNEK 1 U = {a.b,c,d} kimesi verilsin. cl: P(U) —
P(U) donliisim Tablo 6 verildigi gibi tanimlansin:
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Tablo 6. DonugsUmler kimesi
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cl(@) =0 cl((1p = (1} (2P =U A@EP=U
cl({4}) = {4} c({1,2) =U cd({@13)=U cl({14}) = {14}
(23D =U (24D =U (34D =U c({1,23)=U
(124D =U (134D =U (234D =U () =U

cl: P(U) — P(U) dénisimii CL1, CL2, CL3, CL4 dzel-
liklerini sagladigi igin bir kapanis operatéridir. € =
{XcU: cl(X) =X} ={U,0,{1},{4], {1,4}} altkime ailesi
U kiimesi Uzerinde bir topolojidir ve ¢ ailesi bu topoloji-
nin kapali kiimelerinden olusur. Kapanis ve i¢ operator-
leri arasindaki dualite geregince

t={XcU: int(X)=X}={U,0,1{234},{123],{23}
ailesi U kiimesi Uizerinde bir topolojidir. Elemanlari agik
kimeler olan 7 ailesinden i¢ operatériine yine dualite
gercegi kullanilarak gegis yapilabilir. Bunun igin Tablo 7
de verilen int : P(U) — P(U) doénldsimindn, i¢ opera-
tért olmanin INT1,INT2,INT3,INT4 dort 6zelligini sag-
ladig1 kolaylikla géralur.

Tablo 7. D6nUsUmlerin i¢ operatdr olmasi

int(p) =0

nt{1) =0

int({2)) =9

int({3) =0

int({4) =0

nt({1,2h) =0

nt({1,3) =0

nt({14) =9

int({2,3) = {2,3}

int({24h) =0

int({34) =0

int({1,2,3) = {1,2,3}

int({1,24) = 0

int({1,3,4}) = 0

int({2,3,4}) = {2,3,4}

int(U) = U

(U, 7) bir topolojik uzay ve X < U olsun. Agagida verilen
esdegerlikler saglanir (Bulbul, 2014).

i. X atkimesi aciktir & int(X) = X dir.

ii. X atkimesikapalidir & cl(X) = X dir.

ii. bnd(X) =@ < X kiimesi hem agik hem de kapalidir
(clopen).

Ayrica bir X € U altkimesinin sinirinin; kapanisi ile ici
arasindaki iliski bnd(X) = cl(X)\ int(X) esitligi ile verilir
(Bulbdl, 2014).

Tablo 1 de verilen alt ve Ust yaklagim operatdrlerine ilis-
kin 6zelliklerden bazilarinin yukarida tanimda verilen i¢
ve kapanis operatorlerinin 6zellikleri ile benzerlikleri ko-
laylikla gézlenmektedir. Daha somut olarak (A2-INT1),
(A3-INT2), (A7-INT3) ve (A9-INT4) eslestirmeleri alt yak-
lasim operatortiniin topolojik uzaydaki i¢ operatoriine
karsilik gelmektedir. i¢ ve kapanis operatérleri arasin-
daki dualite g6z 6nline alindiginda (U2-CL1), (U3-CL2),
(U7-CL3) ve (U9-CL4) eslestirmelerinin de Ust yaklagim
operatérinin topolojik uzaydaki kapanis operatori ile
cakistigr gorilmektedir. Sonug olarak apr (X) = int(X)
ve apr (X) = cl(X) esitlikleri yazilabilir. Bunlara ek ola-
rak  bnd(X)= cl(X)\int(X) = apr (X) \ apr (X) ve
apr (X) € X < apr (X) 6zelikleri de tanimlarin dogal bir
sonucu olarak verilebilir.

(U, 1) bir topolojik uzay ve B < 7 olsun. Eger her agik
kime, B nin bazi elemanlarinin birlesimi seklinde yazi-
labiliyorsa, bu B altailesine t topolojisi igin bir taban adi
verilir. Eger S< t altailesinin elemanlarinin bitin sonlu
arakesitlerinden olusan aile t topolojisi igin bir taban
olusturuyorsa, bu S ailesine 7 nun alttabani denir. Ayrica
alttaban icin 6nemli bir karakterizasyonu ifade edelim : S

310

C P(U) ailesinin U kimesi Uzerindeki bir topolojinin alt-
tabani olmasi igin gerekli ve yeterli kosul S ailesinin U =
U {S : § € S} esitligini saglamasidir (Bulbil, 2014).

Pawlak Yaklagim Uzaylari ve Topolojik Uzaylar

Pawlak tarafindan verilen kaba kime kavrami temel ola-
rak bir denklik bagintisina dayanir. Bir (U,R) Pawlak
yaklagim uzayinda bir X € U altkimesinin kaba olmasi,
X in alt yaklasimi ile Ust yaklasiminin birbirinden farkli
olmasiyla, yani apr(X) # apr(X) olarak tanimlanir. Her

(U, R) Pawlak yaklasim uzay tzerindeki denklik bagin-
tisiyla bir topoloji indirger. Bu topolojinin tabani U/R b6-
[im kdmesidir ve bu topolojiye gbre her agik kiime ayni
zamanda kapalidir. (U, U/R) ikilisine clopen topoloji ya
da ayrisim topolojisi adi verilir ve genellikle (U, tz) g0s-
terimi kullanilir. Ozel bir topolojik yapi olan clopen topo-
lojisinin elemanlari hem agik hem de kapal kiimelerden
olusur. (U, tg) clopen topolojisinin bir baska 6zelligi agik
kimelerin herhangi bir ailesinin arakesitinin acik olmasi-
dir. Bu 6zellige sahip topoloji Alexandrov topolojisi ola-
rak bilinir. Pawlak yaklasim uzayinda tanimlanan ve
Ozellikleri verilen alt ve Ust yaklasim operatdrleri; clopen
topolojisine gdre sirasiyla i¢c ve kapanis operatdrlerine
karsilik gelir. Bu durum X < U olmak Uzere apr (X) =
int(X) ve apr (X) = cl(X) esitlikleri ile ifade edilir. Eger
her X € U igin apr (X) = apr (X) esitligi saglaniyorsa ya
da esdeger olarak her X altkimesi tanimlanabilir ise,
(U, R) Pawlak yaklagim uzayina ayrik Pawlak uzayi adi
verilir. Bir ayrik Pawlak uzayinda her denklik bolugu tek
noktalidir. Dogal olarak ayrik Pawlak uzayr U kUmesi
Uzerinde ayrik topolojiyi Uretir (Lashin ve ark., 2005).
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ORNEK 2 U = {a,b,c,d} kiimesinin iki ayrigimi B; =
{{a}, {b},{c},{d}} ve B, = {{a, b}, {c},{d}} aileleri olsun.
B, ailesine karsilik gelen R, denklik badintisina gére, her
X € U altkimesi igin apr (X) = apr (X) oldugundan X
kiimeleri tanimlanabilirdir. (U, R;) Pawlak uzayi ayriktir
ve U kumesi Uzerinde ayrik topolojiyi Uretir. B,
{{a, b}, {c},{d}} ailesine karsilik gelen R, denklik baginti-
sina goére, U kiimesinin her altkiimesi tanimlanabilir de-
gildir. Ornegin X = {b, c,d} € U altkimesi icin apr(X) #
apr(X) olur. Bu durum ayni X kiimesinin B, ayrisimina
ait elemanlarin birlegsimi olarak yazilamadigi gercegi ile
de agiklanabilir. Bdylece X kimesi tanimlanamaz ve
(U, R,) Pawlak uzayi ayrik degildir. Gergcekten tabani B,
ailesi olan topoloji 7z, =
{0,U,{a,b},{c},{d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d}} dir ve ayrik
degildir.

Bir (U, R) Pawlak yaklagim uzayi ve bir X € U altkiimesi
verilsin. X altkiimesinin tanimlanabilir olmasi (U, tz) to-
polojik uzayinda X altkiimesinin agik ya da kapali olma-
sina esdegerdir. Buna ek olarak, X altkiimesinin tanim-
lanabilir olmasi ise int(X) = cl(X) esitlidi ile ifade edilir
(Vlach, 2008).

Genel topolojide yer alan énemli kavramlardan biri de
diizgin yapilardir. U X U ¢arpim kumesinin asagidaki
Ozellikleri saglayan her D ailesine U Uzerinde bir diiz-
gln yapi1 denir (Bulbul, 2014).

i. Her D € Digin Ay € D dir.
ii. HerD;,D, € Digin D, n D, € D dir.

iii. Her D € D igin E o E < D olacak sekilde bir E € D
vardir.

iv. Her D € D igin E™' € D olacak sekilde bir E € D var-
dir.

v. DeDveD CE ise E €Ddir.

D, U kiimesi Uzerinde bir diizgiin yapi olmak tzere (X,

D) ikilisine bir dizgin uzay adi verilir. Bir U kimesi Uze-
rinde verilen her dlizgln yapi U Gzerinde bir topoloji Gre-
tir. Ayrica, D € U X U bir denklik bagintisi ise D=
{R:R S UxU,D c R} olarak tanimlanan altailesi U ku-
mesi igin bir diizgin yapidir. Bu diizglin yapidan uretilen
topolojik uzay ile (U, tz) clopen topolojisi ¢akisir (Bulbil,
2014). Sonug olarak Pawlak yaklasim uzaylari topolojisi
clopen topolojisiyle ¢cakisan dizgin uzaylardir (Bulbul,
2014; Vlach. 2008).

Genellestirilmis Yaklagim Uzaylar

Pawlak yaklasim uzayinin denklik bagintisina dayali ol-
masi yuratilen galismalar igin sinirlayici olabilmektedir.
Bu nedenle Pawlak yaklagim uzayinda denklik bagintisi
kosulunu yerine, U kiimesi lzerinde herhangi bir R ba-
dintsi alinarak genellestiriime yoluna gidilir. Bu durumda
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(U, Ry) ikilisi genellestiriimis yaklagim uzayi olarak ad-
landirilir. Yine Pawlak yaklagim uzayindaki denklik ba-
gintisi tarafindan karakterize edilen denklik bolugu ye-
rine de asagida tanimi verilen ardil komguluklar alinarak
kaba kimelerin genellestirmesine iligkin gesitli galisma-
larin yapildigi gérulmektedir (Pei ve ark.,2011; Yao,
1998b; Zhu, 2007a; Zhu, 2009). Calismanin geri kalan
boliminde alt yaklagim ve Ust yaklasim operatérleri her-
hangi bir baginti Gzerinde tanimlanacak, topolojik yapilar
bu tanimlar esas alinarak verilecektir. Pawlak yaklasim
uzayinda alt ve Ust yaklasim operatorleri icin kullanilan
apr ile apr gosterimleri yerine, herhangi bir R bagintisi
verildiginde, karigikhda meydan vermemek igin sira-
siyla, R ile R gosterimleri kullanilacaktir.

R € U x U bir baginti olmak Uzere, herhangi bir x € U
icin R, : U » P(U), R,(x) = {y € U : xRy} olarak tanimla-
nan R, ye ardil komsuluk operatord, Rg(x) kimesine de
x elemaninin ardil komsulugu denir.

R bir denklik bagintisi ve x € U olsun. R,(x) = [x] esitligi
tanimlarin dogal bir sonucu olarak yazilabilir (Yao,
1998b).

R € U x U bir baginti ve X € U olsun.

i. R:P(U)—-PWU), RX)={x€U:Rsx)<c X)}doni-
sUmdine alt yaklagim operatéri ve  R(X) kumesine
de X in alt yaklagimi denir.

i. R :P(U)-PWU),RX)={x€U:R,(x)NX # @}
doénlistimiine st yaklasim operatérii ve R(X) kiime-
sine de X in Ust yaklasimi denir (Yao, 1998a, 1998Db).

RC U x U bir baginti olmak Uzere, yukarida tanimlari ar-
dil komsuluklara dayali olarak verilen alt ve st yaklagim
operatérleri Cizelde 1 de verilen 6zelliklerin tamamini
saglamaz. Ornegin (A1)-(U1) ozellikleri bunlardan en
onemli ikisidir. Pawlak yaklasim uzayinin dayanak nok-
tasinin denklik bagintisi olmasiyla alt ve Ust yaklagim
operatorlerinin dual kavramlar olmasinin yolu agilir. An-
cak herhangi bir baginti alindidinda; alt ve Ust yaklagim
operatorlerinin dual kavramlar olmasi durumu gecerlili-
gini kaybeder. Ardil komsguluklara dayah olarak verilen
alt ve Ust yaklasim operatdrlerinin Tablo 1 de yer alan
Ozelliklerden sadece (A2-U2), (A3-U3), (A4-U4) ve
(A5,U5) ye sahiptir (Yang ve Xu, 2011; Li ve ark., 2012;
Yu ve Zhan, 2014).

R yansimali bir baginti ise, her X € U i¢in asagidaki
Ozellikler saglanir (Kondo, 2006).

i. R(XX)SXCcRX),
i. X<V ise R(X) S R(Y)dir,
i. R(W\X)=U\RX).
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R yansimali bir baginti olsun. t = { X € U: R(X) = X} ai-
lesi U kiimesi tzerinde bir topoloji belirler (Kondo, 2006;
Kondo ve Dudek 2006).

ORNEK 3 U={ab,c} kimesi (zerinde R =
{(a,a), (b, b), (c,c), (a,b)} yansimali badintisi tarafindan
indirgenen topolojiyi belirleyelim. Oncelikle her noktanin
ardil komsuluklari Ry(a) = {a, b}, Ry(b) = {b}ve R,(c) =
{c} olarak belirlenir. U kimesinin alt yaklagsimlari kendi-
sine esit olan altkimeleri U, @, {c},{a, b} dir. O halde R
yansimali  bagintisindan  indirgenen  topoloji T =
{U,8,{c},{a, b} } ailesidir.

U kimesi Uzerinde yansimali bir R bagintisi verilsin. R
bagintisindan indirgenen topoloji T olmak lzere alt yak-
lasim operatori ile i¢ operatdrl gakismaz ya da ayni an-
lama gelmez. Bu durumu somutlastirmak Uzere; yuka-
rida verilen Ornek 3 (i tekrar ele alalim. X = {b} € U alt-
kimesi icin R(X) = {b} olmasina kargin int(X) = @ dir.
Benzer olarak Ust yaklagsim operatorinin de kapanis
operatoériine esit olmadi§i gorulir. Gergekten; ayni or-
nek Uzerinde bu kez X = {a} < U altkimesi alindiginda
R(X) = {a} # {a, b} = cl(X) olur.

R bagintisi simetrik ve gegisli olsun. R nin indirgedigi alt
ve Ust yaklasim operatér ciftinin bir topolojinin i¢ ve ka-
panis operator ¢ifti oldugu kanitlandi (Yao, 1996). Bir R
bagintisi ile topolojinin i¢ ve kapanis operatorleri arasin-
daki iligki verildi (Yu ve Zhan, 2014).

(U, R;) genellestirilmis bir yaklasim uzayl ve X € U ol-
sun. Asagidaki 6nermeler denktir (Pei ve ark., 2011).
i. R bagintisi serialdir.
ii. Asagidaki 6zellikler saglanir :
(@) R(X) € R(X),
(b)R(D) = 9,
(c)R(X) = X.

(U, R;) genellestirilmis bir yaklasim uzayl ve X € U ol-
sun. Asagidaki dnermeler denktir (Pei ve ark., 2011).

i. R bagintisi yansimalidir.

ii. Asagidaki 6zelliklerden sadece biri saglanir
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(U,R;) genellestiriimis bir yaklasim uzayl ve X € U ol-
sun. Asagidaki dnermeler denktir (Pei ve ark., 2011).
i. R bagintisi simetriktir.
ii. Asagidaki 6zellikler saglanir :
(@) X < RR(X),
(b)R R(X) € X.

(U,R;) genellestiriimis bir yaklasim uzayi ve X € U ol-
sun. Asagidaki dnermeler denktir (Pei ve ark., 2011).

i. R bagintisi gegislidir.

ii. Asagidaki 6zellikler saglanir
(@) R(X) € RR(X),
(b) RR(X) € R(X).

Yansimali bir bagintidan topoloji indirgenir (Kondo,
2006). Asagida ise verilen bir serial bagintidan topoloji
indirgedigi ifade edilmektedir (Yu ve Zhang, 2014).

R bir serial baginti olmak Uzere (U, R;) genellestiriimis
yaklasim uzayi verilsin. 7 = { X € U: R(X) = R(X)} ailesi
U kumesi tzerinde bir topoloji belirler. R serial baginti-
sindan indirgenen topolojinin elemanlari ya da agik ki-
meleri, butiin tanimlanabilir kimelerden olugmaktadir
(Yu ve Zhang, 2014).

ORNEK 4 U={ab,c} kimesi (zerinde R =
{(a,a), (a,b), (b,a), (b,c),(c,c]} badintisi verilsin. R ba-
gintisi serialdir. Simdi R serial bagintisindan indirgenen
topolojiyi belirleyelim. Her noktanin ardil komsuluklari
R;(a) = {a, b}, Rg(b) = {a,c} ve Ry(c) = {c} olarak belir-
lenir. Bu bilgileri Tablo 8 de daha aclik olarak gdrelim:

Tablo 8. Her noktanin ardil komsuluklari
U a b c

Ry {a,b} {a,c} {c}

Simdi her altkimenin alt yaklasimlarini belirleyelim.
R(®) =0, R({a}) = R({b}) = 0, R({c}) =
{c}, R({a,b}) ={a,b}, R({b,c}) ={c},R({a,c}) = {b,c},
R(U) = U bulunur. Benzer sekilde her altkiimenin Ust
yaklasimlari R(®) = @, R({a}) = {b,c}), R({b}) = {a, b},

(@) RO C X, R(c) ={bc},  R{ab)={ab}, R({ac})=U,
) = RX) R({b,c}) = U, R(U) = U olur. Elde edilen alt ve iist yak-
B ' lagsimlari Tablo 9 a aktaralim:
Tablo 9. Her altkiimenin alt yaklagimlar
P) @ {a} {b} {c} {a, b} {a,c} {b, c} u
R @ @ @ {c} {a, b} {b,c} {c} U
R ] {b, c} {a, b} {b,c} {a, b} U U U
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(U, R;) genellegtirilmis yaklasim uzayinin tanimlanabilir
ya da esdeger olarak R(X) = R(X) kosulunu saglayan
altkimelerinin, Tablo 9 yardimiyla kolaylikla @,U ve
{a, b} oldugu gorulir. O halde R serial bagintisi tarafin-
dan indirgenen T={XCU:RX) =R(X)} =
{@,U,{a, b}} ailesi U kiimesi Uzerinde bir topolojidir ve
(U, 7) ikilisi bir topolojik uzaydir.

Topolojik Uzaylar ve Genellestirilmis Yaklagim Uzay-
lan

(U, Rg) bir genellestiriimis yaklagim uzayi olsun. U nun
altkimelerinin 7,, 7, ve 75 aileleri asagidaki gibi tanim-
lansin :
7, ={X S U:R(X) =R(X)},
T, ={X S U:RX) =X}, 75
={RX): X c U}
R bagintisi sahip oldugu 6zelliklere gore;

=

R serial ise t, ailesi U Uzerinde bir topolojidir,
R yansimali ise 1, ve T, aileleri U Uzerinde birer topo-
lojidir ve 7; < 1, dir,
R yansimal ve gegisli ise 7, 7, ve 75 aileleri U lze-
rinde birer topolojidir ve t; € 7, = 5 dir,
. R bir denklik bagintisi ise t,, T, ve 5 aileleri U Uze-
rinde birer topolojidir ve 7, = 7, = 5 dir,

iliskileri vardir (Yu ve Zhan, 2014).

Ornek 3 de verilen R bagintisi yansimaldir ve 7, = 1,
dir. U={a,b,c} kimesi Uzerinde verilen R, =

{(a,a), (b,b),(c,c),(a,c),(c,a)} bagintisi yansimali, ge-
cislidir ve 17, € 1, = 15 saglanir. Ayni U kiimesi Uzerinde
R, ={(a,a), (b,b),(c,c),(b,c),(c,b)} bagintisi bir denk-
lik bagintisi oldugundan 7; = 1, = 15 esitlikleri saglanir.

R bir baginti olsun. Her x € U igin ardil komsuluklarin ai-
lesi Sy ile gosterilsin, yani S; = {R,(x) : x € U} olsun.
(U, R) bir Pawlak uzay! ise asagidaki 6zellikler saglanir:

1. Sy = U/R ailesi hem U nun bir ayrisimi hem de U
Uzerindeki topolojinin bir tabanidir.

2. tg, U Uzerinde clopen topolojisidir.

3. (U, tR) topolojik uzayr hem reguler hem de normaldir.

(U, R;) genellestirilmis bir yaklasim uzayi olsun. Eger S,
ailesi U kimesi uzerindeki topoloji i¢in bir alttaban olu-
yorsa, Sg ailesi U Uzerinde bir tek topoloji belirler. Bu to-
polojiye R ile indirgenen topoloji denir ve ty ile gdsterilir.
S ailesinin U kimesi Gizerindeki topoloji igin bir alttaban
olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

R =| JrRm =

xX€U

saglanmasidir (Vlach, 2008). Verilen bu esitlik R bagin-
tisinin ters serial olmasi durumunda gergeklenir. Sonug
olarak; Sy ailesinin U kimesi Uzerindeki topoloji i¢in bir

alttaban olmasi icin gerekli ve yeterli kosul R bagintisi-

nin ters serial olmasidir (Vlach, 2008)..

ORNEK 5 U = {a, b, c,d, e} kiimesi (izerinde
R ={(a,a),(a,b),(a,c),(bc),bAd),(c,c)(cd),d,-c)dd),(ed), (e e)} bagintisi verilsin. R bagintisi ters serialdir.
Her x € U noktasinin ardil komsuluklari Tablo 10 da verilmistir.

Tablo 10. Her x € U noktasinin ardil komsuluklari

:xeU}={{a,b,c},{c,d},{d,e}} ailesi U kiimesi Uzerindeki to-
polojinin alttabanidir, U kimesi Gzerinde tanimlanan di-
Jer ters serial bagintilar da ayni topolojiyi tretirler. Or-
negin,
R={(a,a),(a,b).(a,c),(b,a),(b,b),(b,c).(c,c),(c,d),(d.d),(d,e)
,(e,d),(e,e)} bagintisi ters serialdir. Bu ters serial baginti
ve onceki ters serial baginti ile uretilen topolojiler ayni-
dir.

Bir REUxU bagintisi ters serial olmasin. Bu durumda
S_R ailesinin U kiimesi Uzerindeki harhangi bir topoloji
igin bir alttaban olmasi gerekmez. Ornegin, U={a,b,c,d}
kimesi Uzerinde
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U a b c d e
R, {a,b,c} {c,d} {c,d} {c,d} {d, e}
[R.s (x)=U] odugundan S_R={R_s (x) R={(b,c),(b,d),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)} bagintisi verilsin. R

bagintisi ters serial degildir. U_(xeU).: [R_s (x)#2U) ol-
dugundan S_R={{b,c,d}} ailesi U kimesi Uzerindeki bir
topoloji igin alttaban olusturmaz.

Her yansimali baginti ters serialdir. O halde yansimali
bagintidan indirgenen topoloji T ile ters serial bagintidan
indirgenen topoloji & ile gosterilirse aralarinda 1S9 ilig-
kisi vardir. Bir baska ifadeyle, ters serial bagintidan in-
dirgenen topoloji, yansimali badintidan indirgenen topo-
lojiden daha incedir. Gergekten, U={a,b,c} kimesi lze-
rinde R={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b)} yansimal badintisi tara-
findan indirgenen topolojinin 7={ U,®,{c},{a,b} } ailesi ol-
dugunu Ornek 3 de gdsterilmisti. R bagintisi ters serial
oldugundan, S_R={{a,b},{b},{c}} ailesini alttaban olarak
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kabul eden topoloji §={U,®,{b},{c}.{b,c}.{a,b}} ailesidir.
Bdylece 13 oldugu goéralir.

U kimesi Uzerinde yansimali olan bir R bagintisi verildi-
ginde R nin gegisli kapanisi da yansimalidir. Onemli bir
sonug olarak; yansimali bagintisindan indirgenen topo-
loji ile ayni bagintinin gegisli kapanisindan indirgenen
topoloji cakisir (Yu ve Zhan, 2014).

ORNEK 6 U={a,b,c} kimesi Uzerinde
R={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c)} yansimali bagintisi tara-
findan indirgenen topolojiyi belirleyelim. Oncelikle her
noktanin ardil komsuluklari R_s (a)={a,b},R_s (b)={b,c}
ve R_s (c)={c} olarak bulunur. U kiimesinin alt yaklagim-
lari kendisine esit olan altkiimeleri U,9,{c} {b,c} dir. O
halde R yansimali bagintisindan indirgenen topoloji 1={
U,0,{c},{b,c} } dir. Simdi R bagintisinin gegisli kapanisini
belirlemek igin
R"2=R°R={(a,a),(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,c)} bileskesini
hesaplayalim. neN*+ olmak lzere her n23 i¢in R*n=R"2

oldugundan R  bagintisinin  gegisli  kapanisi
t(R)=RUR”™2U...=RUR"2=R"2 olur. Her noktanin gegisli
kapanisa gbre ardil komsuluklar (t(R))_s

(a)={a,b,c}=U,(t(R))_s (b)={b,c},(t(R))_s (c)={c} dir. Son
olarak her altkimenin gegisli kapanisa gore alt yakla-
simlar —R (0)=0,—R ({a})=0,—R (9)=0,—R ({b})=0,—R
({ch={c},—R ({a,b})=9, —R ({a,ch)={c},—R
({b,ch={b,c},—R (U)=U olur. 0] halde
T_(t(R))={U,0,{c},{b,c}} ailesi R yansimali bagintisinin
gegcisli kapanigindan indirgenen topolojidir ve T=1_(t(R))
esitligi elde edilir (Yu ve Zhan, 2014).

SONUCLAR

Kaba kiime teorisi ile topoloji gibi farkl dogrultularda ge-
lisme gOsteren matematiksel alanlarin aslinda birbirle-
rine yakin olmanin 6tesinde ortak noktalarinin bulun-
dugu goérulmektedir. Bir kime tzerinde tanimlanan ba-
gintilarin sahip oldugu 6zelliklere gore, kaba kiimeler ve
topolojik yapilarda Ustlendigi roliin 6nemi buyuktdr.
Pawlak yaklasim uzayi denklik bagintisi temeli Gzerine
kurulmustur. Bir bagintinin denklik bagintisi 6zelliklerini
bulundurmasi clopen adi verilen ve elemanlari hem agik
hem de kapali olan bir topolojinin varligini géstermesi
bakimindan énemlidir. Pawlak yaklasim uzayi topoloji
yonunden incelendiginde Uzerinde clopen topolojisi olan
dizgin uzay oldugu gérulmastir. Denklik bagintisi ye-
rine daha zayif 6zellikleri bulunduran bir baginti alindi-
ginda genellestiriimis yaklasim uzaylar olarak adlandi-
rilan yapilar elde edilir. Genellestiriimis yaklasim uzayla-
rinda bir kimenin alt yaklagim ve Ust yaklasim kavram-
larinin bazi 6zelliklerinin Pawlak yaklagsimina goére kay-
boldugu ya da saglanmadigi gértlmuastur. Yansimali ve
gegisli bir baginti icin tanimlanabilir kiimelerin ailesi bir
topoloji olusturmasina karsin bu topolojinin elemanlari-
nin clopen olmasi gerekmedigi bilinmektedir. Glinimuiz
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matematik dizininde her iki alanin ortak noktalarina y6-
nelik aragtirmalar yogun olarak yapilmaktadir.
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