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Abstract — In this study it was focused to concept of countability, which compose a part of prospective
teachers’ understanding of the infinity concept, and it was aimed to examine prospective teachers proof schemas
in proving activities including this concept. Case study method, which is one of qualitative research approaches,
was used. Also convenience sampling method was preferred. For that purpose, 100 sophomore prospective
mathematics teachers studying a state university included the research. After a course period, they were asked to
prove some theorems about equivalence of infinite sets. Their answers were examined both descriptive and content
analyses. As a result of these process it was identified that majority part them (%91) couldn't reach the formal
proof. Also, it was identified that different proof schemas emerged in relation to proving process. In addition, it
was seen that most of the prospective teachers (%51) have Empirical Proof Schemes and Analytical Schemas are
least observed (%17) scheme.
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Summary
Introduction: When history of mathematics is investigated it can be seen that development

processes of some of concepts are more painful than others. Being one of them “infinity” is a
concept that humanity struggle with for a long time period (Yildirim, 2016). Therefore, it can
be said that mathematicians kept away from this concept at the beginning and only some
philosophers (e.g. Aristotle and Zenon) worked on it (Akbulut & Akgiin, 2005; Narli & Narli,
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2012). On the other hand, it is accepted that the concept of infinity has gained a formal character
thanks to studies of Cantor (Tsamir & Dreyfus, 2002).

It is clear that understanding of the concepts of Cantorian Set Theory are depend on
many factors including readiness. Therefore, it can be seen that many studies in the mathematics
education literature (e.g., Celik & Aksan, 2013; Giiven & Karatas, 2004; Jirotkova & Litter,
2003; Kolar & Cadez, 2012; Pala, 2016; Pala & Narli, 2018; Singer & Voica, 2008; Tsamir,
1999) dealt with this issue in different contexts in terms of prospective teachers. On the other
hand, it can be also said that these studies carried with prospective mathematics teachers are
not mainly focused both the concept of countability and the proving activities. However, the
countability is an important concept in set theory and proving activities can be used as an

effective tool to assess understanding of this concept.

In the light of mentioned reasons, this study focused concept of countability, which
compose a part of prospective teachers’ understanding of the infinity concept, and it was aimed
to examine their proof schemas in proving activities included this concept. The concept of proof
scheme, which introduced by Harel & Sowder (1998), is referred to arguments that are used
by individuals to convince themselves or others about trueness or falseness of a mathematical

situation.

Method: Case study, which is one of qualitative research method, was used in this study. Also
convenience sampling, which is one of the purposive sampling method, was preferred. For that
purpose, this study was carried out with 100 sophomore prospective mathematics teachers
studying at a state university. Before data collecting, a course including the subjects of
Cantorian Set Theory was presented to participants by one of the researchers. This course lasted
for 5 weeks and was recorded by using two cameras. After the course had finished a form
including proving tasks about equivalence of infinity sets was developed and validated. In this
study, it was focused to investigate prospective teachers' proof schemas related with countable
sets, so the findings obtained from following questions were presented:
“Demonstrate that the combination of countably infinite number of countably infinite sets are
countably infinite.”
In the analysis process it was aimed to determine both prospective teachers' proof schemas
and their proving approaches. To do that both descriptive analysis and content analysis, which

are among qualitative analysis methods, were used together.
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Findings: When the answers were examined it was determined that most of prospective teachers
(%91) couldn't reach the formal proof. Also, it was seen that different proof schemas emerged
in relation to proving process. Individuals, who reached the formal proof, could use Cantorian
Bijective Mapping Approach by algebraic functions or explainable mappings. The proof
schemes determined through analyzes and the general approaches adopted by the individuals

with these schemes are presented in Table 1:

Table 1 Proof Schemes and Frequent Proving Approaches

Proof Scheme Frequency Proving Approach
Authoritarian 11 e Giving reference to an explanation of instructor
e Re-constructing an example presented in the
course before

External
Conviction

Ritual 9 e Creating a form in proof view
Symbolic 12 e Creating an algebraic function
e Creating an explainable mapping

Inductive 36 e Testing the trueness of the theorem by forming
T g examples
= E e Making heuristic assumptions in algebraic
=3 é Perceptual 15 operations
L

e Making verbal explanations about trueness of
the theorem
e Creating an algebraic function
e Creating an explainable mapping
Transformational 17 e Making verbal explanations about trueness of
the theorem
Axiomatic - -

Analytical
Schemas

According to Table 1, it can be said that most of the prospective teachers (%51) have
Empirical Proof Schemes and also Analytical Schema is the least observed (%17) proof scheme.
In addition to these, “axiomatic” scheme which is one of Analytical Schemas was not

encountered.

Discussion: When the findings of the study are taken into consideration, it can be interpreted
that the concept of countability are not understood enough by prospective teachers. The fact
that a significant part of the participants have external and empirical schemes supports this
view. In mathematics education literature, there are studies emphasizing similar difficulties
(such as misconceptions or heuristic approaches) of pre-service teachers' about the concept of
infinity. (e.g., Celik & Aksan, 2013; Giiven & Karatas, 2004; Jirotkova & Litter, 2003; Kolar
& Cadez, 2012; Pala, 2016; Pala & Narli, 2018; Singer & Voica, 2008; Tsamir, 1999). It can

be said that the findings of this study are parallel to the mentioned studies in many respects. In
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addition, this research supports the results of the studies (e.g., Narli & Baser, 2008; Unan &

Dogan; 2011) that focused more particularly on the concept of countability.

According to the findings, it can be said that the prospective teachers can develop
different proof schemes related to a theorem. In addition, it can be said that prospective teachers,
who have same proof scheme, can adopt different proving approaches. On the other hand, when
the study is taken into consideration as a whole, the general factors that prevent the prospective
candidates from reaching the formal proof can be listed as follows: (i) misconceptions (ii)
mistakes about mathematical language and notation (iii) Seeing the proof as a validation process
and accepting the examples as equivalent to the proof (iv) Acceptance of intuitive deductions
and informal approaches as evidence.

A more holistic view on the concept of mathematical proof can be developed through

combining proof schemas with different theoretical frameworks such Proof Image (Kidron and
Dreyfus, 2014).
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Ozet - Bu galismada matematik 6gretmen adaylarinin sonsuzluk kavramina dair yaklasimlarmin bir boyutunu
olusturan sayilabilirlik kavramina odaklanilmis ve bu kavrama iliskin ispat semalarinin incelenmesi amaglanmistir.
Nitel tiirde ve betimsel olarak tasarlanan arastirmanin ¢aligma grubunu bir devlet iiniversitesinde 2. sinifa devam
eden 100 matematik 6gretmen adayi olusturmustur. Katilimcilar, Cantor Kiime Teorisi’ne ait konularin ele alindigi
bir ders siirecinde 5 hafta boyunca gézlemlenmis ve siirecin sonunda sonsuz kiimelerin denkligine dair ispatlardan
olusan bir formda yer alan sorulara bireysel olarak yanit vermislerdir. Veriler hem betimsel analiz hem de igerik
analizi ile incelenmistir. Boylece hem sahip olunan ispat semalar1 hem de belirli bir semaya sahip olan bireylerin
ispatlama yaklasimlart belirlenmistir. Calisma sonucunda 6gretmen adaylarinin biiyiik kisminin birebir-6rten
esleme yaklasimina dayanan formel bir ispati olusturamadiklar1 gériilmistiir. Ayrica, bireylerin kavramsal
anlayislari ile onlarin ispatlarinda 6nemli bir boyutu olusturan “ikna” bileseni arasinda 6nemli bir iliskinin oldugu

da belirlenmistir. Ulasilan bulgular, tablolar ve 6rnekler ile detaylandirilmstir.

Anahtar Kelimeler: Sonsuzluk, Sayilabilirlik, Ispat, Ispat Semalari, Matematik Egitimi

Sorumlu Yazar: Ozan PALA, Milli Egitim Bakanlig:

Giris

Matematik tarihi incelendiginde bazi kavramlarin gelisiminin digerlerine gore daha
sancili oldugu goriilebilir. Bunlardan biri olan “sonsuzluk” insanlig1 uzun siire mesgul eden ve
matematik bilimine buhranl giinler yasatmis olan bir kavramdir (Yildirim, 2016). Hem
matematigin hem de felsefenin ilgi alanina giren bu kavram, insanoglunun zihnini zorlayan
fikirleri icerisinde barmdirmaktadir (isleyen, 2013). Bu nedenle matematikgilerin uzun bir siire
boyunca sonsuzluk ile ugrasmaktan kagindiklar1 sdylenebilir (Akbulut ve Akgiin, 2005; Narl
ve Narli, 2012). Oyle ki aritmetigin pek ¢ok alani ile ilgilenmis olan Pisagorcular’in dahi

sonsuzluk kavrami ile ilgilenmedikleri (Allen, 2000) ve hatta Gauss gibi bazi biiyilik
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matematikcilerin de sonsuzlugu mantiksiz bir kavram olarak nitelendirdikleri bilinmektedir
(Narli ve Narli, 2012). Bununla birlikte sonsuzlugu anlamlandirmak {iizerine yapilan ilk
calismalarin Elali Zenon (MO 490-430) ve Aristoteles (MO 384-322) gibi Antik Yunan
felsefecilerine ait oldugu goriilmektedir. Kavraminin ¢eliskili yapisini ilk ortaya koyanlardan
biri olan Zenon, sonsuzlugun var olmas1 durumunda hareketin bir yanilgi olacagi fikrini ortaya
atarak matematikcilerin yiizyillar boyunca ¢oziim bulamayacagi bir ¢eliskiyi gozler Oniine
sermistir (Akbulut ve Akgiin, 2005). Bununla birlikte sonsuzlugu anlamak adina sunulmus olan
oncii siniflamalardan biri de Aristoteles’in potansiyel (potential) sonsuzluk ve gercek (actual)
sonsuzluk fikirleri arasindaki ayrimi olarak bilinmektedir. Dubinsky, Weller, McDonald ve
Brown’a (2005) gore “potansiyel” anlamda sonsuzluk daima devam eden bir siire¢ iken
“gercek” anlamda sonsuzluk ise bu potansiyel siireci kapsayan tek ve biitiin bir nesnenin insa
edilebilmesidir. Ornegin, dogal sayilarin ardi ardina eklenerek devam etmesi potansiyel bir
stireci isaret ederken (Bozkus, Ucar ve Cetin, 2015); bir dogru iizerine yer alan noktalarin sayisi

ise gergek sonsuzluk fikrini igerisinde barindirmaktadir.

Sekil 1 Gergek Sonsuz ve Potansiyel Sonsuz

Bununla birlikte Aristoteles, insan beyninin ger¢ek sonsuzlugu algilayamayacagini 6ne
slirmiis ve bu nedenle sonsuzlugun ancak bir potansiyel olarak anlamli olabilecegini ifade
etmistir (Dubinsky ve ark., 2005; Ozmantar, 2010). Kavramin yapisal bir temele
oturtulamayacagini agik¢a ifade eden bu goriis, matematik¢ilerin sonsuzlugu bir nesne olarak
gormekten kaginmalarindaki kilit unsurlardan biri olarak yorumlanabilir (Tirosh, 1991).

3

Sonsuzlugu matematigin formal diinyasindan diglayan bu yaklagim, “...bitmeyen siire¢lerin
bitmis nesneler olarak ele alindig1 gercek sonsuzluk diinyasina adim atmaya ¢ekinen” (Rucker,
1982) Leopold Kronecker (1823-1891) ve Henri Poincaré (1854-1912) onciiliigiindeki

matematikgilerin fikirlerinde agik¢a gozlenebilmektedir. Felsefi acidan “sezgici” bir yaklagimi
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benimsemis olan bu bilim insanlarimin (Yildirim, 2016) bas1 ¢ektigi goriisiin savunucularina
gore sonsuzlugun matematige dahil edilmesi sonucunda kimi tutarsiz durumlar ortaya
cikabilmektedir. Ornegin, Gelileo Galilei (1564-1642) tarafindan ilk olarak XVI. yy ‘da
olusturulan ve bir kiimenin alt kiimesi ile denk olabilecegini gésteren (Mamolo, 2009) asagidaki

(bkz. Sekil 2) bijektif esleme (birebir-orten) sdz konusu tutarsizliklardan biri olarak goriilebilir:

1
\
1

BN
O — W
. <« N

Sekil 2 Galilei’nin Eglemesi

Galilei, her tam kare sayinin sadece bir kokii olabilecegini dikkate alarak bu eslemenin
bir paradoks dogurduguna karar vermistir. Bu nedenle sunulan esleme literatiirde Galilei
Paradoksu olarak da bilinmektedir (Clark, 2002). O, ortaya koydugu paradoksa formel bir
¢Oziim Onerememis olsa da ¢aligsmalar ile kendisinden sonra gelen Bolzano ve Cantor i¢in bir
zemin hazirlamistir (Bozkus, 2014). XVIIL. ve XVIIL. yy’da fizik olaylarin agiklanmasi i¢in
gelistirilen “infinitesimal” (sonsuz kiicilik) kavram1 ve devaminda ilk defa Bolzano’nun (1871-
1848) sonsuzlugu, say1 kavramini kullanmadan "sonsuz kiime" seklinde tanimlamay1 basarmasi
kavramin formel gelisimi acisindan atilmis olan 6nemli adimlardandir (Akbulut ve Akgiin,
2005). Bu gelismelerin devaminda, Dedekind‘in (1831-1916) sonsuz kiimeler lizerine yaptig1
caligmalar1 devam ettiren (Pala ve Narli, 2018) Rus asilli Alman matematik¢i Georg Cantor
(1845-1918) sonsuz kiimeyi kendi 6z alt kiimelerinden en az biri ile bijektif eslenebilen kiime
olarak tanimladig1 modern kiime teorisini ortaya koymustur (Narli ve Narli, 2012). Bu nedenle
sonsuzluk kavraminin formel bir nitelik kazanmasinin ve “gercek sonsuzluk™ fikrinin
matematige girmesinin Cantor’un ¢aligmalar1 ile miimkiin oldugu kabul edilmektedir (Tsamir
ve Dreyfus, 2002). Cantor tarafindan ortaya konan Modern Kiime Teorisi ve 0zellikle bunun
bir devami olan Sonlu Otesi Sayilar Teorisi baglammda sonsuz kiimeler “kardinal sayis1
herhangi bir alt béliimiiniin kardinal sayisina denk olan kiime” olarak tanimlanmakta (Unan ve
Dogan, 2011) ve sonlu ya da sonsuz iki kiimenin denkligi aralarinda tanimlanabilecek bijektif

eslemeler yardimi ile asagidaki gibi gosterilebilmektedir:
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A~B & {f|f: A - B, bijektif} # @ (Giiney ve Ozkog, 2015, s. 418)

Bu yeni denklik tanimindan hareketle Cantor, kardinalite kavramini ve bunun devami
olarak da sonlu 6tesi sayilart matematige kazandirmistir (Pala ve Narli, 2018). Ayrica bu yeni
teori ile birlikte kiimelere getirmis oldugu diger dnemli bir ayrim da sayilabilir (countable) ve
sayllamaz (uncountable) kiimeler arasindaki smiflamadir (Ozmantar, 2010). Cantor, dogal
sayilarm sayilabilirlik 6zelligini dikkate almis (Ozmantar, 2010) ve dogal sayilar ile bijektif

eslenebilen sonsuz kiimelerin sayilabilir sonsuz oldugunu ifade etmistir (Mamolo, 2009).

Sonsuzluk Kavramina “Pedagojik” Bir Bakis

Yukarida sunulan agiklamalardan hareketle sonsuzlugun, 6gretmen adaylarmin XX.yy
matematigini anlamalarina ve o6ziimsemelerine temel olusturan onemli kavramlardan biri
oldugu (Unan ve Dogan, 2011) gikarimi yapilabilir. Bununla birlikte Cantor Kiime Teorisi ile
ifade edilen kavramlarin bireyler tarafindan anlamlandirilabilmesinin basta hazirbulunusluk
olmak {tizere pek ¢ok alt boyut ile iliskilendirilebilecegi soylenebilir. Bu nedenle matematik
egitimi literatlirlinde yer alan pek c¢ok aragtirmanin (6r., Celik ve Aksan, 2013; Fischbein,
Tirosh ve Hess, 1979; Fischbein, 2001; Giiven ve Karatas, 2004; Martin ve Wheeler, 1987,
Monaghan, 2001; Narli ve Narli, 2012; Pala, 2016; Pala ve Narli, 2018; Tall, 1980; Tirosh ve
Tsamir, 1996; Tsamir ve Dreyfus, 2002; Tsamir, 2001; Tsamir ve Tirosh, 1999) farkli
diizeylerde bu konu iizerine egildigi goriilmektedir. Ornegin, Tall (1980) iiniversite grencileri
tizerinde limit kavramini kullanarak yaptigi calismanin sonucunda onlarin ger¢ek sonsuzluk
fikrini yeterince diisiinemediklerini belirlemis ve bu durumun G&grencilerin sonsuzlugu
ulagilamayacak bir biiylikliilk olarak (potansiyel sonsuz) ele almalarindan kaynaklandigini
belirtmistir. Tirosh ve Tsamir (1996) ise Ogrencilerin sonsuz kiimeleri karsilagtirmada
verdikleri yanitlarin belirli temsil bigimlerine gore (sayisal-yatay temsil, geometrik temsil vb.)
celisebilecegi sonucuna ulagmislardir. Yazarlara gore yatay-sayisal temsil kullanildiginda
ogrencilerin ¢ogu “bir kiime ile alt kiimesinin eleman sayisinin esit olamayacag1” sonucuna
ulagirken geometrik temsil kullanildiginda ise bircok birey bire-bir esleme yaklasimindan
yararlanarak ‘“her kiimedeki elemanlarin diger kiimedeki bir eleman ile eslenebilecegi”
sonucuna ulagsmislardir. Bu ¢aligmaya ek olarak Tsamir ve Tirosh (1999) da 6grencilerin s6z
konusu iki temsil bi¢cimine gore ¢elisen yanitlarini kullanarak onlarin gergek sonsuzluga iliskin
yetersizliklerini fark etmelerini amaglamis ve incelemeler sonucunda onlarin yanitlarina genel
olarak su yaklasimlarin rehberlik ettigini belirlemislerdir: (i) Bire-bir esleme yaklasimi (i1)

Sonsuz kiimelerin karsilastirilamayacagi diisiincesi (iii) Tiim sonsuz kiimelerin ayni sayida
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elemana sahip oldugu diisiincesi (iv) Parca-biitiin iliskilerini dikkate alma yaklasimi. Diger bir
calisgmada Tsamir (1999) o6gretmen adaylarinin sonsuz kiimeleri karsilastirma siireclerine
odaklanmig ve Cantor kiime teorisi ile ilgili ders almayan 6gretmen adaylarinda oldugu gibi bu
dersi almis olan 6gretmen adaylarinin karar verme siireglerinde dahi sezgisel yaklasimin etkin
oldugunu belirtmistir. Pala ve Narli (2018) ise 6gretmen adaylarinin ispatlarindan hareketle
onlarin sonsuz kiimelerin denkligini olusturma siireglerini incelemis ve sonug olarak pre-formal

veya formal ispatlarin olusturulabilecegini belirlemiglerdir.

Sonsuzluga iliskin ilk anlayisin “sonlu sayida nesne igeren cokluklar” iizerindeki
deneyimler ile sekillendigi aciktir (Tall, 2001). Bu nedenle, giinliik hayattaki goézlem
sonuclarinin sonsuz kiimelere genellenmesinin, kavramin matematiksel gelisimi agisindan
onemli bir rol iistlendigi sdylenebilir (Tall, 1980). Bu noktada Fischbein (2001) sonsuzlugun
kavramsallasma siirecini sezgisel agidan yorumlamistir. S6z konusu sezgiler egitim &ncesi
informal yasantilar yoluyla kazanilan birincil sezgiler ile egitim yoluyla kazanilan ikincil
sezgiler olarak siniflanabilir ve bu iki sezginin kesigsmesi bireyde tutarsizliklara neden olabilir
(Fischbein, Tirosh ve Hess, 1979). Bu durum ise Fischbein (2001) tarafindan sonlu gerceklige
adapte olan semalarin sonsuzluk ile karsilagmasi sonucunda ¢eliskili durumlarin ortaya ¢ikmasi
seklinde agiklanmaktadir. Ona gore potansiyel sonsuzluk fikri sezgiler ile ¢elismediginden
bireyler tarafindan anlamlandirilabilir ancak gercek sonsuzluk fikrini igeren durumlar dogrudan
sezgiler ile agiklanamayacagindan bunlarin anlasilmasi oldukga giictiir. Matematik egitimi
literatiirii incelendiginde diger pek ¢ok calismada da (6r., Fischbein, Tirosh ve Hess, 1979;
Giiven ve Karatas, 2004; Monaghan, 2001; Pala, 2016; Pala ve Narli, 2018; Tirosh ve Tsamir,
1996) sezgisel yaklasima dair benzer bulgulara rastlandigi gériilmektedir. Ornegin, Monaghan
(2001) bireylerin sonsuzluga iligskin yaklagimlarinin “siirekli devam eden bir siire¢” diisiincesi

etrafinda sekillendigini ifade etmektedir.

Sunulan agiklamalar dogrultusunda sonsuzluk kavraminin bireyler tarafindan giinliik
yasamda deneyimlenememesinin  (Monoghan, 2001; Tall, 2001) ve dogrudan
modellenememesinin (Pala, 2016) kavramin gelisimi agisindan epistemolojik bir gii¢liik
yarattigl yorumu yapilabilir. Bununla birlikte Alman matematik¢i David Hilbert (1862-1943)
tarafindan ortaya atilan ve “Hilbert’in Sonsuzluk Oteli” olarak da bilinen asagidaki problem
Cantor Kiime Teorisi’nin i¢erdigi sonsuzluk fikrinin ger¢ek diinyaya uygulanmasina iligkin bir

ornek olarak ele aliabilir (Akbulut ve Akgiin, 2005):

Sonsuz sayida odasi olan ve bos yeri olmayan Biiylik Otel’in yoneticisi oldugunuzu diisliniin. Eger
her odada sadece bir kisinin kalmasina izin verilirse, yeni ve ¢gok énemli bir konuga sahsi bir odada

nasil yer verebilirsiniz? (Mamolo ve Zazkis, 2008)
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Sayilabilir sonsuz kiimelerin 6zelliklerini anlamay1 gerektiren bu probleme verilebilecek
yanitlarin; matematiksel bilgi diizeyi basta olmak iizere, sonsuzluga iliskin anlayis ve sezgilere
bagli olarak farklilik gdsterecegi diisiiniilebilir. Ornegin sonsuzlugu bir potansiyel olarak géren
bireyin, Hilbert Oteli Problemi’ne sezgisel bir anlayis dogrultusunda “siire¢” bakis acisi ile
yaklagabilecegi sdylenebilir. Diger yandan sonsuzlugu bir “nesne’’ olarak géren bireyin ise ayni
probleme Cantor yaklagimi ile “elemanlar, kiimeler ve fonksiyonlar” gibi matematiksel
bilesenleri kullanarak daha yapisal bir ¢6ziim getirmeye ¢aligsabilecegi diisiiniilebilir. Ancak her
iki durumda da bireylerin s6z konusu probleme ¢oziim getirdiklerine ikna olmalarini saglayan
yapilarin ortaya ¢ikarilmasinin, onlarin sonsuzluk kavramina iliskin anlayislarin1 daha derin
analiz etmeye olanak saglayabilecegi aciktir. Bireylerin benzer gerekgelendirme siireglerinde
ulastiklar1 sonuglar1 degerlendirerek bunlarin dogrulugunu ya da yanlisligini belirleyebilmeleri

matematiksel diisinmenin “ispat” kolu ile iliskilendirilebilir (Pala ve Narli, 2018).
Matematiksel Ispat ve Ispat Semalar:

Ispat becerisi hem matematikciler hem de matematik egitimcileri i¢in 6nemli bir
aktivitedir (Alcock ve Weber, 2005). Ciinkii ispatlar sayesinde hem bir 6nermenin dogrulugu
ya da yanliglig1 gosterilebilir hem de bunun nedeni agiklanabilir (Hanna, 2000; Tall, 1998). Bu
acidan bakildiginda ispatlar matematiksel bilgilerin igsellestirilmesini saglayan temel
mekanizmalardan biri olarak goriilebilir. Bununla birlikte iiniversite diizeyindeki bireylerin
ispatin bilesenlerini belirleme ve bunu olusturma konusunda giigliikler ¢ektigi bilinmektedir
(Jones, 2000). Ornegin Sar1, Altun ve Askar (2007) matematik dgretmen adaylarmn ispat
stireclerinde digsal gerekcelere veya deneysel sonuglara bagli gerekcelere bagli kaldiklarini
ifade etmislerdir. Moore (1994) ise liniversite 6grencilerinin matematiksel dil ¢ercevesinde
diisiincelerini dogru bicimde sunamadiklari i¢in ispati olusturamadiklarini belirtmistir. Bununla
birlikte Antonini ve Mariotti (2007) ispat yontemlerinin etkili bi¢imde kullanilamadiginm
belirtirken Powers, Craviotto ve Grassl (2010) ise iiniversite 6grencilerinin ispat igerisindeki
anahtar noktalar1 belirleyemedigini ve dolayist ile kendilerine sunulan bir ispati
degerlendiremediklerini ifade etmistir. Ispat becerisi ile ilgili benzer giicliiklere dair drneklere
literatiirde siklikla rastlanmaktadir (6., Doruk ve Kaplan, 2017; Dreyfus, 1999; Giiler, Ozdemir
ve Dikici, 2012; Harel ve Sowder, 1998; Pala, 2016; Weber, 2006). Diger yandan ileri diizey
matematikte kanit olusturma olduk¢a 6nemli bir beceri olarak goriildiigiinden 6grencilerin
ispatlarinin  anlasilabilmesi i¢in onlarin ispatlama siireglerinin incelenmesi gerektigi
sdylenebilir (Weber, 2001). ispatlama siirecine yon veren dnemli bir bilesenin “ikna” oldugu

diistintildiiglinde, kavramsal anlayisin ve ispat yaklasimlariin daha iyi analiz edilebilmesi i¢in
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“Ispat Semas1” cercevesinden yararlanilabilecegi diisiiniilebilir. Harel ve Sowder (1998)
tarafindan ortaya konan ispat semasi kavrami, bireylerin matematiksel bir durumun
dogruluguna ya da yanlishigina iligkin kendilerini ya da baskalarin1 ikna etmede kullandig
argiimanlardir. Bu c¢ercevede yazarlar ispat semalarmin Sekil 3’de yer alan kategoriler ile

siniflanabilecegini ifade etmislerdir:

Ispat Semalar1 (Harel & Sowder, 1998)

Dissal Semalar Analitik Semalar

Ritiiel ispat Semasi: Daoniistimsel ispat Semasi:

Bir iddianin dogrulugu ya da | Bir dnerme ispatlanirken bir veya | Bu semaya bireyler tiimevarimsal
yanlishgr  arastinilirken  ispatin | daha fazla Grmek durum igin bu | ve  timdengelimsel diisiinme
alinda yatan nedenlerden c¢ok | onermenin  dogru  oldugunun | bigimlerinden yararlanabilirler ve
bicimsel nedenlerden (alisilagelmis | gosterilmesidir. Yani, oOnermenin | 6zel Omneklerin Gtesine gecerek
Sformlardan  ve  goriiniimden) | sonlu sayida durum igin dogru | genellemeye ulasirlar.
etkilenerek karar verilmesidir. oldugunun belirlenmesinin ile tiim | Bu bireylerin ispatlama
durumlarda dogru olacag: | aktivitelerinde degiskenler ve inga
genellemesinin yapilmasidir. ettikleri diger olusumlar {izerinde

Otoriter ispat Semasi:

Bireyin ispatin dogruluguna karar mampglasyonlar yapmalar
. L e : beklenir.

verirken kisisel diistincelerinden

cok kendisi disinda kalan kitap ya Aksiyomatik Ispat Semasi:

da 6gretmen gibi otoriteleri dikkate | Algisal gozlemler  yeterince | Bu  ispat semasma  sahip

alarak karar vermesidir. olgunlasmamis  zihinsel imajlar | 6grenciler  bir  matematiksel
aracihigr ile gerceklestirilit. Yani | gerekcelendirmenin baslama

Sembolik Ispat Semas:: birey iddiamn dogru oldugunu | noktasinin tanimsiz terimler

Bireyin ispat siirecinde sembolleri | S€zebilir ancak beklenenin aksine | ve aksiyomlar oldugunun

matematiksel anlamlarindan uzak | bunu formal olarak tam ve dogru | farkindadirlar ve bdyle bir

kullanmasidir. sekilde dontistiiremez. sistemde rahat bicimde

calisabilme yetisine sahiptirler.

Sekil 3 ispat Semalar1 (Harel ve Sowder, 1998)
Problem Durumu

Sonsuzluk kavraminin igerdigi alt boyutlar dikkate alindiginda inceleme agisindan g¢ok
genis bir alan sundugu sdylenebilir. Matematik egitimi literatiirlinde 6gretmen adaylariin
sonsuzluk algilarina (6r., Celik ve Aksan, 2013; Jirotkova ve Littler, 2003; Kolar ve Cade?,
2012; Maria, Thanasia ve Katerina, 2009; Sbaragli, 2006) ve sonsuzluk sezgilerine (6r., Gliven
ve Karatas, 2004; Pala, 2016; Tsamir, 1999) odaklanan farkli g¢aligmalar bulundugu
goriilmektedir. Bununla birlikte s6z konusu caligsmalarin ¢ogunlukla ispatlama aktivitelerine
dogrudan odaklanmadigi da sdylenebilir. Ayrica literatiir agisindan onemli eksiklik de
sonsuzlugun 6nemli alt boyutlarindan biri olan “sayilabilirlik” kavramina yeterince yer

verilmemis olmasidir. Oysaki bu kavram, kiime teorisinde farkli sonsuzlarin ortaya konmasi
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acisindan 6nemli bir kavramdir (Aztekin, 2013) ve bu nedenle 6gretmen adaylari tarafindan
nasil anlamlandirildiginin belirlenmesi gerekmektedir.

Yukarida sayilan sebepler 15181nda, bu ¢alismada 6gretmen adaylarinin sonsuzluga dair
anlayislarinin bir boyutunu olusturan “sayilabilirlik” kavramina odaklanilmis ve bu kavrami
iceren ispatlama aktivitelerindeki ispat semalarinin incelenmesi amaglanmistir. Farkli ispat
yaklagimlarina uygun ve esnek bir ¢erceve sunan sayilabilirlik kavraminin, ispat semalari
acisindan zengin bir icerik saglayabilecegi diisiiniilmiistiir. Burada ispatlama aktiviteleri ise
“kavrama dair anlayisi agciga ¢tkarmada” uygun bir arag olarak degerlendirilmistir. Clinkii ispat
stirecini gerceklestiren bir bireyin problem durumunu analiz ederek veriler arasinda hipotezler
kurmasi ve bunlari test ederek mantiksal diisiinme adimlarint gergeklestirmesi gerekmektedir
(Turgut, Yenilmez ve Uygan, 2013). Yapilacak ¢alismalar sonucunda bireylerin
yaklagimlarinda onemli bir boyutu olusturan “ikna” bileseninin anlamlandirilmasinin ve
boylece sayilabilirlik kavramina dair anlayislarinin aciga ¢ikarilmasinin miimkiin olabilecegi
diisiiniilmiistiir. Ayrica bu sayede 0gretmen adaylarinin ispat yapabilme becerilerine odaklanan
diger calismalarm (r., Giiler ve Ekmekei, 2016; Giiler, Ozdemir ve Dikici, 2012; Moore, 1994;
Pala ve Narli, 2018; Uygan, Tanish ve Kdose, 2014) sonuglarina da katki saglanabilmesi
hedeflenmistir. Sayilan tiim bu sebepler dogrultusunda bu ¢alismanin problemi “Matematik
ogretmen adaylarinin sayilabilir kiimeleri i¢eren ispatlama aktivitelerinde olusturduklart ispat

semalari nasildir? ” olarak belirlenmistir.
Yontem

Bu calismada 6gretmen adaylarinin sayilabilirlik kavramini i¢ceren durumlardaki ispat
semalarinin belirlenmesi amaglandigindan nitel arastirma yaklasimlarindan “durum g¢aligsmasi1”
deseni benimsenmis ve bununla birlikte betimsel tarama modeli kullanilmigtir. Durum
caligmalar1 incelenen olguyu “nicin ve nasil” sorular ile agiklama yetenegine sahiptir (Yin,
2009). Bu baglamda McMillan (2000) durum calismalarini birbirlerine bagli sistemlerin
derinlemesine incelendigi bir yontem olarak tanimlamaktadir. Bu yontemde bilinmeyen bir
gergek kesfedilebilir ya da bir durum detayl bir sekilde tanimlanabilir. Bununla birlikte durum
caligmalarindan elde edilen sonuclarin farkli 6zelliklere sahip durumlar i¢in genellenmesi s6z
konusu degildir (McMillan, 2000). Diger yandan bu ¢alismanin betimsel boyutunda tarama
modelinden yararlanilmasi uygun goriilmiistiir. Ciinkii betimsel arastirmalarda verilen bir
durum olabildigince eksiksiz sekilde tanimlandigindan (Biiyiikoztiirk, Kilig-Cakmak, Akgiin,
Karadeniz ve Demirel, 2018) tarama modeli egitim g¢alismalar1 agisindan elverisli bir yap1

ortaya koymaktadir. Tarama modellerinde herhangi bir etkileme cabas1 glidiilmeksizin bireyler
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ya da nesneler kendi kosullar1 i¢inde ve oldugu gibi tamimlanmaya ¢alisilir (Karasar, 2007).

Dolayist ile bu tarz caligsmalarda bilimin tasvir islevi 0n plana ¢ikmaktadir (Yildirim ve Simsek,

2013).
Calisma Grubu

Arastirma siirecinde amacli Ornekleme yontemlerinden kolay ulasilabilir durum
orneklemesi teknigi (convenience sampling) tercih edilmistir. Bu amagla bir devlet
iiniversitesinde matematik egitimi anabilim dalinda 6grenim goren ve ikinci sinifa devam eden
100 matematik 6gretmen adayi ile ¢alisma ¢alismanin gerceklestirilmesi uygun goriilmiistiir.
Sonsuzluk kavramini yogun olarak igeren derslerin (Se¢gmeli I Mantik ve Analiz I) ikinci siifta
islendigi dikkate alinarak bu sinif diizeyi tercih edilmistir. Caligmaya katilan bireyler arastirma
oncesinde ispat temelli derslerden Genel Matematik ve Soyut Matematik derslerini
tamamlamislardir. Bununla birlikte arastirmanin gergeklestirildigi donemde de Se¢meli 1

Mantik, Lineer Cebir I ve Analiz I derslerini almaya devam etmislerdir.
Veri Toplama Araglart ve Siire¢

Veri toplama siireci dncesinde, arastirmacilardan biri tarafindan Se¢meli I (Mantik) dersi
Ogretmen adaylarina bir donem boyunca sunulmus ve onlarin siire¢ 6ncesi hazirbulunusluklar
saglanmistir. Soyut Matematik dersinin devami nitelinde olan bu ders basta esgiicliiliik kavrami
olmak tizere sayilabilirlik, sayllamazlik ve kardinalite kavramlar: ile bunlarin uygulamalarini
icermektedir. Toplamda 5 hafta siiren ders siireci iki farkli kamera ile kaydedilmistir. Konularin
tamamlanmasinin ardindan 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin ispatlama
yaklagimlarimin belirlenebilmesi i¢in agik uclu dort sorudan olusan bir ispat forumu
gelistirilmistir. Kapsam ve gorilinlis gegerliginin saglanabilmesi i¢in uzman goriisiinden
faydalanilmistir. Form st diizey biligsel becerilere odaklandigindan soru sayisi sirh
tutulmustur. Ayrica sorularin Se¢meli I (Mantik) dersi igerisinde yer alan kiime, fonksiyon,
sonsuzluk, sinirsizlik ve sayilabilirlik gibi kavramlar igerecek sekilde olusturulmasina 6zen
gosterilmistir. Diger yandan sunulan bu ¢alismada 6gretmen adaylarinin sayilabilir kiimelere
iligkin ispat semalarinin belirlenebilmesine odaklanilmis ve bu nedenle asagidaki soruya iliskin

analizlerden elde edilen bulgular paylasilmistir:

“Sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimenin birlesimi de sayilabilir sonsuzdur,
gosteriniz.”

Yukarida sunulan sorunun, “sayilabilirlik” konusuna iliskin alt kavramlar ile bunlar
arasindaki iligkileri ¢ok boyutlu olarak incelemeye olanak saglayabilecegi uzman goriisii ile

belirlenmistir. Calismanin ana veri kaynagini bu soruya verilen yazili cevaplar olusturmaktadir.
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Bununla birlikte bazi cevaplarin detaylandirilabilmesi i¢in  gozlem verilerinden de
yararlanmistir.

Verilerin toplanmasinin ardindan inceleme siirecine gecilmistir. Analiz siirecinde hem
Ogretmen adaylariin ispat semalarinin hem de ispatlama yaklasimlarinin belirlenmesi
amaclanmistir. Bunun i¢in nitel analiz yontemlerinden betimsel analiz ve igerik analizi
yontemleri bir arada kullanilmustir. ilk olarak ogretmen adaylarimin sayilabilir kiimeler
baglamindaki ispatlar1 Harel ve Sowder (1998) tarafindan ortaya konan ispat semalar1 ile
cercevesi baglaminda yorumlanmistir. Bunun i¢in betimsel analiz yontemine bagvurulmustur.
Bu yaklasimda, veriler 6nceden belirlenen temalara gore 6zetlenerek yorumlanir ve daha sonra
neden-sonug iliskileri irdelenerek birtakim sonuglara ulasilir (Yildirim ve Simsek, 2013). Diger
yandan katilimecilarin ispat semalarina gore dagiliminin olusturulmasinin ardindan sonra her bir
sema kendi icerisinde incelenmis ve Ogretmen adaylari tarafindan kullanilan ispatlama
yaklagimlari icerik analizi ile belirlenmistir. Yildirim ve Simsek’e (2013) gore icerik analizi ile
veri grubunu agiklayacak genel kavram ve iligkileri agiklayan temalarin olusturulmasi beklenir.
Bu sayede Ogretmen adaylarinin ispatlarinda hakim olan temel ydntemler
kategorilestirilebilmistir. Bu agsamada kodlayicilar arasindaki giivenilirlik yaklasik %90 olarak
hesaplanmistir. Tiim bu islemlerin sonucunda 6gretmen adaylarinin ispat semalar1 ile her bir

semada kullanilan ispatlama yaklagimlarinin karsilastirilmast miimkiin olmustur.
Bulgular ve Yorum

Bu boliimde, 6gretmen adaylarinin ispatlarinin Harel ve Sowder (1998) tarafindan
ortaya konan ispat semalar1 baglaminda incelenmesinden edinilen bulgular sunulacaktir.
Soruya verilen yanitlar incelendiginde 6gretmen adaylarinin biiytik bir boliimiiniin (%91)
formel ispata ulasamadig1 belirlenmistir. Ayrica ispat siirecine iliskin farkli semalarin ortaya
ciktig1 gorlilmiistiir. Bununla birlikte formal ispat1 olusturabilen bireyler ise Cantor tarafindan
ortaya konan bijektif esleme yaklagimini izah edilebilir eslemeler ya da kuralli fonksiyonlar
ile kullanabilmislerdir. Analizler sonucunda belirlenen ispat gemalar1 ve bu semalara sahip

bireylerin benimsedikleri genel yaklasimlar asagida yer alan Tablo 1‘de sunulmustur:
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Tablo 1 ispat Semalar1 ve Sik Gdzlenen Yaklasimlar

Ispat Semasi Frekans Gozlenen ispat Yaklasimlar:
Otoriter 11 e Ogretim elemanmin bir agiklamasin1 referans
g s gosterme o
i e Derste sunulan bir 6rnegi tekrar olugturma
g & Ritiiel 9 e Ispat goriiniimiinde bir form olusturma
A Y Sembolik 12 e Kuralli cebirsel bir fonksiyon olusturma
e [zah edilebilir bir esleme olusturma
= . [liimevarimsal 36 e Ornekler olusturarak teoremin dogrulugunu test etme
(qn>_; vg e Cebirsel islemlerde sezgisel kabullerde bulunma
s F Algisal 15 e Teoremin dogrulugu ile ilgili sézel agiklamalarda
o bulunma
§ _ o Kuralh cebirsel bir fonksiyon olusturma
= 3 e Izah edilebilir bir esleme olusturma
ﬁ g Doniigiimsel 17 e Teoremin dogrulugu ile ilgili sozel agiklamalarda
ER bulunma
< Aksiyomatik - -

Sunulan tabloya gore 6gretmen adaylarmin biiyiik cogunlugunun (%51) Deneysel Ispat
Semasi’na sahip oldugu ve bununla birlikte Analitik Ispat Semasi’nin en az gozlenen (%17)
ispat semast oldugu sdylenebilir. Diger yandan yapilan analizlerde analitik ispat semalarindan
“aksiyomatik ispat semasma” rastlanilmamistir. ispat semalarinmn alt kategorileri ile ilgili

ornekler ve aciklamalar asagida detayl olarak paylasilacaktir.

Dissal Ispat Semalar

Analizler sonucunda 6gretmen adaylarinin %32’°lik bolimiinlin digsal ispat semasina
sahip oldugu belirlenmistir. Bu semaya sahip bireylerin, bir iddianin altinda yatan sebepleri
aragtirmak yerine kendilerini ikna edecek sebepleri digsal kaynaklarin arayisina girdikleri
soylenebilir. Bu kategorilerden ilki olan Otoriter Ispat Semasi, katilimcilarn %11 inde
gozlenmistir. S6z konusu semaya sahip bireylerin, yanitlarinda genel olarak 6gretim elemaninin
dersteki agiklamalarini veya 6rneklerini tekrarladiklar: goriilmiistiir. Bu 6gretmen adaylarindan

birinin yaklasimi asagida yer alan Sekil 4 ‘te sunulmustur.
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Sekil 4 Otoriter Ispat Semasina Bir Ornek

Bu 6gretmen adayimin, Ogretim elemani tarafindan ders igerisinde daha Onceden
sunulmus olan Hilbert Oteli Analojisini yorumlamadan dogrudan bir argiiman olarak kullandig1
ve yaptigl bu sozel aciklamayi ispata esdeger tuttugu yorumu yapilabilir. Dolayisi ile bu
Ogretmen adaylarinin ispatlarinda “ikna” olmalarim1 saglayan temel faktoriin, kendilerinden
daha uzman olarak gordiikleri bilgi kaynaklarindan yaptiklar “aktarimlar” oldugu sdylenebilir.
Ciinkii bu bireyler, kurduklar iligkilerin neden dogru oldugunu agiklamaksizin oldugu gibi

“aktarimda bulunmay1” yeterli gérmiislerdir.

Bununla birlikte bazi 6gretmen adaylarinin da ispat siirecine bigimsel agidan yaklastiklari
belirlenmistir. Ritiiel Ispat Semasi’na sahip olduklar1 degerlendirilen ve ¢alisma grubunun
%9’luk kismini olusturan bu bireylerin tamaminin ders siirecinde dgretim elemani tarafindan
siifta olusturulan ispatin bi¢imsel formuna olarak benzer yapida bir ispat olusturma ¢abasina
girdikleri belirlenmistir. Ders silirecinde 6gretim elemani tarafindan sinifta sunulan ispatlardan
biri ile bicimsel olarak bu tarzda olusturulan yanitlardan biri asagida yer alan Sekil 5’de

sunulmustur:
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Sekil 5 Ogretim Eleman1 ve Ogretmen Aday: Tarafindan Olusturulan iki Farkli ispat

Sunulan iki 6rnek incelendiginde, 6gretmen adaymin derste asinalik kazandigi ispat
bicimini bir ritiiel (aliskanlik) olarak gordiigii yorumu yapilabilir. Bu iki ispat

karsilagtirildiginda gozlenen bigimsel benzerlikler agagida yer alan Sekil 6’da ifade edilmistir:

ispatta kullanilacak kiimelere iliskin ilk agiklamalarin yapilmasi
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ispat igin kullanilacak kiimelerin \
elemanlarinin ifade edilmesi

Kimeler arasinda fonksiyonlarin tanimlanmasi

Sekil 6 Ogretim Elemani ile Ogretmen Adayinin ispatlarindaki Bigimsel Benzerlik

Bu noktada, 6gretmen adayinin sectigi kiimeler arasindaki denkligi gdsterebilmek igin
fonksiyon kavramindan yararlanmasi gerektiginin bilincinde oldugu sonucuna ulasilabilir.
Diger yandan bu fonksiyonun kiimeler arasinda nasil tanimlanacagi ya da hangi 6zellikleri

saglamasi gerektigi yeterince dikkate alinmamistir. Buradan hareketle s6z konusu 6gretmen
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adaymin ispatta bulunmasi gereken bir takim unsurlar1 belirledigi (elemanlar, kiimeler ve
fonksiyonlar vb.) ve bunlar1 bir akis yansitacak goriiniim altinda sunarak ispati tamamladigini
varsaydig1 sdylenebilir. Diger yandan kullandig1 kavram ve semboller arasinda herhangi bir
baglanti kurmamis ve bunlara dair bir aciklama da sunmamistir. Ornegin ispatta olmasi
gerektigini diisiindiigli ¢ok degiskenli fonksiyonun islevinin veya anlaminin ne oldugu ifade
edilmemistir. Bu sebeplerle ispatlama aktivitesine, fonksiyon olusturulmasi gereken bir siire¢
aliskanligr ile yaklastig1 ve kendisini “ikna” eden temel faktoriin de ispatin bi¢imsel gortiiniimii
oldugu yorumu yapilabilir.

Son olarak yapilan analizlerde bazi 6gretmen adaylarinin da matematiksel sembollerin,
tanimlarin  ve algoritmalarin bicimsel oOzelliklerine odaklanmamakla birlikte bunlar
anlamlarindan uzak ve hatali bicimde kullanarak ispati olusturmaya ¢alistiklar1 gozlenmistir.
Calisma grubunun %12’lik kismin1 olusturan ve Sembolik Ispat Semasi’na sahip olduklari
belirlenen bu bireylerin teoremde yer alan kavram ve iligkileri yeterince kavrayamadiklari
sOylenebilir. Bu 6gretmen adaylarindan ikisinin vermis oldugu yanitlar asagida yer alan Sekil

7‘de sunulmustur:
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Sekil 7 Sembolik Ispat Semasi’na iliskin Ornekler

Sunulan yaklagimlar1 kullanan bireyler, denklik kavraminin icerdigi iliskileri veya bu
iliskileri ifade eden matematiksel sembolleri hatali olarak kullanmislardir. Sekil 7’de bulunan
birinci ispat1 (sol taraftaki) olusturan birey iki kiimenin sayilabilir olmasi durumunda
birbirlerinin alt kiimesi olmas1 gerektigi sonucuna varmistir. Sekil 7°’de bulunan ikinci ispati
(sag taraftaki) olusturan birey ise sayilabilir sonsuz kiimelerden olusan bir ailenin birlesiminin
dogal sayilara esit olmasi gerektigi ¢cikariminda bulunmustur. Bir 6nceki ispat semasindan farkli

olarak bu semaya sahip bireyler ispatin biciminden ¢ok i¢erigine odaklanmislar ve bu sebepler
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diisiincelerinin altinda yatan nedenleri s6zel ya da sembolik temsiller ile agiklama ihtiyaci
hissetmiglerdir. Ancak ispatlar, matematiksel kavram ve sembollerin anlamlarina yeterince
odaklanilmadan insa edilmistir. Esgiicliiliik konusu cergevesinde olusturulan ispatlarda bazi
kavramlara (kiime, alt kiime, fonksiyon, kiime islemleri, sayilabilirlik, kardinalite vb.) ve bazi
sembollere (U,N,c,=,<,€,~ vb.) daha sik ihtiya¢ duyuldugu dikkate alindiginda; s6z konusu
Ogretmen adaylarinin ispatlarinda “ikna” olmalarini saglayan temel faktor, diger bilgi
kaynaklarinda sikca kullanilan kavram ve sembollere kendi ispatlarinda yer vermis olmalari ile

aciklanabilir.
Deneysel Ispat Semalar

Yapilan analizler sonucunda 6gretmen adaylarinin biiyiik boliimiiniin (%51) deneysel
ispat semalarma sahip olduklar1 belirlenmistir. Bu 6gretmen adaylarinin ikna siireglerine
rehberlik eden temel faktorlerin sayilabilir kiimeler kullanilarak olusturulan 6rnekler ve
sayilabilir kiimelerin denklik iliskilerine yonelik sezgisel kabuller oldugu goriilmiistiir. S6z
konusu kategorilerden ilki olan Tiimevarimsal Ispat Semasi, tiim ¢alisma grubu igerisinde en
cok gozlenen sema (%36) olarak belirlenmistir. Bu semaya sahip 6gretmen adaylarinin, soz
konusu problemi ispatlamak i¢in 6rnekler olusturmay1 tercih ettikleri ve sonlu sayida 6rnek
durumu ispat i¢in yeterli kabul ettikleri goriilmiistiir. Bununla birlikte olusturulan 6rneklerin de
nitelik agisindan farklilik gosterdigi soylenebilir. Clinkii baz1 6gretmen adaylari teoremin
dogrulugunu gosteren “dogru” ornekler olusturabilirken bazilar1 ise bunu basaramamistir.
Ornegin, 6gretmen adaylarindan bazilar1 sonlu sayida sayilabilir kiimeye odaklanmis ve
bunlarin birlesiminin sayilabilir olmasindan hareketle teoremi kanitladiklarini ifade etmiglerdir.

Bahsedilen yaklasimlardan bazilari asagida yer alan Sekil 8’de sunulmustur:
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Sekil 8 Sonlu Sayida Kiimeyi Dikkate Alanlar
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Oysaki ispati istenen teoremin “sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiime”
arasindaki iliskiye odaklandigi ve bu nedenle yukarida yer alan yaklasimlarin teoremin

dogruluguna dair uygun 6rnekler sunmadigi sonucuna ulasilabilir.
Buna ek olarak, teoremin igerdigi iligkilerin dogru bicimde yorumlanmasi ile olusturulan
“dogrulayic1” orneklerin ise karmasiklik agisindan farkli diizeylerde olduklart belirlenmistir.

S6z konusu 6rneklerden ikisi asagida yer alan Sekil 9‘da sunulmustur:
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Sekil 9 Teoremi Dogrulayan Farkli Karmasikliktaki Iki Ornek

Sunulan drnekleri olusturan 6gretmen adaylarinin yaklagimlart incelendiginde genel bir
sonuca 0zel drneklerden hareketle ulagsmaya calistiklar1 sdylenebilir. Bununla birlikte birinci
ogregin (sol tarafta) ikinci 0rnege (sag tarafta) kiyasla teoremin 6ziinde yatan iligkileri daha az
aciklayict oldugu yorumu da yapilabilir. Ciinkii sag taraftaki 6rnegi olusturan birey N2
kiimesinin, her biri sonsuz elemandan olusan sonsuz satirdan olustugunu dikkate almis ve bu
kiimeyi olusturan sirali ikililerin uygun bir dizilimini (kosegen esleme yaklasimi ile)
olusturarak N, dogal sayilar kiimesi ile bijektif eslemeyi basarabilmistir. N2 kiimesinin bu
gosterimi sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimeyi igerisinde barindirdigindan,
olusturulan 6rnegin teoremin 6ziindeki iliskileri agiklayici nitelikte oldugu sdylenebilir. Ancak
burada, N2 kiimesi teoremin dogrulugunu gosteren &zel bir delil olmaktan &teye
gecememektedir. Dolayisi ile tiim kiimeleri kapsayici genel bir iligkinin ortaya konamadigi ve

ispatin formel olarak olusturulamadig1 yorumu yapilabilir.

Yapilan analizler sonucunda bazi 6gretmen adaylarinin ise teoremin dogrulugunu

gosterebilmek icin sezgisel kabullere dayali bir yaklagimi benimsedikleri belirlenmistir. Algisal
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Ispat Semasi’na sahip olduklar1 belirlenen ve ¢alisma grubunun %15°1lik bdliimiinii olusturan

bu bireylerden birinin yaklagimi 6rnek olarak agagida yer alan Sekil 10°da sunulmustur:
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Sekil 10 Algisal Ispat Semasi’na Sahip Ogretmen Adaylaridan Birinin Yaklasim

Sunulan 6rnek incelendiginde, 6gretmen adaymnin Oncelikle sayilabilir sonsuz iki
kiimenin birlesiminin sayilabilir oldugunu s6zel temsiller ile agiklamaya calistigt ve bunun
devaminda sezgisel bir genelleme ile teoremin daima gegerli olacagi varsayimina ulastigi
yorumu yapilabilir. Bu nedenle benzer yaklagimlar: benimseyen 6gretmen adaylarinin sezgileri
ile teoremi dogrulayabildikleri ancak bunu formal matematiksel bir yap1 igerisinde bunu ifade

edemedikleri sonucuna ulagilabilir.

Analitik Ispat Semalar

Yapilan analizler sonucunda &gretmen adaylarimin %17°lik boliimiiniin Analitik Ispat
Semasi’na sahip olduklar1 belirlenmistir. S6z konusu semaya sahip 0gretmen adaylarinin
cikarimsal diisiinme bicimine sahip olduklar1 ve yaklagimlarin1 kabul edilebilir mantiksal
onermeler yolu ile yapilandirabildikleri goriilmiistiir. Diger yandan bu ¢alismanin katilimcilari
arasinda “‘aksiyomatik” ispat semasina sahip birey bulunmamaktadir. Baska bir ifade ile
katilimcilarin  hicbiri tanimsiz kavramlar ve aksiyomlar ile baglatilan bir ispat siirecini
yiriitmemislerdir. Formal ispata ulasabilen (%9) 6gretmen adaylarinin tamaminin bilinen
aksiyomlar1 ve yardimci teoremleri temel alan tiimdengelimsel bir yaklasim benimsedikleri
goriilmiis ve bu nedenle Doniisiimsel Ispat Semasi’na sahip olduklar1 belirlenmistir. Bununla

birlikte bu katilimcilarin biiyilik boliimiiniin ispatlarinda cebirsel bir yaklagim benimsedikleri ve
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kuralli fonksiyonlar yardimi ile teoremin dogrulugunu gostermeye ¢alistiklar1 gériilmiistiir. Bu

Ogretmen adaylarindan birinin ispatt 6rnek olarak asagida yer alan Sekil 11°de sunulmustur:
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Sekil 11. Doniisiimsel ispat Semasi: Cebirsel Temsillere Dayali Bir Yaklasim Ornegi

Buna ek olarak, bazi1 6gretmen adaylariin da cebirsel manipiilasyonlar1 kullanmamakla

birlikte kiimeler ve fonksiyonlar gibi matematiksel nesneleri igeren izah edilebilir bir bijektif

eslemeyi sozel temsiller ile desteklenmis bir form igerisinde sunduklar1 goriilmiistiir. Bu

yaklagimlardan biri de 6rnek olarak asagida yer alan Sekil 12°de sunulmustur:
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. Sayilabilir sonsuz tane
il [ » | sayilabilir sonsuz kiimenin
varliginin diisiiniilmesi
(elemanlarina agik¢a
odaklanmadan)

& : | Sayilabilir sonsuz
=i b kiimelerden ilkinin asal
\ P AT olmayan sayilara ve
i i ' | digerlerinin asal sayilarin
! kuvvetlerine
eslenebileceginin
belirtilmesi

Sonsuz asal
olmasindan hareketle

birlesim ailesinin
sayilabilir oldugunun
ifade edilmesi

Sekil 12 Déniisiimsel Ispat Semasi: Sozel Temsiller fle Desteklenmis Bir Yaklasim Ornegi

S6z konusu 6gretmen adaylarinin tiimdengelimsel akil yiiriitme cercevesinde formal
matematiksel bilgi ile tutarli bu yaklagimlari da Déniisiimsel Ispat Semasi igerisinde
siiflanmistir. Ciinkii Dede ve Karakus (2014) tarafindan da vurgulandigi gibi Doniistimsel
Ispat Semas1’nin sadece cebirsel manipiilasyonlar ile kisitlanmasi kisitlanamayacag: ve bunlara
ek olarak doniisiime dayali gézlemleri, nesneler {izerindeki islemleri ve islemlerin sonuglarinin
tahmini de igerebilecegi sOylenebilir. Son olarak yapilan analizlerde dontisiimsel ispat
semasina sahip olduklar: belirlenen bazi 6gretmen adaylarimin da (%8) fonksiyon kavramini
iceren cebirsel bir yaklasimi benimsemelerine karsin cesitli sebeplerle (fonksiyonun tanim ve
deger kiimesinin belirlenememesi, kuralin yanlis olusturulmasi, birebir-orten sartlarinin
saglanamamasi vb.) teoremin formal kanitina ulagamadiklar1 gériilmiistiir.

Sonug¢ ve Tartisma

Bu calismada ogretmen adaylarinin sayilabilirlik kavramini igeren bir ispatlama
siirecinde olusturduklar ispat semalar1 incelenmistir. Calismanin bulgular dikkate alindiginda
katilimcilarin sadece kiigiik bir boliimiiniin kavrama iligkin formal anlayis gelistirerek Cantor
tarafindan Onerilen bijektif esleme yaklagimini kullanabildikleri sdylenebilir. Bu noktada

sonsuzluk kavrami ve bunun 6zelinde de sayilabilirligin 6gretmen adaylar: tarafindan yeterince
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anlamlandirilamadigi yorumu yapilabilir. Calismanin katilimcilarinin 6nemli bir kisminin
digsal ve deneysel semalara sahip olmasi bu goriisii destekler niteliktedir. Matematik egitimi
literatiiriinde de 6gretmen adaylarinin sonsuzluk kavramina iligkin benzer giigliiklerini konu
alan ¢alismalara rastlamak miimkiindiir (6r., Celik ve Aksan, 2013; Giiven ve Karatas, 2004;
Jirotkova ve Litter, 2003; Kolar ve Cadez, 2012; Pala, 2016; Pala ve Narli, 2018; Singer ve
Voica, 2008; Tsamir, 1999). Bu ¢aligmanin bulgularinin bahsedilen ¢alismalara pek ¢ok agidan
paralellik gosterdigi sdylenebilir. Ornegin, literatiirde yer alan pek ¢ok calismada oldugu gibi
(Giiven ve Karatag, 2004; Jirotkova ve Litter, 2003; Kolar ve Cadez, 2012; Pala, 2016; Pala ve
Narli, 2018; Tsamir,1999) bu ¢alismada da 6gretmen adaylarinin sonsuzluk kavramu ile ilgili
baz1 yanilgilarina sahip olduklar1 ve bu nedenle de ispati olusturamadiklar1 (bkz. Sekil 7)
belirlenmistir. Bununla birlikte ¢aligmanin bulgularinin, 6gretmen adaylarinin sonsuzluga
iliskin sezgisel yaklasimlarina yer verilen diger calismalara da (Kolar ve Cadez, 2012; Pala,
2016; Pala ve Narli, 2018; Tirosh, 1999) benzerlik gdsterdigi sdylenebilir. Ornegin, Tsamir
(1999) ogretmen adaylarinin sonsuz kiimeleri karsilastirmada sezgisel yaklasimlardan
yararlanabileceklerini belirtirken; Pala ve Narl1 (2018) ise onlarin sezgisel kabulleri temel alan
ispatlar ortaya koyabileceklerine dair 6rnekler sunmuslardir. Bu ¢alismanin katilimcilarinin bir
béliimiinde gozlenen Algisal Ispat Semasi’na sahip &gretmen adaylari sayilabilir sonsuz
kiimelerin denkligini gostermek i¢in cogunlukla sozel agiklamalara dayanan sezgisel
cikarimlarindan yararlanmislardir. Dolayisi ile yukarida bahsedilen ¢alismalarin sonuglarinin
desteklendigi sOylenebilir. Ayrica bu ¢alisma, 6zel olarak sonsuzlugun bir alt boyutu olan
sayilabilirlik kavramina odaklanmis olan calismalarm (6r., Narli ve Baser, 2008; Unan ve
Dogan; 2011) sonuglarmi da desteklenmektedir. Ornegin, Unan ve Dogan’in (2011)
calismasima katilan Ogretmen adaylarimin O6nemli bir boliimiiniin kendilerine sunulan
kiimelerden sayilabilir olanlar1 dogru olarak belirleyemedikleri goriilmiistiir. Benzer olarak
Narli ve Bager’in (2008) deneysel caligmasina katilan 6gretmen adaylarinin bir b6liimiiniin de
sayilabilir kiimeleri anlamlandiramadiklarini, bunlari tanimlayamadiklarimi ve sayilamaz
olanlar ile karistirdiklarini belirlenmistir. Bu ¢alismada gozlenen Digsal Ispat Semalari’nin da
cogunlukla sayilabilirlik kavramina iligskin yetersiz anlayislart igerdigi dikkate alindiginda,

yukarida bahsedilen ¢aligsmalarin sonuglariin desteklendigi yorum yapilabilir.
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Calismamn Ispatlama ve Ispat Semalart A¢isindan Degerlendirilmesi

Elde edilen bulgulara gore, ayni diizeydeki 6gretmen adaylarinin bir teorem ile ilgili
olarak farkli ispat semalar1 gelistirebildikleri sdylenebilir. Ayrica ayni semaya sahip 6gretmen
adaylarinin farkli ispat yaklasimlari benimseyebileceklerine dair 6rnekler de sunulmustur.
Ornegin Déniisiimsel Ispat Semasi’mi kullanan dgretmen adaylaridan bazilarinmn cebirsel
agirlikli temsillerden yararlandigi (bkz. Sekil 11) ve bir kisminin da s6zel agirlikli temsillerden
yararlandig1 (bkz. Sekil 12) belirlenmistir. Bu durum, Harel (2001) tarafindan ifade edilen
“kavramsal anlayisin, ispatlama aktiviteleri ve ispat semasi tizerinde etkili oldugu” bulgusu ile
desteklenmektedir. Ciinkii s6z konusu 6gretmen adaylarinin ispatlari incelendiginde (ayni
semaya sahip olsalar bile) farkli kavramlar arasindaki iligkilere odaklanmis olduklari sonucuna
ulagilabilir. Diger yandan katilimcilarin sadece %9’unun istenen ispati olusturabildikleri
dikkate alindiginda 6gretmen adaylarinin ispatlama becerilerinin istenen diizeyde olmadigi
¢ikarimi da yapilabilir. Bu sonug bir ¢ok arastirmanin sonuglarinda da desteklemektedir (or.,
Giiler, Ozdemir ve Dikici, 2012; Pala ve Narli, 2018; Sar1-Uzun ve Biilbiil, 2013; Stylianides
ve Stylianides, 2009; Zazkis, 2014). Bu noktada ¢alisma bir biitiin olarak ele alindiginda
Ogretmen adaylarinin formal ispata ulagmalarin1 engelledigi diigiiniilen genel faktorler sdyle
siralanabilir: (1) Kavram yanilgilari, (ii)) Matematiksel dil ve notasyonlarin yerinde
kullanilamamast, (iii) Ispatlamanin bir dogrulama islemi olarak gériilmesi ve &rneklerin ispata
esdeger tutulmasi, (iv) Sezgisel kabullerin ve informal yaklasimlarin birer delil olarak kabul

edilmesi

Bununla birlikte katilimcilar tarafindan sunulan yaklasimlarin, ispat semalar1 kategorilerine

(Harel ve Sowder, 1998) gore dagilimi asagida yer alan Tablo 2’de sunulmustur:

Tablo 2 Ogretmen Adaylarinin Ispat Semalaria Gore Dagilim

Ispat Semasi Ogretmen Adaylarinin Frekansi
Disa Bagli Ispat Semasi 32
Deneysel Ispat Semasi 51
Analitik Ispat Semasi 17

Matematik egitimi literatiirii incelendiginde 6gretmen adaylarinin ispat semalarim
belirlemek amaci ile gerceklestirilen ¢alismalara rastlamak miimkiindiir. Bu ¢aligma farkli ispat

semalar1 icermesi agisindan literatiirde yer alan pek ¢ok c¢alismaya (6r., Contay, 2017; Doruk
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ve Kaplan, 2017; Harel, 2001; Iskenderoglu, 2010; iskeneroglu, Baki ve iskenderoglu, 2010;
Oflaz, Bulut ve Akgakin, 2016; Pence, 1999; Sari, Altun ve Askar, 2007; Uygan, Tanish ve
Kose, 2014) benzerlik gostermektedir. Ayrica s6z konusu caligmalarin ¢ogunlukla ispat
semalarinin farkli boyutlarina odaklanacak sekilde tasarlandig1 soylenebilir. Ornegin Sari,
Altun ve Askar (2007) ile Doruk ve Kaplan (2017) 6gretmen adaylarinin ispat semalar1 ile
akademik basarilar1 arasindaki iligkiye odaklanmis ve az sayidaki basarili 6gretmen adayimin
doniisiimsel semaya sahip oldugunu belirlemislerdir. Her ne kadar bu ¢alismada akademik
basar1 dogrudan bir degisken olarak incelenmis olmasa da katilimcilarin kii¢tik bir béliimiiniin
(%9) ispata ulasabilmesi agisindan bahsedilen ¢alismalara benzerlik gosterdigi soylenebilir.
Diger yandan bu calismada Analitik Ispat Semalari’indan Aksiyomatik Ispat Semasi’na

rastlanmamistir. Bu durumun bazi olasi nedenleri asagida listelenmistir:

e Sunulan teoremin bilinen aksiyomatik yapi igerisinde daha 6nceden tanimlanmig

kavramlar yoluyla anlagilmasinin ve ispatlanmasinin miimkiin olmasi.

e Sunulan teoremin ispat i¢in tanimsiz terimlerden veya aksiyomlardan baglama ihtiyaci

dogurmamast.

e Ogretmen adaylarmin 6n bilgi diizeylerinin, kullanilan kavramlara iliskin tanimlarmn

niteligini veya sistemin aksiyomatik yapisini sorgulayacak diizeyde olmamasi.

Buna paralel olarak literatiirde yer alan bazi ¢aligmalarda da (6r., Contay, 2017; Doruk
ve Kaplan, 2017; Oflaz, Bulut ve Akg¢akin, 2016; Sar1, Altun ve Askar, 2007;) aksiyomatik
semanin ortaya ¢ikmadigi goriilmiistiir. Diger yandan yapilan analizler sonucunda 6gretmen
adaylarinin biiyilk boliimiiniin  (%51) sunulan teoremi Ornekler ya da sezgiler ile
dogrulayabilecekleri Deneysel Ispat Semasi’na sahip olduklari belirlenmistir. Bu ¢aligmaya
paralel olarak Iskeneroglu, Baki ve Iskenderoglu’nun (2010) ¢alismasinda da Deneysel Ispat

Semalar1’na sahip katilimcilarin sayist diger iki kategoriye oranla fazla bulunmustur.
Oneriler

Dogruyu ve yanlis1 birbirinden ayirmak bilimsel diisiincenin temel unsurlarindan biridir. Bu
ise gegerli bir muhakeme siireci ile {iiretilen delillerin etkin kullanilabilmesini yani ispat
becerisini gerektirir. Ogretmen adaylar;, gelecegin dgretmenleridir. Bu nedenle onlarin
ispatlama becerilerinin gelisimi, ileride rehberlik edecekleri 6grencilerde bu beceriyi nasil
bicimlendireceklerini dogrudan etkileyecektir. Dolayist ile 6gretmen adaylarinin ispat
becerilerinin gelistirilmeli ve buna engel olan faktorler anlasilarak ortadan kaldirilmalidir.

Harel ve Sowder (1998) tarafindan ortaya konmus olan ispat semalarinin bu baglamda 6nemli
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bir teorik gerceve olusturdugu sdylenebilir. Ciinkii tipk1 bu ¢alismada gozlendigi gibi bireylerin
ispat semalarinin, onlarin ispatlama eylemleri ile dogrudan baglantili oldugu sdylenebilir.
Dolayisti ile 6gretmen adaylarinin ispat semalarinin belirlenmesinin, 6grencilere sunabilecekleri
ispat egitimi hakkinda bilgiler verebilecegi yorumu yapilabilir. Dahasi, onlarin ispat
semalarinda gozlenen yetersizliklerin farkli konular baglaminda belirlenmesi ve iiniversitede
sunulan ispat temelli derslere bu ¢erceve dogrultusunda yon verilmesi sayesinde gelecegin
matematik egitimine biiyiik bir yatirim yapilabilir. Bunlara ek olarak ispat semalarinin egitime
konu olan diger degiskenler (sinif diizeyi, cinsiyet, akademik basar1 vb.) ya da “ispat imaji”
(Kidron ve Dreyfus, 2014) gibi farkli teorik ¢erceveler ile birlikte degerlendirilmesi sayesinde

“matematiksel ispat” kavramina iliskin daha biitiinciil bir bakis agis1 gelistirilebilir.
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