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Ozet

Bu calsmada, belirli kgul altinda M asal gamma halkasinin herhangi bikkjdiirevi
icin elde ettgimiz bazi sonuglar BreSar’ 1f8] “One-sided Ideals and Derivations of
Prime Rings” adli makalesine paralel olarak verijtni. BreSar makalesin de R asal
halka, d, R halkasinin bir tirevi ve U, R halkasibir sg ideali olmak tzere, d(U)U=0
kasulu varken qU=0 olacalsekilde bazi g Q icin, d(x)4q,4=0gx-xq oldwunu ifade
etmis ve daha sonraki bazi teoremlerde bu 6zellikterddignmytir. Bu makalede
benzer karekterizasyonlar asal gamma halkalar ejare edilmeye calilmistir.

Anahtar kelimeler:Asal gamma halka, turev, (d, k) tirevgsdeal.

On under the certain condition of one-sided idaal$ derivations
of prime gamma rings

Abstract

In this study we obtained some results for undetaoe condition of prime gamma
rings parallel to the study of BreSar [3] “One-sidddeals and Derivations of Prime
Rings”. BreSar proved if d(U)U=0 then d(x)e,X=qgx-xq for ge Q s.t. qU=0, for prime
ring R with Char R2, d, derivation on R and U, right ideal of R. Ausk this for some
next theorems. In this study we try to obtain lsingharacterization for prime gamma
rings.
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1. Giris

Ucli cebirsel yapi olarak gamma halkasi kavramiolrak 1964 yilinda Nobusawa
tarafindan ortaya konmtur. Bu kavram verilirkenA ve B toplamsal iki grup, HonA,

B) ve Hom@, A) sirasiylaA danB ye veB denA ya grup homomorfizmalarinin kiimesi
olmak utzere, Honk, B) x Hom@®B, A) x Hom@A, B) den HomA, B) toplamsal grubu

icine (f,y,g)— forog(fonksiyonlarin bilgke islemi) ile tanimlanan Ugli carpim
model olarak alinmtir.  Nobusawa [13], gamma halkasinin tanimini igrd
calismasinda Wedderburn-Artin teoremini gengitenistir.

1964 yilindan gunumize kadar gamma halkalarininsydmkkinda bircok caima
yapilmstir. Bu calsmalar, gelecekte bu konunun ¢ok 6nem kazahacae lzerinde
cok calsllacagzini ortaya koymaktadir. Gamma halkalari hakkindgpikan bazi
calismalardan kisaca s6z edilmesi, konunun boyutunyaikayacaktir.

Barnes [1],I" ve M toplamsal iki grup olmak tzere Nobusawa' nin v@rgiamma
halka taniminda yer alan

MXTxM—>M ve I'XMxT > T
(m, »,n) >myn ve K, m, B)—>ymp

acli carpimindan ikincisini kaldirarak gamma haikasimini genellgirmistir.  Ayni
calismada, Barnes gamma halka homomorfizmasini tanimlaengamma halkalar igin
homomorfizma teoremlerini vergtir. Luh [11] asal gamma halka tanimini vegtini
Kyuno [7, 9, 10] gamma halkalarinin asal ideallererine ¢cakmistir. Ravinskar and
Shukla [14] ve Kyuno [8] birbirinden gansiz olarak gamma halkasi tzerinde moddil
tanimini vermglerdir.

Her Barnes anlamindd , I"- halkasi Nobusawa anlamindia-halkasi olacakekilde
bir toplamsalI"" grubu bulunabilegenden bu cakmada Nobusawa anlaminda-
halkalari incelenntir ve (I" ,M)n seklinde gdosterilmtir.

Halka teoride yapilan camalarda, Martindale Kesirler Halkasi 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bu konu hakkindaki atalar, Martindale [12] nin cagimasi ile
baslamistir. Passman [15] ve Beidar, Martindale 11l and Nakev [2] bu teoriye 6nemli
katkilarda bulunmglardir. Geng¢ [5] yap# calsmayla Nobusawa anlaminda asal
gamma halkalarinda kesirler halkasini tanimlayigsider halkasi igin bazi
karakterizasyonlari vermive gamma halkanin getetilmis merkezi tanimlanngtir.
Ayni calsmada, Kandamar’ in [6] tanimlaali(d, K tlrevi asal gamma halkalarinin
kesirler halkasina geghetilebilecesi gosterilmitir.

2. Onbilgiler
Bu calsmada kullandiimiz bazi kavramlarin tanimlargagida verilmgtir.

2.1 Tanim: M elemanlarna, b, ¢.... ile gosterilen toplamsal giemeli grup veTl’
elemanlari, B, v,.... ile gosterilen toplamsal gismeli grup olsun. Hea, beM ve v,
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Bel icin, ayb M toplamsal grubunun elemani yaf3 elemani da" toplamsal grubunun
elemani olarak tanimlansin.gé& bu carpimlarsagidaki (¢ kgulu da sglaniyor ise M
toplamsal grubunk-halkasi denir.

() (ata2)yb = arybtazyb
a(y1+y2)b = ayib+ayob
ay(b1+b2) = ayb1+ayb2
(i) (arb)Bc =ay(bBc) =a(ybp)c
(i) Hera,be Miginayb =0 isey = 0.

2.2 Tanim: IcM olmak tzere,I(,M) gamma halkasinin M={aaclacl, acl’, ceM }
(MI'1) kiimesini kapsayahtoplamsal grubund’(M) gamma halkasinisag (sol) ideali
denir. Eserl hem sg§ hem de sol ideal idetoplamsal grubund (M) gamma halkasinin
iki yanh ideali veya kisacal(;M) gamma halkasiniileali denir.

2.3 Tanim: (I', M)n gamma halka olsun. Hexe M icin, edx= x olacaksekilde
ee M ve o el varise(d,e)ciftine (', M) gamma halkasinigugli sol birimi denir.
Her xe M igin, xoe= x olacaksekilde ee Mve 6 I" var ise (J,e) ¢iftine (I, M)
gamma halkasinigicli sg birimi denir. (5,€) ¢ifti, (I, M) gamma halkasinin hem
glcli sg ve sol birim ise kisacgiicli birim denir.

2.4 Tanim: (I',M) gamma halka olsun. gér (",M) gamma halkasinin herhangi i
ve B ideali icin, AI'B cP olmasiA c P veyaB c P olmasini gerektiriyorsal'(M) nin P
idealineasal idealdenir.

2.5 Tanim: (I',M) gamma halkasinin sifir idealsal ideal ise [',M) gamma halkasina
asalgamma halkadenir.

2.6 Tanim: Hern,n1,n2 e N, mymu,m € M veo, f € I i¢in, sgagidaki kasullar
sailayanN toplamsal dgismeli grubunasag I'M — modul denir.

(i) nome N

(ii) (nz + 2 )om=ng om+ N2 am
(i) n(a + B)mM =nam + nPm

(iv) no(m + Mz ) = nom + oy

2.7 Tanim: N1 ve N2 sgg I'M — modul olsun. Aagidaki kasullari sa&layan
0 : N1—> N2 donisimiinesag I'M — modul homorfizmasidenir.

(i) 6 : N2> N2 grup homomorfizmasidir,
(i) Herx e Nrvem e M, a e I igin, 6(xam) = 6(X)am.

2.8 Tanim: M, Barnes anlaminda-halka ve sirasiyld vek, M denM e vel’ danI” ya

toplamsal  dongumler  olsun. Ber her abeMve peligin,
d(agb)=d(§p b+ akp) - # @ hised ye (,M) gamma halkasinik-tiirevi denir.

(I', M )n asal gamma halka g sifirdan farkll ', M ) gamma halkasinin bir ideali
olsun.
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N={U,f)|f:U—->M f, solMI" — modil homomorfizma}

kiimesi Uzerinde, ~" bagintist “U, f)~ (V, 9 < f|, = 9|, olacaksekilde

(I', M )n gamma halkasinib NV tarafindan kapsanan sifirdan farkli en az/iideali
vardir’ seklinde tanimlansin. X kidmesinin tim elemanlarinin denklik siniflarinin
kiimesiQ olsun. Q tzerinde "+” glemi aagidaki gibi tanimlansin.

%+ é: U, )+ (V,9)=UnV, f+0)

Benzersekilde, M, I')n asal gamma halka vezX2 (M, I')n gamma halkasinin bir
ideali olsun.

R={(Q; 1) |t:Q — I' 1, sg MI" — modul homomorfizmasi}

R kimesi Uzerinde£” bagintisisu sekilde tanimlansin.
“(Q, 1 )=(A, o) < 1|, =0]|, olacak sekide M, I')n gamma halkasininnA
tarafindan kapsanan sifirdan farkli en azlbirdeali vardir.”

R kimesinin butin elemanlarinin denklik siniflarikiimesini A ile gosterelim. A
Uzerinde toplamaliemini agagidaki gibi tanimlayalim.

o= (Q)+(MNo)= QA1)

Q ve A toplamsal dgismeli gruplari g6z o©ndne alinaraksagidaki islemini
tanimlayalim;

QXA XQ— Qislemini,

(f,z,9)— ?;gA] = (U, H).Q,7).V,9) = (VQU, fig)ile tanimlayalim.

(A, QN gamma halkadir. Benzeekilde gagidaki islem altinda Q,A)n nin gamma
halka oldgu gorulebilir.

N

AA AAA A
(r,f,0)—7.f.0c =(Q,7).U,f).A,0)=(AUQ, 7 f o)olacaksekilde,

SAXQXA— A islemi tanimlanir ve buradd :IUT — I

(ymB) f= yf(m)p olarak tanimlanir.

2.9 Tanim: (A, Q)n gamma halkasind'(M)n gamma halkasinikesirler halkasidenir.

3. Belirli kosul altinda ttirev i¢in bazi sonuclar

(', M)n asal gamma halka olmak Uzer€, M)n gamma halkasMya=0 isea =0
kosulunu salasin. Ozel olarak(e,e) (I', M)n gamma halkasinin sol birimi isg
yerine ¢ alinarakM ya =0 isea = 0 kasulunun sglandgi gorulir. U, (I', M)n gamma
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halkasinin sifirdan farkh ideali uey(U) = {x € M | xyU = 0, y € T'}olsun. Calgsmanin
bundan sonraki kisimlarinda(U) gosterimi yerine kisaday kullanilacaktir. Aagidaki

ornekte sifirdan farkli asal gamma halkaklg;) = 0 olacaksekilde, sifirdan farkl bir
y elemani bulunabile@egdsterilmitir.

, a b _ e f. .
3.1. Ornek M:{L d}.a,b,c,dez}— M, (Z) ve F_{{g h}.e,f,g,h Z}

olmak Uzere,(I',M) asal gamma halkadirk: T ->T k() =[8.7],=Bay-raf ic

tlrevi igin, y = 01 b= 00 ve a= 10 alirsak,k(y) =0olur
“7=1o 0”70 1/ %o o =R

3.2. Ozellik U, (I'M)n gamma halkasinin sifirdan farkh bir ideali v&k{, (",M)n
gamma halkasi Gzerinde bir tirev olsungeEd(U ) < Ly (yani d(U yU = 0) ise
k(y) =0 dir.

Ispat: Her u, w € U igin, d(uyw = 0 olsun. d(u)yw = 0 aitli ginde u yerine uyv
koyarsak, O =d(uwyv)yw = d(u)yvyw + uk(y)vyw + wd(v)yw, Yu, v, w €U elde edilir.
d(U )yU = 0 old@gundan, 0 =uk(y)vyw , Yu, v, we U olur. (", M)n asal gamma halka
oldugundan sabit biry € T"i¢in, k(y) = O bulunur.

3.3. OzellikKabul edelim ki 0z U vek(y) = 0 olsun. Aagidaki kasullar denktir;
() dU)clLy

(i) d(U)d(U)=0

(i) d(U )ya = 0 olacaksekilde en az bir sifirdan farkh e M vardir.

(iv) gyU = 0 olacaksekildeki bazige Qicin, d(X) = [g, X] = qyX — xyq dir.

Ispat(i =ii) : d(U }yU = 0 olsun. Hep T, heru, v, weU igin,
0 =d(usd(v))yw = (d(u)BdV))yw + (UKB)d(V))yw + (UBd® (V))yw
Hipotezdenupd?(v)yw=0Vp e I', V u, v, weU.

(", M)n asal gamma halka olgundan,

d>(Vyyw=0,vv,we U (1)

Hipotezden ve Ozellik 3.2 ve (13ithi i kullanilarak,

0 =d(d(u)yw) = d*(U)yw + d(u)k(y)w + d(u)yd(w)
d(u)yd(w) Yu, we U

elde edilir. Boylecel(U)yd(U) = 0 olur.

(it = i) : Asal gamma halkanin sifirdan farkli bir ideali timde sifirdan farkl
bir tlrev yok olmaz. gerd=0, 0U <M ised(U )= 0.d(U) =0 olsun.
0 =d(upv) =d(u)pv + uk@)v + upd(v) = uk)vvu,ve U, VB eI
U< M ve ([, M)n asal gamma halka olgundan, O =mk@)n Vm, ne M, VB € I" elde
edilir. (', M)n gamma halka olmasi kullanilarak, e T'icin, k(B)=0 VBeI'. Yani
k=0.

Bu ylzden, 0 =(yfm) = d(upm + uk@)m + ygd(m Vvme M, VB € I', Vu € U.
Hipotezden vek = 0 aitligindenugd(m) = 0 olur. {7, M)n gamma halka asatindan
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d(M ) = 0 elde edilir. Bu da ¢gkidir. Oyleyse, gerd(U )yd(U ) = 0 ise bazi sifirdan
farkli aeM igin, d(U )ya= 0 dir.

(i = 1) : Bazi sifirdan farkla € M icin d(U )ya = 0 olsun.
0 =d(wv)ya = d(u)yvya + uk(y)vya + wd(v)ya Vu, ve U. Kk(y) = 0 olmasi kullanilarak
d(uyyvya = 0,Vu, ve U elde edilir. ', M)n gamma halkasiniasallgindan, d(u)yv =0
veyanya=0Vu, ve U, Vm e M olur. Bzer herm e M i¢in, mya = 0 iseM Uzerindeki
hipotezdena = 0. Bu daa nin sifirdan farkli olmasi ile ¢cgii. O zamangd(u)yv = 0,
Yu, ve U.

(iii < iv) : Ispat Herstein’ nin [4]caimasina paralel olarak verilgtir.ucU, xeM
ve Bel” olsun. U, (I, M)n gamma halkasinin ideali olgundan,usxeU elde edilir.
d(u)ya = 0 ssitli ginde u yerineupx koyarsak
0 = d(upx)ya = d(u)pxya + uk)xya + upd(Xya, v u e U, Yx € M, VB € I elde ederiz.
Boylece du)fxyaom + uk@B)xyaom + uysd(X)yaom = 0, Vael, VmeM ve

dWwaO warm=-wB(. d ¥ a - ug) xa olur. Bu yizden, herhangi

sonlu sonlu
v e V=Myal'M icin, buradaV, (I', M) gamma halkasinin sifirdan farkl idealidir.
(EgerV =0 iseM = 0 veyaMya = 0. Bu da c¢efkidir.)

d(u)pv = upf (v) — uk@)v, VeI,V u,ve U (2)

f(v) u dan bgmsiz fakatv elemanina Gamlidir. M asal gamma halka olgundan,
f(v) iyi tanimhi ve herv € V icin teklikle belirlidir. Her yeM , veV veael igin,
vayeV dir. (2) aitli gindev yerinevay koyarsak,

d(u)s(vay) = upt (vay) - uk(B)vay 3)

elde edilir. (2) ve (3) gtliklerini kullanarak,

(d(u)pvay) = ugf (Vay — uk@)vay = ugf (vay) - uk@)vay
= UBf (V)ay = ugf (vay)
= Up[f (V)ay — f (vay)] = 0,Vu € U, VB e I elde edilir. O zamarM nin asallgindan,

f(V)ay =f (vay), Vve U,Va e I',Vye M 4)

olur. Bu daf : V — M donumunin sg I'M — modul homomorfizmasi olgunu
goOsterir. Bu durumdag = (V, f ) € Q olur. Buna ilaveten, Ozellik 3.5.1 (i) [7]

stkkindan hew € Vicin, f (v) = gyv elde edilir. x e M, v € V ve sabity € T igin, (2)
esitli ginde v yerinexyv koyarak,

d(u)sxyv = Ut (xpv) — uk@xyv = uayxyv — uk@)xyv (5)
(2) ssitli gindeu yerineuyx koyarak,
d(wx)Bv = uyxpf (v) — wxkB)v = uyxBopv — uyxk(B)v 6) (

ve d(ux)pv = d(ulyxpv + uk@)xpv + wd(x)pv elde edilir. (5) gtligi ve k(y) = 0
kullanilarak,
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d(uyx)Bv = uygBxpv + wd(x)sv (7)

bulunur. (6) ve (7) gtliklerini kullanarak da

upxpayv — uyxkB)v = uygixpv + uyd(x)pv VB e I (8)

elde edilir. (8) gitliginde p yeriney koyarak gxyqyv — uyxk(y)v = uyqyxyv + uyd(X)yv
ve k@) = 0 kullanilarak,uy[xyqg — gyx — d(X)]yv = 0 V' u, ve U bulunur. (, M)n
gamma halkasinin asgllive M Gzerindeki hipotezdeml(x) = gyx — xyq, VX € M elde
edilir.

Tersine,qyU = 0 olacaksekildeki bazige Qicin, d(X) = [g, X] = gyX — Xyq olsun. xeU
alinirsa 1, X] yv = (Qyx — xyqQ) yv=qyxyv — xyqyv =0 bulunur. O halde, (iigikkindaki
a elemaninlJ idealinden sifirdan farkl bir elaman alaraklaadgi goruldr.

3.4. Teorem(l“,M)N gamma halkasinin karakterigtikiden farkli vek(y) = O olsun.

O zamand(U) ile dretilen alt halkaninI{, M)n gamma halkasinin sifirdan farkli
ideallerini icermemesi igin gerek ve yeter bigkbd(U )c Ly olmasidir.

Ispat: A, d(U) ile Uretilen alt halka v&=A N U olsun. u € U, s € Sve sabit biry e T’
icin, d(syu) = d(s)yu + sky)u + syd(u) elde edilir. k(y) = O oldigundan ved(syu) € A,
syd(u) € A olmasindand(syu € A, V s e S V u € U elde edilir. d(SyU, (I',M)n
gamma halkasinin gadeali olur. d(U) ile Uretilen alt halkal(,M)n gamma halkasinin
sifirdan farkli idealini icermedinden d(S)y U = (0)olmalidir.
d(wa) = d(u)ya + uk@)a + uyd(a), k(y) = 0 ved(uya) € A, dlu)ya € AveU <M olmasi
kullanilarakuyd(a) € S, Vu € U, Va € A bulunur.

Bu yiizden, 0 =d(uyd(a))yv = d(u)yd(@)yv + uk(y)d@yv + wd?(@yv,vu € U, Va € A
elde edilir.k(y) = 0 olmasi kullanilarak,

0 =d(u)yd(@)yv + wyd? (a)yv, Yu,ve U, Vae A (9)

bulunur. (9) eitli gindeu yerineuyw koyarsak,
0 =d(uw)yd(@)yv + uywyd*(@)yv

=d(u)yywyd(@yv + uky)wyd(@)yv + uyd(w)yd(@)yv + uywyd*(@)yv
k(y) = 0 ve (9) gitli ginden,d(uywyd(a)v =0, Vu, v, we U, Vae A
(', M) gamma halkasinin asgill ve U<M olmasindand(U)yU = 0 veya
M yd(A)yU = 0O elde edilir.M yd(A)yU = 0 olsun. I, M)n gamma halkasinin Gizerindeki
hipotezden,

d(A)yU = 0= d? (uyyw = 0,Vu, we U (10)

bulunur. (10) gtli gindeu yerineuyv yazarsak
0 =d?(uyv)yw = d(d(u)yv)yw + d(uk(y)v)yw + d(uyd(v))yw elde edilir. k(y) = O den,
0 =d(d(u)yv)yw + d(uyd(v))yw
= d?(u)yvyw+d(U)k(y)vpw+d(u)yd(v)yw-+d(u)yd(v)yw-+uk(y)d(v))yw-+uyd(v)yw
k(y) = 0 ve (10) gtligi kullanilarak, 0 = 24(u)yd(v))yw Yu, v, we U bulunur.
(', M)n gamma halkasinin karakterigtikiden farkl oldigundan,
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d(u)yd(v)yw=0 Vu, v, we U (11)

elde edilir. (11) gtli ginde % yerine wyt yazilarak,
0 =d(u)yd(wyt)yw = d(u)yd(v)ytyw + d(u)yvk(»)tyw + d(u)yvyd(t)yw olur. k(y) = 0 ve
(11) sitli gi kullanilarak, 0 =d(u)ywyd(t)yw, Yu, v, wt € U bulunur. ', M)n gamma
halkasinin asalyi ve (", M)n gamma halkasinin tzerindeki hipotezdaft))yU = 0 elde
edilir.

Tersined(U)yU = 0 olsun. Oyleysé&yU = 0 olur. ", M)n gamma halkasinin asailive
(', M)n gamma halkasinin tzerindeki hipotezdér, O elde edilir yand(U) ile Uretilen
alt halka (', M)n gamma halkasinin sifirdan farkli idealini icermez.

3.5. Teorem(I', M)n gamma halkas! karakterigtiikiden farkli ve yukaridaki kgulu
salayan asal gamma halka olsub, sifirdan farkli [', M)n gamma halkasinin sifirdan
farkh bir ideali, @1, k1) ve @2, ko), M nin sifirdan farkh iki tirevi olsun. ger
d1d2(U)=(0) iseql’'U = (0) vepI'U = (0) olacaksekilde Q nunp ve g elemanlari vardir.

Ispat: Eger didz(U)=(0) iseA, dx(U) ile lretilen alt halka olmak tizedk(A) = (0) dir.

d # 0 ve A sifirdan farkh [, M)n gamma halkasinin idealini icermgutiden, Teorem
3.4 gergince hem, v € U ve sabity e I icin, do(u)yv = 0 elde edilir. Ozellik 3.3 den de
aqyU=(0) olacak sekilde geQ vardir. Bu ylzden,
do(uyv) = d2(u)yv + uke(y)v + uyda(v). k(y) = 0 vedz(u)yv = 0 olmasi kullanilarak,
heru, v e U igin, dx(uyv) = uydz(v) elde edilir. Bu durumdagz(U)=0 oldusundan,
0 = didx(uyv) = di(uyda(v)) = di(u)ydz(v) Yu, v € U bulunur. Béylece Ozellik 3.3
kullanilarakd:(U)yU = 0 vepyU = (0) olacaksekildep € Q var oldwgu elde edilir.

4. Sonug

Bu calsmada, birimli veyaM ya =0 isea = 0 kasulunu sglayan ve karakteristi 2 den
farkli, (I, M)n asal gamma halkalari icin, BreSar in [3] salasinda verdi
karekterisazyonlara benzegekilde, 3.3 Ozellk, 3.4 ve 3.5 Teoremlerde verilen
karekterizasyonlar elde edilgtir.
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