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L i karakteristigi sifir olan bir cisim tizerinde sonlu m, m > 2 rankina sahip, k —yinc1 siniftan serbest nilpotent Lie cebiri olsun.
L nin merkezi otomorfizmler grubunun bu cebirin 1A —otomorfizmler grubu ile i¢ otomorfizmler grubuna esit olmasi i¢in

gerek ve yeter kosullar1 belirledik.
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Abstract

Let L, , be the free nilpotent Lie algebra of class k that of finite rank m, m = 2 over a field of characteristic zero. In this study,
we give necessary and sufficient conditions on the equalities of the central automorphisms group of L, , to the IA-

automorphisms group and inner automorphisms group of L,,, .

Keywords: Free Lie algebra, 14 —automorphisms group, inner automorphisms group, central automorphisms group.

1. GIRiS

K Karakteristigi sifir olan bir cisim, F,, K iizerinde
{x1, x5, ..., X } kilmesi tarafindan serbest olarak iiretilen
serbest Lie cebiri ve y, (E,), F, nin alt merkezi serisinin k-

ymci terimi olsun. O zaman Ly, = Fm/yk (E,) k —yinci
smiftan {x;, %, ..., X} kiimesi tarafindan iretilen serbest
nilpotent Lie cebiridir, X =x; +y,(F,), j=1,..,m
olmak iizere burada, X, yazilisi yerine kolaylik olmasi
agisindan x; yaziligini tercih edecegiz. Ly, nin tim
otomorfizmlerinin grubunu Aut(L,, ;) ile gdsterelim. Her
V € Ly i¢in adv: Ly, = Ly lineer doniisimi Ly, , nin

bir tiirevi olup nilpotenttir. Yani y;(F,) = 0 oldugundan
ad® 1y = 0 dir. Bu durumda,

adv ad?*v ad*2v
TR TR (T
lineer doniisiimii iyi tammh olup L, nmn bir
otomorfizmidir. Bu formdaki otomorfizmlere i¢ otomorfizm
denir. L,, , nin tiim i¢ otomorfizmlerinin kiimesi Aut(Lm,k)
nin bir normal altgrubunu olusturur ve bu grup Inn (Lm,k) ile
gosterilir. L', , Ly, min tiiretilmis altcebiri olmak tizere
eger a € Aut(Lm‘k) Ve U € Ly, icin a(u) —u € L'y, ise
a ya Lok nin IA —otomorfizmi denir.
Tiim /A —otomorfizmlerin kiimesi Aut(Lm_k) grubunun bir
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O OZTEKIN

altgrubudur ve bu altgrup  1A(Lp, ) ile gosterilir. Z(Lp, ),
Ly, ;. nin merkezi olmak lizere eger f € Aut(Lmyk) veueE

Lpyicin f(u) —u€Z(Lyy,) ise B ya Ly, nmn
merkezi —otomorfizmi denir.
Tim merkezi —otomorfizmlerin  kiimesi Aut(Lm‘k)

grubunun bir normal altgrubudur ve bu altgrup  Aut¢ (L, ;)
ile gosterilir.

Lie cebirlerinin farkli tiplerdeki otomorfizmlerini, bu
otomorfizmlerin yapisint  ve Ozelliklerini  incelemek,
Ozellikle son zamanlarda tizerinde ¢alisilan olduk¢a dnemli
bir konu haline gelmistir. Ornegin, serbest Lie cebirler
kategorisinin otomorfizmleri [8], serbest nilpotent Lie
cebirlerinin otomorfizmleri [5], bir serbest metabelyen Lie
cebirinin otomorfizm grubu [10], bir serbest metabelyen Lie
cebirinin normal otomorfizmleri [7] calisilmugtir. Ozel bir
otomorfizm grubu olan merkezi otomorfizmler grubu ile
ilgili caligmalar da bulunmaktadir. Bir serbest nilpotent Lie
cebirinin merkezi otomorfizmleri [9] ve bir serbest center-
by-metabelyen Lie cebirinin merkezi otomorfizmleri [6]
incelenmistir. Merkezi otomorfizmlerle ilgili benzer
caligmalar grup teorisinde de [1-4] bulunmaktadir.
Calismamizin temel amaci, [A (Lm,k) = AutC(Lm‘k) olmasi
icin gerek ve yeter kosulun m = 2 ve k = 3 oldugunu ve
Inn(Lmlk) = AutC(Lmlk) olmast i¢in gerek ve yeter
kosulun m = 2 ve k = 3 oldugunu ispatlamaktir.

2. TEMEL SONUCLAR

Ly = Fm/Yk(Fm)’ k —yinc1 smiftan serbest nilpotent Lie

cebiri olsun. u,v € Ly, i¢in [u,v] komiitatdrii ile Lie
carpimini gosterecegiz. Z (Lm,k), Ly nin merkezi olmak

.. _1(F .
iizere  Z(Lmi) = Vie1(Lmx) = 7% 1 m)/yk(Fm) dir.
Béylece L, ; nin herhangi bir § merkezi —otomorfizmi

ﬁ(xi) =X + Vi, Vi € yk—l(Lm,k)' i = 1, W, m
formundadir.

Onerme 2.1. L, serbest nilpotent Lie cebiri olsun. m > 2
ve k = 1igin L, ; nin tiim merkezi otomorfizmleri /4 dir.

ispat. B € Autc(Ly,, ) alalim. Bu durumda B, B(x;) =
x; +v, v; € Vk—1(Lm,k) formundadir m>2 ve k>1
icin Y1 (Limx) € L'myx oldugundan B, Ly, nin bir IA-
otomorfizmi olur.

Onerme 2.2. L, , serbest nilpotent Lie cebiri olsun. m > 2
ve k = 3 igin L, , min tim [A —otomorfimleri merkezidir.

ispat. g € 14 (Lm,3 ) alalim. Bu durumda f,

Bx;) =x; + a[xj,xk], a€ K, Jke{l, .., m}
formundadir. L, 5 serbest nilpotent Lie cebirinin merkezi
Z(Lms3) = ¥2(Lms3) oldugundan B, L, 3 mn bir merkezi-
otomorfizmidir.
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Teorem 2.1. Ly, serbest nilpotent Lie cebiri olsun.
IA(Lm,k) = AutC(Lm‘k) olmasi igin gerek ve yeter kosul
m = 2 ve k = 3 olmasidir.

ispat. Onerme 2.1 ve Onerme 2.2. den elde edilir

Simdi Inn(Lm‘k) = Aut, (Lm‘k) olmas igin gerek ve yeter
kosulun m = 2 ve k = 3 oldugunu ispatlamak icin gereken
onerme ve teoremleri verelim.

Onerme 2.3. L, , serbest nilpotent Lie cebiri olsun. Eger g,
Ly nInyy_p (Lm‘ k) tarafindan belirlenen bir i¢ otomorfizmi
ise B merkezi —otomorfizmdir.

ispat. 8, Vi, (Lm_k) tarafindan belirlenen bir i¢ otomorfizm
olsun. Bu durumda 8, v; € }’k—z(Lm,k) olmak tizere
B(x;) = e*i(x;) = x; + [x;, v;] formundadar.

Bx) — % € Vi1 (Lng) = Z(Lymy) oldugundan B, Lo,
nin bir merkezi- otomorfizmi olur.

Teorem 2.2.

Lo,
Aut¢(Lpyy) = Hom ( ‘k/Z(Lm,k) ) Z(Lm‘k)> dir.

. L
ispat. o Autc(Lmy) - Hom( m'k/Z(Lm,k)'Z(Lm'k)>
homomorfizmini, her bir € Aut¢(Ly,y ) Ve u € Ly, igin

L
% ™ Z(L) ~ Z L)

op (u + Z(Lm,k)) =p) —u olmak iizere o(B) =oap
olarak tanimlayalim.

Once op min iyi tanimli oldugunu gosterelim.

Uy, Uy € Ly alalim.

L .
u + Z(Lm,k)' U + Z(Lm,k) € mlk/Z(Lm,k) 1¢1n

Uy + Z(Liy) =ty + Z(Lyy) Olsun. O zaman u; —u, €
Z (Lm_k) olup f merkezi otomorfizmi merkezdeki tiim
elemanlar1 sabit biraktigindan f(u; —u,) = uy —u, dir.

Buradan B (uy) —uy = B(uy) —u, ve

Z(Lini)) = 05 (1 + Z(Lumy)) elde edilir. Yani g5 iyi
tanimlidir.

Simdi ¢ nin iyi tanimli oldugunu gésterelim.

0, € Autc(Lmy) icin a(B) # () olsun. O zaman her
U € Ly igin 0(B) (u+Z(Lim)) = B0 —u # 6(u) —
—u=0(0)(u+Z(Lny)) olup B # 6 dir. Béylece o

nin iyi tanimli oldugu elde edilmis olur.
B € kero ise o(B) =0 dir. Buradan, her u € L, i¢in

o(B) (u+ Z(Lms)) = B@) —u =10 elde edilir, bu ise
B(u) = u yani B nin birim otomorfizm olmas1 demektir. O

halde, Id, birim otomorfizmi gostermek tizere kero = {Id}
olup o birebirdir.

aﬁ(u1+
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. L ..
Her bir h € Hom( m’k/Z(Lm’k);Z(Lm,k)> icin  p(w) =

u+h (u +Z (Lm,k)) olarak tanimlayalim. Burada b€
Aut, (Lm’k) oldugu agiktir.

h (u + Z(Lm,k)) =Bu) —u= d(B) (u + Z(Lm‘k))
esitliklerinden h = a(B) elde edilir. O halde ¢ 6rtendir.
Oyleyse o bir izomorfizmadir.

Teorem 2.3. Ly, serbest nilpotent Lie cebiri

olsun. Inn(Lm,k) = AutC(Lm,k) gerek ve yeter kosul
m =2 ve k = 3 olmasidir.

ispat. Inn(Lyy) = Autc(Ly,) oldugunu kabul edelim.
Her bir i¢c otomorfizmi merkezi ise Onerme 2.3 ten k = 3
oldugu elde edilir.

Lm,k
/Z(Lm’k) | mn(Lg)|,

L
|Z(Lm,k)| sirayla mlk/Z(Lmk) ) Inn(l‘m,k)» AutC(Lm,k)

veZ (Lm,k) nin rankini gostersin.

|[Aute(Lni) | ve

L,k /Z (L) Z (L x) sonlu rankh oldugundan,

L
| = el = ()
dir. Teorem 2.2 den

|Lm'k/ Z(Ly) | = HOM (Lmyk/ z (Lm.k)'Z(Lm'k)>
O] o R O L

dir. Buradan |Z(L,,.)| =1 elde edilir. Oyleyse k =3
oldugundan Z(L,,3) = {[x;, x,]}dir ve bdylece m = 2 elde
edilmis olur.
Simdi m = 2 ve k = 3 olsun.
B € Inn(Lzyg) ise

B =e*(x) = x; + [x;,u]
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formunda olup u € y;(Ly3) dir. Onerme 2.3 ten B €
Aut¢(Ly3) dir.
B e AutC(L2‘3) alalim.

B(x) =x; + [xj, xk], J ki€ {12}
seklindedir. j, k ve i nin alabilecegi tiim degerler i¢in f i¢
otomorfizmdir. Boylece

Aut(Lys) = Inn(Lys)
elde edilmis olur.
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