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eitsizliini salayan, ∆  birim diskinde tanımlı normalize edilmi fonksiyonların sınıfı 
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eitsizliini salayan, normalize edilmi analitik fonksiyonların ( , )Pα β λ ile gösterilen sınıfına 

ait bir fonksiyon olsun. ( , , )f H α β λ∈  fonksiyonu 
2 3

2 3( ) ...f z z a z a z= + + +  ile 

verilsin. 
2

3(2 1) 4( 1)λ µ λ+ ≥ +  olduunda  
2

3 2a aµ−  fonksiyoneli için kesin üst sınır 

elde edildi. 

 

ON THE FEKETE-SZEGÖ PROBLEM  

Abstract  

For  (0 1),α α≤ <   (0 1)λ λ≤ ≤  and 0,β >  let ( , , )H α β λ  be the class of 

normalized functions defined in the unit disk ∆  by 

2

2

'''( ) (2 1) "( ) '( )
Re 0.

"( ) '( )

z f z zf z f z
z

z g z zg z

λ λ

λ

 + + +
> 

+ 
 

Let ( ),g z  be the function belong to the class of normalized functions ( , )Pα β λ  which is 

provide the inequality 
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in the unit disk .∆  For ( , , )f H α β λ∈ and given by 
2 3

2 3( ) ...f z z a z a z= + + + , a 

sharp upper bound is obtained for 
2

3 2a aµ−  when  
23(2 1) 4( 1) .λ µ λ+ ≥ +  

1. GR 

{ : 1}z z∆ = <  açık birim diskinde analitik, 
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biçimindeki fonksiyonların ailesi A  olsun. Ayrıca ∆  birim diskinde analitik ve ünivalent olan 

fonksiyonların sınıfı S  ile gösterilsin. A  sınıfına ait bir ( )f z  fonksiyonu, bazı  

 (0 1),α α≤ <   (0 1)β β< ≤  deerleri için  
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eitsizliini salıyorsa, ∆  diskinde  tipi  mertebeden α β güçlü olarak yıldızıldır denir  ve  

( )Sα β∗  ile gösterilir. 

Eer f A∈  fonksiyonu   (0 1),α α≤ <   (0 1)β β< ≤  deerleri için  
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eitsizliini salıyorsa, ∆  diskinde  tipi  mertebeden α β güçlü olarak konvekstir denir  

ve bu tür fonksiyonların sınıfı  ( )Cα β   ile gösterilir. 

( )f z A∈  fonksiyonu, eer tüm z ∈ ∆  ve bazı  (0 1),α α≤ <   (0 1)λ λ≤ ≤ , 

 (0 1)β β< ≤  deerleri için  
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eitsizliini salıyorsa, ( , )Pα β λ   sınıfındadır denir. 
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Burada özellikle ( ,0) ( )P Cα αβ β=    eitlii vardır. µ ∈ �  için Fekete-Szegö [3]  analitik 

ünivalent fonksiyonların S  sınıfı için 
2

3 2a aµ−  modülünün maksimum deerini elde 

etmitir. S  nin deiik fonksiyonlarında, deiik yöntemlerle 
2

3 2a aµ−  için üst sınır  bulma 

problemi bir çok matematikçi  tarafından çalıılmıtır [4, 5, 6, 7, vs.].  

Biz bu çalımada Kamali  ve Akbulut [1] tarafından negatif katsayılı fonksiyonlar için  çalıılmı 
( , , )C n λ α  sınıfını Fekete-Szegö problemi için inceleyip, Jahangiri [2]’ nin yöntemini  

kullanarak 
2

3 2a aµ−  fonksiyoneli için kesin üst sınır elde ettik. 

1.1. Tanım: ,  f A  ya ait bir fonksiyon,  (0 1),  α α≤ <  (0 1)λ λ≤ ≤  ve 0β >  

olsun. Bu takdirde ( , , )f H α β λ∈  olması için gerekli ve yeterli koul 

2 3

2 3( ) ...g z z b z b z= + + +   olmak üzere  
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(1.5)             

eitsizlii salanacak biçimde ( , )g Pα β λ∈  fonksiyonunun var olmasıdır.  

Ayrıca, ( , ,0) ( , )H Mα β α β= eitlii kolayca yazılır. ( , )M α β  sınıfı Frasin et al. [8]  

tarafından çalıılmıtır. 

 

2. TEMEL SONUÇLAR 

 

Temel sonuçlarımızı türetmek için aaıdaki  Yardımcı Teoreme ihtiyacımız vardır. 

2.1. Yardımcı Teorem: h P∈  olsun. Yani, ,  h ∆  birim diskinde analitik ve z ∈ ∆  için 

Re ( ) 0h z >  olmak üzere 
2

1 2( ) 1 ...h z c z c z= + + +  biçiminde verilsin. Bu takdirde  

22
11

2 2
2 2

cc
c − ≤ −  

eitsizlii yazılır [9]. 

 

 

 



Halit ORHAN,   Ömer DURMAZPINAR, Hükmi KIZILTUNÇ ... 936

Eylül 2009 Cilt:17 No:3 Kastamonu Eğitim Dergisi

 4

2.2. Teorem: (1.1) ile verilen ( )f z  fonksiyonu ( , , )H α β λ  sınıfına ait olsun. Bu takdirde 

0 1,α≤ <  0 1,λ≤ ≤  1β ≥  ve 
23(2 1) 4( 1)λ µ λ+ ≥ +  için  

2

3 2
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eitsizlii yazılır. 

 

spat: ( ) ( , , )f z H α β λ∈  olsun. (1.5) ifadesinden 
2

1 2( ) 1 ...q z q z q z= + + +  ile 

verilen q P∈  ve z ∈ ∆  için  

                                     

3 2 2'''( ) (2 1) "( ) '( ) "( ) '( ) ( )z f z z f z zf z z g z zg z q zλ λ λ + + + = +              (2.2) 

eitlii yazılır.  (2.2) denkleminin her iki yanındaki aynı dereceli terimlerin katsayıları eitlenirse,  

                                                   2 1 24( 1) 2( 1)a q bλ λ+ = + +                                         (2.3)  

ve 

                                 
2

3 2 2 1 33 (2 1) 2( 1) 3(2 1)a q b q bλ λ λ+ = + + + +                       (2.4)    

eitlikleri elde edilir. (1.4) eitsizliinden  
2

1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  ile verilen p P∈  

ve z ∈ ∆  için  

3 2 2'''( ) (2 1) "( ) '( ) "( ) '( )z g z z g z zg z z g z zg zλ λ α λ + + + − +   

                                                                         
2 "( ) '( ) ( ( ))z g z zg z p z βλ = +           (2.5) 

eitlii yazılır. Böylece,  (2.5) denkleminin her iki yanındaki aynı dereceli terimlerin katsayıları 
eitlenirse,  

                                                       2 12(1 )( 1)b pα λ β− + =                                             (2.6) 

ve 

                       
2

3 2 1

(3 ) 1
3(2 )(2 1)

2(1 )
b p p

β α α
α λ β

α

 − + −
− + = + 

− 
                       (2.7) 

eitlikleri elde edilir.  (2.3), (2.4), (2.6) ve (2.7)  ifadelerinden 
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eitlii yazılır. imdi, 
2

3 2a aµ−  ifadesinin pozitif olduunu kabul edelim. Böylece 

2

3 2Re( )a aµ−  deerini tahmin etmeye çalıacaız. 
1 2 ,i

p re
θ=  

1 2Re ,i
q

φ=  

0 1,r≤ ≤  0 1,R≤ ≤  0 2 ,θ π≤ <  ve 0 2φ π≤ <  olarak seçilip,  (2.8) eitliinde 

2.1. Yardımcı Teorem kullanılırsa,  
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eitsizlii elde edilir. 0 1,α≤ <  0 1,λ≤ ≤  1β ≥  ve 
23(2 1) 4( 1)λ µ λ+ ≥ +  

olduunda , ,  ve α β λ µ  sabit olmak üzere ( , )r Rψ  fonksiyonunun  ve r R  ye göre kısmi 

türevinden,  

2 5 4 2 4 4

4 4 4
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olduu görülür. Bu nedenle ( , )r Rψ  fonksiyonu maksimum deerini sınırlarda alır. Böylece,  
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2 2
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                                  (2.10)     

biçimindeki istenen eitsizlik bulunur.  

1 1 2p q i= =  ve 
2 2 2p q= = −  yazıldıında, (2.1) için eitlik durumu elde edilir. Eer 

yukarıdaki Teoremde 1λ =  yazılırsa, aaıdaki sonuç elde edilir.  
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1. Sonuç: ( )f z  fonksiyonu (1.1) deki gibi verilsin ve ( ) ( , ,1)f z H α β∈  olsun. Bu 

takdirde 0 1,  1α β≤ < >  ve 9 16µ ≥  için   

                                                                   

2
2

3 2 2

[6(9 16) (128 32 27 )] (2 1 )(27 32)
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a a
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− − −
                       

(2.11)     

kesin eitsizlii elde edilir.  

Eer yukarıdaki Teoremde 
1

2
λ =  yazılırsa, aaıdaki sonuç elde edilir.  

2. Sonuç: ( )f z  fonksiyonu (1.1) deki gibi verilsin ve 
1

( ) ( , , )
2

f z H α β∈  olsun. Bu 

takdirde 0 1,  1α β≤ < ≥  ve 2 3µ ≥  için   

                                                                       

2
2
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µ
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− ≤ +

− − −
                                             

(2.12)     

kesin eitsizlii elde edilir.  
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