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Profil Kaydırmalı Silindirik Evolvent Dişli                        

Çarkların Matematik Modellenmesi (TR) 

 Mathematical Modelling of Profile-Shifted                                

Cylindrical Involute Gears (EN) 

Önemli Noktalar (Highlights) 
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 Asimetrik profilli dişliler ve profil kaydırma / Asymmetric gears and addendum modification 
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Bu çalışmada kremayer takımla imal edilen helisel dişli çarkların matematik modeli ele alınmıştır. Evolvent 

parametresinin üst limitinin tayini için bir analitik metot geliştirilmiştir. / This paper studies the mathematical 

models of helical gears generated by rack-type cutters. An analytical method for determining effective upper 

limit of involute parameter is proposed.   
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surfaces.   
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 ÖZ 

Bu çalışmada kremayer takımla imal edilen evolvent profilli dişli çark mekanizmalarının modellenmesi ele alınmıştır. Dişli teorisi 

ve imalat metodundan hareketle profil kaydırmalı pinyon ve çarkın tam matematik modeli verilmiştir. Asimetrik diş profile de göz 

önüne alınmıştır. Bir bilgisayar programı geliştirilerek profil kaydırmanın imal edilen dişli geometrisindeki etkileri incelenmiştir. 

Sayısal uygulamalar matematik modelin ve programlamanın doğruluğunu ve geçerliliğini göstermiştir. 

Anahtar Kelimeler: Evolvent profil, profil kaydırmalı dişliler, kremayer takım. 

Mathematical Modelling of Profile-Shifted            

Cylindrical Involute Gears 

ABSTRACT 

This paper studies the equations of involute gears manufactured by rack-type cutters. Based on the gear theory and production 

method a complete mathematical model of a profile-shifted gear pair is given. Also asymmetric tooth profile is considered. A 

computer simulation program is developed to investigate the effect of profile shifting on the generated teeth surfaces. Numerical 

examples demonstrate the verification and validation of the simulation model. 

Keywords: Involute profile, profile-shifted gears, rack cutter. 

1. GİRİŞ (INTRODUCTION) 

Düz ve helisel evolvent dişli çarklar paralel miller 

arasında güç ve hareketin iletiminde yaygın olarak 

kullanılır. Helisel dişliler daha sessiz çalışmakta ve daha 

büyük yük taşımaktadır. Dişli çarkların seri imalatında 

yuvarlanma yöntemini esas alan takımlar 

kullanılmaktadır. Takım ve imal edilen dişli arasındaki 

izafi harekete göre kremayer, azdırma ve pinyon-tipi 

olarak sınıflandırılan bu takımlar verilen bir modül için 

tüm diş sayılarındaki çarkların imalatında kullanılır [1-

2].  

Tsay, kremayer takımla imal edilen helisel dişli çarkların 

matematik modelini sunmuştur [3]. Chen ve Tsay, dişli 

teorisi ve yuvarlanma yönteminden hareketle helisel dişli 

çark mekanizmalarının matematik modelini sunmuş ve 

küçük diş sayılarına inmeyi sağlayan kök düzeltmesini 

incelemiştir [4]. Yang, helisel dişli çarklarda asimetrik 

diş profilini de göz önüne alan matematik modeli 

sunmuştur [5]. Asimetrik dişlilerde sağ ve sol profiller 

farklı kavrama açıları ile oluşturularak yüksek 

mukavemet ve verimlilik, düşük titreşim ve gürültü gibi 

performanslar elde edilir. Liu ve Tsay, evolvent dişli 

çarkların genelleştirilmiş hali olan beveloid dişli 

çarkların matematik modelini sunmuştur [6]. Beveloid 

dişli çarklar diş genişliği boyunca lineer  

profil kaydırmalı evolvent dişli çarklar olarak 

tanımlanabilir. Brauer ise konvansiyonel profil 

kaydırmayıda gözönüne alan beveloid dişli modelini ve 

bu modelden hareketle sonlu eleman modelini sunmuştur 

[7]. Huang ve Su, beveloid dişli çark modeline 

fonksiyonel modifikasyonları (uç kabartma ve bombeli 

diş)  ilave ederek dinamik sonlu eleman analizini 

gerçekleştirmişlerdir [8]. Alttan kesme evolvent 

dişlilerde küçük diş sayılarında meydana gelen ve 

dişdibini zayıflatarak yük taşıma kabiliyetini azaltan bir 

olaydır. Profil kaydırma alttan kesmeyi önlemek için 

kullanılan yöntemlerden ençok uygulananıdır. Bunun 

nedeni profil kaydırmalı dişlilerin standart (profil 

kaydırmasız) dişlilerde kullanılan takımlarla ve 

tezgahlarla imal edilebilmeleridir. Profil kaydırma alttan 

kesmeyi önlemenin yanısıra mekanizmayı istenen 

eksenlerarası mesafeye yerleştirmek ve diş 

mukavemetini arttırmak için de kullanılmaktadır. 

Dişlilere uygulanan profil kaydırma faktörlerinin 

toplamına göre mekanizmalar sınıflandırılmaktadır. 

Profil kaydırmalı mekanizmalar 𝑥1 + 𝑥2 = 0 durumunda 

V-0 Mekanizmaları, 𝑥1 + 𝑥2 ≠ 0 durumunda ise V-

Mekanizmaları olarak adlandırılmaktadır [9]. 

Literatürde mevcut çalışmalarda matematik modellerin 

detayları genellikle verilmemektedir. Takımın 

şekillendirici yüzeylerine ait parametrelerin değişim 

aralıkları birçok çalışmada okuyucuya bırakılmaktadır. 

Ayrıca profil kaydırmanın matematik modele ilavesi 

değişik düzenlemelerle yapılmakta ve denklemlerde açık 
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olarak gösterilmemektedir. Genelde sadece resim 

üzerinden nasıl yapılacağı belirtilmektedir. Yang, pinyon 

ve çarka uygulanacak profil kaydırmada takımın çarklara 

göre izafi konumlarını belirtmekle birlikte vektör 

modelde ve koordinat dönüşümlerinde profil kaydırmayı 

göstermemiştir. Çalışmada asimetrik dişli durumunda 

profil kaydırmalı mekanizmaların montaj özellikleri 

belirtilmemiştir [5]. Bair, profil kaydırma miktarını 

denklemlere ilave etmekle birlikte evolvent 

parametresinin değişim aralığını belirtmemiştir [10]. 

Yukarıda belirtilen çalışmalarda profil kaydırmalı 

mekanizmalarıda gözönüne alan detaylı bir matematik 

modelin olmaması yazarı bu konuda çalışmaya teşvik 

etmiştir. Sunulan bu çalışmada profil kaydırmalı 

mekanizmaların bilgisayar simülasyonu için kremayer 

takımla imal edilen düz ve helisel dişli çark 

mekanizmalarının (pinyon ve çark) matematik 

modellenmesi ele alınmıştır. Vektör formunda ifade 

edilen takım matematik modeline profil kaydırma 

miktarıda eklenmiştir. Normal kesitte tanımlanan takım 

modelinden hareketle koordinat dönüşüm, diferansiyel 

geometri ve dişli ana kanunu uygulanarak asimetrik 

evolvent profilli helisel dişli çiftinin matematik modeli 

elde edilmiştir. Bu model programlanarak bilgisayar 

ortamına aktarılmıştır. Farklı dizayn parametreleri 

seçilerek hazırlanan ve görselleştiren sayısal 

uygulamalarda modelin hem V-0  hemde V-

Mekanizmaları için doğru ve geçerli olduğu sonucu elde 

edilmiştir. Asimetrik dişli durumda sınırlamalar 

belirtilmiştir. Ayrıca kremayer takımla dişli çark 

imalatında evolvent parametresinin üst sınırının imal 

edilen diş profilinde standart dişbaşını sağlayan analitik 

yöntem [11] bu çalışmada sunulan  profil kaydırmalı 

modele adapte edilmiştir.  

Profil kaydırmanın ve asimetrik diş profilinin de göz 

önüne alındığı takımın matematik modeli çalışmanın 

ikinci bölümünde verilmiştir. İmal edilen dişli çarkların 

matematik modelleri üçüncü bölümde ele alınmaktadır. 

Dördüncü bölümde evolvent parametresinin üst limiti 

için geliştirilen yöntem anlatılmıştır. Beşinci bölümde 

sayısal uygulamalar ele alınmış ve sonuçlar 

görselleştirilmiştir. Altıncı bölümde sonuçlar 

vurgulanmıştır. 

 

2. KREMAYER TAKIMIN MATEMATİK 

MODELİ (MATHEMATICAL MODEL OF THE 

RACK CUTTER) 

2.1.Normal Kesitte Takım Geometrisi (Cutter 

Geometry on the Normal Section) 

Helisel dişli çark mekanizmasını imal eden kremayer 

takım geometrisi Şekil 1’de normal kesitte 

gösterilmektedir. Burada pinyon-çark mekanizmasını 

eşzamanlı oluşturan kremayer takım, dişlileri ayrı ayrı 

oluşturan iki özdeş kremayerin üstüste bindirilmiş 

durumu olarak değerlendirilmektedir. Diğer bir anlatımla 

takım imajinerdir. Trapez şekilli bu takımın köşeleri 

yuvarlatılmıştır. Takım öteleme hareketi yaparken eş 

çalışan dişliler dönme hareketi yapmaktadır. Normal 

kesitte takım geometrisini belirlemek için kullanılan 

𝑆𝑛(𝑋𝑛 , 𝑌𝑛 , 𝑍𝑛)  koordinat sistemi sağ el kuralına 

uymaktadır. 𝑌𝑛 ekseni takım taksimat hattında ve 𝑋𝑛 

ekseni diş boşluğu merkez doğrusu üzerindedir. Takımın 

imal edilen dişlilerin yanak, kök ve tabanlarını 

şekillendiren bölgelerinin literatürde mevcut olan 

denklemleri [5, 12]  profil kaydırma faktörleri ilave 

edilerek aşağıda verilmektedir. Denklemlerde normal 

kesitte kavrama açısı 𝛼𝑛 ve takım ucu yuvarlatma 

yarıçapı 𝜌 sembolleriyle gösterilmektedir. Bu 

sembollerin alt indislerindeki rakamlar sırasıyla sol ve 

sağ profiller içindir. Taksimat hattında diş kalınlığın 

yarısı veya diş boşluğunun yarısı 𝑏𝑐 = 0.25𝜋𝑚𝑛 

ifadesiyle hesaplanır.  𝑐𝑦 = 0,1,2 ….  alınarak takım 

geometrisi  istenilen diş sayısında oluşturulabilir.  

 
Şekil 1. Kremayer Takımın Normal Kesiti (Normal Section of 

the Rack Cutter) [5, 12]  

 

Pinyon dişlisinin tabanını şekillendiren 𝑎𝑐̅̅ ̅ ve 𝑏𝑑̅̅̅̅  

bölgelerinin yer vektörleri (1-2) numaralı eşitliklerde 

verilmektedir. 𝑎𝑐̅̅ ̅ bölgesindeki bir noktanın konumunu 

tayin eden eğrisel parametrenin değişim aralığı [𝑙𝑎 ∈
0, 𝑏𝑐 − ℎ𝑎𝑡𝑎𝑛𝛼𝑛1 − 𝜌1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛1] dır. Benzer şekilde 𝑏𝑑̅̅̅̅  

bölgesindeki bir noktanın konumunu tayin eden eğrisel 

parametrenin değişim aralığı [𝑙𝑏 ∈ 0, 𝑏𝑐 − ℎ𝑎𝑡𝑎𝑛𝛼𝑛2 −
𝜌2𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛2] dır. Profil kaydırma miktarı 𝑒𝑝 sembolü ile 

gösterilmektedir ve 𝑒𝑝 = 𝑚𝑛 ⋅ 𝑥1  dir. 

𝑅𝑛
𝑎𝑐 = {

𝑥𝑛
𝑎𝑐

𝑦𝑛
𝑎𝑐

𝑧𝑛
𝑎𝑐

} = {

−ℎ𝑎 + 𝜌1𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛1 − 𝜌1 + 𝑒𝑝
𝜋𝑚𝑛

2
−𝑙𝑎 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}         (1) 

 

𝑅𝑛
𝑏𝑑 = {

𝑥𝑛
𝑏𝑑

𝑦𝑛
𝑏𝑑

𝑧𝑛
𝑏𝑑

} = {

−ℎ𝑎 + 𝜌2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛2 − 𝜌2+𝑒𝑝

−
𝜋𝑚𝑛

2
+𝑙𝑏 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}          (2) 

Pinyon dişlisinin kökünü şekillendiren 𝑐𝑒̅̅̅ ve 𝑑𝑓̅̅̅̅  

bölgelerinin yer vektörleri (3-4) numaralı eşitliklerde 

verilmektedir. Bu bölgelerdeki herhangi bir noktanın 
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konumunu tayin eden eğrisel parametrelerin sınırları  
[𝑙𝑐 ∈ 0, 90° − 𝛼𝑛1] ve [𝑙𝑑 ∈ 0, 90° − 𝛼𝑛2] dir.  

𝑅𝑛
𝑐𝑒 = {

𝑥𝑛
𝑐𝑒

𝑦𝑛
𝑐𝑒

𝑧𝑛
𝑐𝑒

} =

{

−ℎ𝑎 + 𝜌1𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛1 − 𝜌1𝑐𝑜𝑠𝑙𝑐+𝑒𝑝

𝑏𝑐 + ℎ𝑎 tan 𝛼𝑛1 + 𝜌1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛1 − 𝜌1𝑠𝑖𝑛𝑙𝑐 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

} (3)  

 

𝑅𝑛
𝑑𝑓

= {

𝑥𝑛
𝑑𝑓

𝑦𝑛
𝑑𝑓

𝑧𝑛
𝑑𝑓

} =

{

−ℎ𝑎 + 𝜌2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛2 − 𝜌2𝑐𝑜𝑠𝑙𝑑+𝑒𝑝

−𝑏𝑐 − ℎ𝑎 tan 𝛼𝑛2 − 𝜌2𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛2 + 𝜌2𝑠𝑖𝑛𝑙𝑑 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}

                                                                        (4) 

 

Pinyon dişlisinin evolvent yanaklarını şekillendiren 𝑒𝑔̅̅̅̅  

ve 𝑓ℎ̅̅̅̅  bölgelerinin yer vektörleri (5-6) numaralı 

denklemlerde verilmektedir. Bu bölgelerdeki herhangi 

bir noktanın konumunu tayin eden eğrisel parametrelerin 

sınırları [𝑙𝑒 ∈ −ℎ𝑎/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛1, ℎ𝑎/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛1] ve [𝑙𝑓 ∈ −ℎ𝑎/

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛2, ℎ𝑎/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛2] dir. 

𝑅𝑛
𝑒𝑔

= {

𝑥𝑛
𝑒𝑔

𝑦𝑛
𝑒𝑔

𝑧𝑛
𝑔ℎ

} = {

𝑙𝑒 cos 𝛼𝑛1 +𝑒𝑝

𝑏𝑐−𝑙𝑒 sin 𝛼𝑛1 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}               (5) 

 

𝑅𝑛
𝑓ℎ

= {

𝑥𝑛
𝑓ℎ

𝑦𝑛
𝑓ℎ

𝑧𝑛
𝑓ℎ

} = {

𝑙𝑓 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑛2 +𝑒𝑝

−𝑏𝑐+𝑙𝑓 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑛2 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}           (6) 

 

İmajiner takımın pinyonun evolvent yanağını 

şekillendiren bölgesi ile çarkın evolvent yanağını 

şekillendiren bölgesi aynıdır. Ancak imal edilen 

taslaklara göre profil kaydırma yönleri farklı olduğundan 

çark dişlisinin evolvent yanaklarını şekillendiren  𝑒𝑔̅̅̅̅  ve 

𝑓ℎ̅̅̅̅  bölgelerinin yer vektörleri (7-8) numaralı 

denklemlerde verilmektedir. Profil kaydırma miktarı bu 

denklemlerde 𝑒ç sembolü ile gösterilmektedir ve 𝑒ç =

𝑚𝑛 ⋅ 𝑥2 dir. Bu denklemlerde bölge parametrelerinin 

değişim aralıkları pinyon için verilenlerle aynıdır. 

𝑅𝑛
𝑒𝑔

= {

𝑥𝑛
𝑒𝑔

𝑦𝑛
𝑒𝑔

𝑧𝑛
𝑔ℎ

} = {

𝑙𝑒 cos 𝛼𝑛1 −𝑒ç

𝑏𝑐−𝑙𝑒 sin 𝛼𝑛1 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}               (7) 

𝑅𝑛
𝑓ℎ

= {

𝑥𝑛
𝑓ℎ

𝑦𝑛
𝑓ℎ

𝑧𝑛
𝑓ℎ

} = {

𝑙𝑓 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑛2 −𝑒ç

−𝑏𝑐+𝑙𝑓 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑛2 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}           (8) 

Çark dişlisinin kökünü şekillendiren 𝑔𝑖̅ ve ℎ𝑗̅ 

bölgelerinin yer vektörleri (9-10) numaralı denklemlerde 

verilmektedir. Bu denklemlerde bölge parametrelerinin 

değişim aralıkları [𝑙𝑔 ∈ 90° − 𝛼𝑛1, 0 ]  ve [𝑙ℎ ∈ 90° −

𝛼𝑛2, 0 ]  dir. 

𝑅𝑛
𝑔𝑖

= {

𝑥𝑛
𝑔𝑖

𝑦𝑛
𝑔𝑖

𝑧𝑛
𝑔𝑖

} =

{

ℎ𝑎 − 𝜌1𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛1 + 𝜌1𝑐𝑜𝑠𝑙𝑔−𝑒ç

𝑏𝑐 − ℎ𝑎 tan 𝛼𝑛1 − 𝜌1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛1 + 𝜌1𝑠𝑖𝑛𝑙𝑔 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

} (9) 

 

𝑅𝑛
ℎ𝑗

= {

𝑥𝑛
ℎ𝑗

𝑦𝑛
ℎ𝑗

𝑧𝑛
ℎ𝑗

} =

{−

ℎ𝑎 − 𝜌1𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛2 + 𝜌2𝑐𝑜𝑠𝑙ℎ−𝑒ç

𝑏𝑐 + ℎ𝑎 tan 𝛼𝑛2 + 𝜌1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛2 − 𝜌2𝑠𝑖𝑛𝑙ℎ + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}

                                                                      (10) 

 

Çark dişlisinin tabanını şekillendiren 𝑖𝑘̅ ve 𝑗𝑘̅ 

bölgelerinin yer vektörleri (11-12) numaralı 

denklemlerde verilmektedir. Bu denklemlerde bölge 

parametrelerinin değişim aralıkları  [𝑙𝑖 ∈ 𝑏𝑐 −

ℎ𝑎𝑡𝑎𝑛𝛼𝑛1 − 𝜌1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛1, 0] ve [𝑙𝑗 ∈ 𝑏𝑐 − ℎ𝑎𝑡𝑎𝑛𝛼𝑛2 −

𝜌2𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛2, 0] dir. 

𝑅𝑛
𝑖𝑘 = {

𝑥𝑛
𝑖𝑘

𝑦𝑛
𝑖𝑘

𝑧𝑛
𝑖𝑘

} = {

ℎ𝑎 − 𝜌1𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛1 + 𝜌1−𝑒ç

𝑙𝑖 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}             (11) 

 

𝑅𝑛
𝑗𝑘

= {

𝑥𝑛
𝑗𝑘

𝑦𝑛
𝑗𝑘

𝑧𝑛
𝑗𝑘

} = {

ℎ𝑎 − 𝜌2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛2 + 𝜌2−𝑒ç

−𝑙𝑗 + 𝑐𝑦𝜋𝑚𝑛

0

}             (12) 

 

2.1.  Helisel Yüzey Oluşturma (Helical Surface 

Generation)   

Helisel dişli çarklarda temel boyut ve büyüklükleri 

tanımlamak için diş doğrultusuna dik olan normal kesit 

ve mile dik olan alın kesit kullanılır. Normal kesitte ve 

alın kesitte referans profilleri trapez şekilli kremayer 

olmakla birlikte kavrama açıları ve modüller farklıdır. 

Standart ölçüler normal kesitte belirlenmektedir. Dişler 

mil eksenine göre eğik olduğundan helisel takım 

yüzeyini elde etmek için normal kesitten hareketle 

koordinat dönüşümü uygulanır. Böylece Şekil 2'de 

görüldüğü üzere 𝑆𝑛 koordinat sistemine bağlı normal 

kesitteki yüzey 𝑂𝑛𝑂𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ doğrusu boyunca ötelenir. 𝜆 =

|𝑂𝑛𝑂𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| takım yüzeyinin dizayn parametrelerinden biridir 

ve 𝛽 imal edilen dişlinin helis açısıdır. Dönüşümün 

matematik ifadesi (13) numaralı eşitlikte verilmektedir. 



Mahmut Cüneyt FETVACI  / POLİTEKNİK  DERGİSİ, Politeknik Dergisi,2020;23(4): 1339-1346 

 

1342 

Şekil  2. Helisel Yüzey İçin Koordinat Dönüşüm  (Helical Surface Generation) 

 

  [𝑀𝑐𝑛] = [

 1 0
 0 𝑐𝑜𝑠𝛽

  0 0
−𝑠𝑖𝑛𝛽 −𝜆𝑠𝑖𝑛𝛽

 
0 𝑠𝑖𝑛𝛽
0 0

   𝑐𝑜𝑠𝛽    𝜆𝑐𝑜𝑠𝛽
0   1

]                (13)          

 

Böylece helisel dişli kremayer takımın vektörel ifadesi 

𝑆𝑐(𝑋𝑐 , 𝑌𝑐 , 𝑍𝑐) koordinat sisteminde elde edilir.  

 

𝑅𝑐
𝑖 = [𝑀𝑐𝑛]𝑅𝑛

𝑖                                                             (14) 

 

Bu ifadede üst indis 𝑖 sırasıyla 𝑎𝑐̅̅ ̅, 𝑏𝑑̅̅̅̅ , 𝑐𝑒̅̅̅, 𝑑𝑓̅̅̅̅ , 𝑒𝑔̅̅̅̅  ve 𝑓ℎ̅̅̅̅  

bölgelerini gösterir. Açık formda ifade aşağıda 

verilmiştir.  

𝑥𝑐
𝑖 = 𝑥𝑛

𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝜆𝑠𝑖𝑛𝛽

𝑦𝑐
𝑖 = 𝑦𝑛

𝑖                            

𝑧𝑐
𝑖 = 𝑥𝑛

𝑖 𝑠𝑖𝑛𝛽 + 𝜆𝑐𝑜𝑠𝛽

                                               (15) 

 

Diferansiyel geometriden takımın imal eden yüzeylerinin 

birim normal vektörleri aşağıdaki ifade ile elde edilir 

[13].   

𝑛𝑐
𝑖 =

𝜕𝑅𝑐
𝑖

𝜕𝑙𝑗
×

𝜕𝑅𝑐
𝑖

𝜕𝜆
|

𝜕𝑅𝑐
𝑖

𝜕𝑙𝑗
×

𝜕𝑅𝑐
𝑖

𝜕𝜆
|⁄                                         (16) 

Bu ifadede üst indis 𝑖 takımın bölgelerini ve alt indis 𝑗 bu 

bölgelere ait eğrisel parametreleri gösterir.  

 

3. İMAL EDİLEN ÇARKLARIN MATEMATİK 

MODELLERİ (MATHEMATICAL MODELS OF 

GENERATED GEARS) 

İmajiner kremayer takım ile imal edilen dişli çark 

arasındaki koordinat bağı Şekil 3’de gösterilmiştir. 

𝑆𝑐(𝑋𝑐 , 𝑌𝑐 , 𝑍𝑐) kremayer takımın koordinat sistemi, 

𝑆1(𝑋1, 𝑌1, 𝑍1) imal edilen pinyon dişlisinin koordinat 

sistemi, 𝑆2(𝑋2, 𝑌2, 𝑍2) imal edilen çark dişlisinin 

koordinat sistemi ve 𝑆𝑓(𝑋𝑓 , 𝑌𝑓 , 𝑍𝑓) sabit olan referans 

koordinat sistemidir. Takımın öteleme hareketi           

 

𝑆 = 𝑟𝑝1𝜙1 = 𝑟𝑝2𝜙2 değerindedir. İmal edilen pinyon 

dişlisi 𝜙1 ve çark dişlisi 𝜙2 açıları kadar dönmektedir. 

Pinyon taksimat yarıçapı 𝑟𝑝1 ve çark taksimat yarıçapı 

𝑟𝑝2 sembolleriyle gösterilmektedir.  

 
Şekil 3. Takım ile İmal Edilen Dişliler Arasındaki Koordinat 

Dönüşümü (Coordinate Relationship between Rack 

Cutter and Generated Gears) [5, 13] 

 

𝑆𝑐 takım koordinat sisteminden pinyon 𝑆1 koordinat 

sistemine dönüşümün matris ifadesi (17) numaralı 

denklemde verilmektedir [13].  

 

 

























1000

0100

)cos(sin0cossin

)sin(cos0sincos

111111

111111

1





p

p

c

r

r

M

      (17)  
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(1-6) ve (17) numaralı ifadeler kullanılarak kremayer 

takım yüzeyinin geometrik yeri imal edilen pinyon 

dişlinin koordinat sisteminde ifade edilir.    

 

𝑅1
𝑖 = [𝑀1𝑐]𝑅𝑐

𝑖    ,       (𝑖 = 𝑎𝑐̅̅ ̅~𝑓ℎ̅̅̅̅ )                              (18)  

 

𝑆𝑐 koordinat sisteminden çark 𝑆2 koordinat sistemine 

dönüşümün matris ifadesi (19) numaralı denklemde 

verilmektedir [13].  

 

























1000

0100

)cos(sin0cossin

)sin(cos0sincos

222222

222222

2





p

p

c

r

r

M

 (19) 

 

(7-12) ve (19) numaralı ifadeler kullanılarak kremayer 

takım yüzeyinin geometrik yeri imal edilen çarkın 

koordinat sisteminde ifade edilir.    

 

𝑅2
𝑖 = [𝑀2𝑐]𝑅𝑐

𝑖    ,       (𝑖 = 𝑒𝑔̅̅̅̅ ~𝑗𝑘̅)                              (20)  

 

Takımın alın kesiti ile imal edilen dişli yüzeyinin ortak 

normali ani dönme merkezinden (yuvarlanma 

dairelerinin değme noktası) geçmelidir. Böylece eş 

çalışma denklemi takımın 𝑆𝑐(𝑋𝑐, 𝑌𝑐 , 𝑍𝑐) koordinat 

sisteminde ifade edilebilir. 𝜙𝑗 yuvarlanma parametresi 

ile 𝑙𝑗 bölge parametresi arasındaki bağ kurulmuş olur. Bu 

makalede kullanılan eksen takımına göre düzenleme 

yapılarak pinyon için (21) numaralı ve çark için (22) 

numaralı eşitlikler elde edilir.  

 

𝜙1 =
𝑦𝑐

𝑖𝑛𝑥𝑐
𝑖 −𝑥𝑐

𝑖 𝑛𝑦𝑐
𝑖

𝑟𝑝1
  , (𝑖 = 𝑎𝑐̅̅ ̅~𝑓ℎ̅̅̅̅ )                               (21) 

𝜙2 =
𝑦𝑐

𝑖𝑛𝑥𝑐
𝑖 −𝑥𝑐

𝑖 𝑛𝑦𝑐
𝑖

𝑟𝑝2
 , (𝑖 = 𝑒𝑔̅̅̅̅ ~𝑗𝑘̅)                                (22) 

 

Bu denklemlerde 𝑥𝑐
𝑖  , 𝑦𝑐

𝑖   ve  𝑧𝑐
𝑖   takım yüzeyinin 

koordinatlarını; 𝑛𝑥𝑐
𝑖  , 𝑛𝑦𝑐

𝑖   ve  𝑛𝑧𝑐
𝑖  takım koordinat 

sisteminde birim normal vektörünün bileşenlerini  

göstermektedir. 

Sonuç olarak imal edilen pinyonun matematik modeli  

(17), (18) ve (21) numaralı denklemler kullanılarak elde 

edilmektedir. Benzer şekilde çarkın matematik modeli 

(19), (20) ve (22) numaralı denklemlerden elde edilir. 

Diş genişliği boyunca herhangi bir alın kesitte takım 

geometrisini elde etmek için (9) numaralı denklemin 

üçüncü satırı 𝜆 = (𝑧𝑐
𝑖 − 𝑥𝑛

𝑖 𝑠𝑖𝑛𝛽)/𝑐𝑜𝑠𝛽 olarak 

düzenlenir ve birinci satırda yerine konulur. Böylece 

 𝑧𝑐’nin sabit bir değeri için takımın iki boyutlu modeli 

dönme düzleminde elde edilir. Helisel ekstrüzyonla 3-

boyutlu model oluşturulur. 

 

4. EVOLVENT PARAMETRESİNİN ÖNERİLEN 

ÜST LİMİTİ (PROPOSED UPPER LIMIT OF 

INVOLUTE PARAMETER) 

Literatürde verilen denklemlerde evolvent 

parametresinin üst sınırı imal edilen dişli çark profilini 

standart dişbaşı dairesinin üzerinde bir noktada 

sonlandırmaktadır. Fazlalık kısmın CAD programında 

giderilmesi gerekmektedir. Fetvacı kavrama kıtasında 

katedilen mesafeden hareketle evolvent parametresinin 

üst limitini veren bir analitik ifade geliştirmiştir [11]. 

Beveloid dişli çarklar için alın kesitte geliştirilen ifade bu 

çalışmada sunulan matematik modele uyarlanmıştır.    

 
Şekil 4. Alın Kesitte Takım ve Dişli Geometrisi (Cutter and 

Gear Geometry at Transverse Section) 

 

Şekil 4’de  kremayer takım ile helisel dişli çarkın teması 

alın kesitte gösterilmektedir. Burada pozitif profil 

kaydırmalı imalat söz konusudur.  kaydırılmış 

kremayer  takımı,  kaydırılmış takımın referans hattını, 

 imalat taksimat dairesinin teğetini,  dişbaşı dairesini, 

 imalat taksimat dairesini,  temel dairesini ve   𝑁𝑇̅̅ ̅̅   

kavrama doğrusunu göstermektedir.  Standart 

yerleştirmede (profil kaydırmasız durum) takım referans 

hattı taksimat dairesine 𝑃 noktasında teğettir. Dişbaşı 

dairesi yarıçapı 𝑟𝑡 , temel dairesi yarıçapı 𝑟𝑏 ve alın 

kavrama açısı 𝛼𝑡 dir. Temasın üst sınırı dişli çarkın baş 

dairesinin kavrama doğrusunu kestiği 𝑇 noktasıdır.   

Burada  𝑃𝑇̅̅ ̅̅  uzaklaşma hattının uzunluğudur ve 𝑃𝑇̅̅ ̅̅ =

−𝑟𝑏𝑡𝑎𝑛𝛼𝑡 + √𝑟𝑡
2 − 𝑟𝑏

2  olarak hesaplanır. 𝑇 noktasından 

 numaralı hatta bir dikme indirilirse profil kaydırılmış 

durum için ℎ𝑒𝑓𝑓  efektif yükseklik (evolvent 

parametresinin üst limiti) hesaplanır. Profil kaydırma 

miktarı 𝑒 = 𝑚𝑛 ⋅ 𝑥 olmak üzere ℎ𝑒𝑓𝑓 = 𝑃𝑇̅̅ ̅̅ 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑡 − 𝑒 

dir.  Sonuç olarak imal edilen dişli geometrisini 

hesaplarken takım geometrisi için verilen [𝑙𝑗 ∈ −ℎ𝑎/

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛, ℎ𝑎/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛] yerine [𝑙𝑗 ∈ −ℎ𝑎/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛, ℎ𝑒𝑓𝑓/

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛] ifadesi kullanılmalıdır. 

 

5. SAYISAL UYGULAMALAR (NUMERICAL 

EXAMPLES) 

Önceki bölümlerde açıklanan matematik modeli 

doğrulamak üzere görselleştirilen sayısal uygulamalar 

aşağıda verilmiştir. Simetrik profilli dişli çark 

mekanizmaları için literatürde mevcut olan sayısal 
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uygulamalardan faydalanılmıştır. Sonuçlar alın kesitte 

görselleştirilmiştir. 

Şekil 5’de görselleştirilen simetrik profilli helisel dişli 

çark mekanizmasında normal modül 𝑚𝑛 = 4𝑚𝑚, 

kavrama açısı 𝛼𝑛 = 20°, helis açısı 𝛽 = 23.5782°, 

pinyon diş sayısı 𝑇1 = 17 ve çark diş sayısı 𝑇2 = 81 

alınmıştır. Takım uç yuvarlatma yarıçapı 𝜌 = 0.38 ⋅ 𝑚𝑛 

dir. Bu mekanizmada pinyona 𝑥1 = +0.6 ve çarka 𝑥2 =
+0.3 profil kaydırma uygulanarak eksenler arası 

mesafesi 𝑎𝑣 = 217.287𝑚𝑚 olan V-  mekanizması elde 

edilmiştir [14]. 

 
Şekil 5. Helisel Dişli V-Mekanizması (Helical Gear 

Mechanisms with General Nonstandard System) 

 

Şekil 6’da görselleştirilen simetrik profilli helisel dişli 

çark mekanizmasında normal modül 𝑚𝑛 = 8𝑚𝑚, 

kavrama açısı 𝛼𝑛 = 20°, helis açısı 𝛽 = 25°, pinyon diş 

sayısı 𝑇1 = 14 ve çark diş sayısı 𝑇2 = 70 alınmıştır. 

Takım uç yuvarlatma yarıçapı 𝜌 = 0.38 ⋅ 𝑚𝑛 dir. Bu 

mekanizmada pinyona 𝑥1 = 0.0 ve çarka 𝑥2 = −0.334 

profil kaydırma uygulanarak eksenler arası mesafesi 

𝑎𝑣 = 368𝑚𝑚 olan V-  mekanizması elde edilmiştir [15].   

 
Şekil 6. Helisel Dişli V-Mekanizması (Helical Gear 

Mechanisms with General Nonstandard System) 

 

Şekil 7’de görselleştirilen asimetrik profilli dişli çark 

mekanizması uygulamasında normal modül 𝑚𝑛 =
2.5𝑚𝑚, pinyon diş sayısı 𝑇1 = 24 ve çark diş sayısı 𝑇2 =
40  alınmıştır. Sağ profilin kavrama açısı 𝛼𝑛1 = 20° ve 

takım uç yuvarlatma yarıçapı 𝜌1 = 0.38 ⋅ 𝑚𝑛 dir. Sol 

profilin kavrama açısı 𝛼𝑛2 = 15° ve takım uç yuvarlatma 

yarıçapı 𝜌2 = 0.3373 ⋅ 𝑚𝑛 dir. 𝛼𝑛 = 15° için minimum 

diş sayısı 𝑇𝑚𝑖𝑛 = 30 olduğundan pinyonda düşük 

kavrama açılı kenarda alttan kesme söz konusudur. 

Önlemek için 𝑥1 = +0.2 profil kaydırma faktörü 

yeterlidir. Çarka 𝑥2 = −0.2 uygulanarak V-0 

mekanizması elde edilebilir. Eksenler arası mesafe 𝑎𝑣 =
80𝑚𝑚  dir. 

 
Şekil 7.  Asimetrik Profilli Düz Dişli V-0 Mekanizması (Spur 

Gear Mechanism with Asymmetric Profile and Long-

Short Addendum System)  

 

Şekil 8’de görselleştirilen asimetrik profilli dişli çark 

mekanizması uygulamasında normal modül 𝑚𝑛 =
2.5𝑚𝑚, pinyon diş sayısı 𝑇1 = 24 ve çark diş sayısı 𝑇2 =
40  alınmıştır. Sağ profilin kavrama açısı 𝛼𝑛1 = 20° ve 

takım uç yuvarlatma yarıçapı 𝜌1 = 0.38 ⋅ 𝑚𝑛 dir. Sol 

profilin kavrama açısı 𝛼𝑛2 = 15° ve takım uç yuvarlatma 

yarıçapı 𝜌2 = 0.3373 ⋅ 𝑚𝑛 dir. V-Mekanizması 

oluşturmak için pinyona  𝑥1 = +1.0 ve çarka 𝑥2 = +1.0  

profil kaydırma uygulanmıştır.  Mekanizma yan boşluklu 

çalışmakta ve eksenlerarası mesafe 𝑎𝑣 = 85𝑚𝑚 dir. 

Asimetrik dişlilerde yan boşluksuz V-mekanizmasında 

sağ ve sol profiller için farklı genişletilmiş eksenlerarası 

mesafe elde edildiğinden  sunulan matematik model 

doğru cevap vermemektedir.  

 
Şekil 8. Asimetrik Profilli Düz Dişli Yanboşluklu V-

Mekanizması (Asymmetric Gear Pair with General 

Nonstandard System and Backlash) 

 

Önerilen evolvent parametre limiti ile literatürdeki limit 

arasındaki farkı göstermek üzere hazırlanan mekanizma 

Şekil 9’da gösterilmiştir. Simetrik profilli helisel dişli 

çark mekanizmasında normal modül 𝑚𝑛 = 4𝑚𝑚, 

kavrama açısı 𝛼𝑛 = 20°, helis açısı 𝛽 = 23°, pinyon diş 

sayısı 𝑇1 = 12 ve çark diş sayısı 𝑇2 = 24 alınmıştır. 

Takım uç yuvarlatma yarıçapı 𝜌 = 0.38 ⋅ 𝑚𝑛 dir. Bu 

mekanizmada pinyona 𝑥1 = +0.3 ve çarka 𝑥2 = +0.4 

profil kaydırma uygulanmıştır. Okla işaretlenen 

kenarlarda literatürde verilen  𝑙𝑗 ∈ −ℎ𝑎/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛, ℎ𝑎/

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛  limitler kullanılmıştır. Evolvent profil  taslağın 

dişbaşı dairesinden ötede sonlanmaktadır. Dördüncü 

bölümde belirtilen hususlar çerçevesinde diğer 

yanaklarda ise önerilen 𝑙𝑗 ∈ −ℎ𝑎/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛 , ℎ𝑒𝑓𝑓/𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛 

limitler kullanılarak tam değer elde edilmektedir.  
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Şekil 9. Evolvent Parametre Limiti İçin Karşılaştırma 

(Comparision of Involute Parameter Limits)  

 

6. SONUÇLAR VE TARTIŞMA (RESULTS AND 

DISCUSSION) 

Kremayer-tipi takımlar düz ve helisel dişlilerin 

imalatında yaygın olarak kullanılmaktadır. Literatürde 

çok sayıda çalışmada kremayer takımla dişli imalatının 

matematik modellenmesi ve bilgisayar simülasyonu 

sunulmaktadır. Çalışmalarda matematik modellerden 

hareketle geliştirilen programlarla çeşitli dizayn 

parametrelerinin imal edilecek dişli geometrisi 

üzerindeki etkileri fiziki imalattan önce incelenmektedir. 

Ayrıca sonlu elemanlar yöntemi gibi sayısal yöntemlerle 

gerilme analizi için modeller elde edilmektedir. 

Güvenilir gerilme analizi için öncelikle diş profilinin 

doğru ifadesi gerekmektedir. Bu bakımdan çeşitli tipten 

dişli çarkların matematik modellenmesini konu alan 

çalışmalar devam etmektedir. Literatürde dişli çark 

matematik modelleri ile ilgili çalışmalar çoğunlukla 

Litvin’in Vektör Yaklaşımını esas almaktadır [13]. 

Bununla birlikte çalışmalarda detaylı matematik model 

verilmemekte, farklı referans koordinat sistemi 

kullanılmakta ve bölge parametrelerinin değilim 

aralıkları genellikle açıklanmamaktadır. Bu nedenle 

okuyucu bir makalede verilen denklemler ile dişli çark 

profilini elde eden bir programı yazmakta zorlanabilir.  

Matematik modelinin tüm detaylarının verildiği bir 

makalenin nadir oluşu yazarı bu makaleyi hazırlamaya 

teşvik etmiştir. Bu çalışmada  literatürde mevcut 

çalışmalar incelenerek  ayrı ayrı bir çok makaledeki 

bilgiler değerlendirip detayların verildiği bir matematik 

geliştirilmiştir. Pinyon ve çarkı birarada oluşturan tam 

matematik model sunulmuştur. Asimetrik diş profili de 

göz önüne alınmıştır. Dişli çarkların taban, kök ve 

evolvent yanaklarını oluşturan takım bölgelerinin 

parametrik ifadeleri için değişim aralıkları açık 

verilmiştir. Pinyon ve çark için profil kaydırma miktarları 

takımın vektör ifadesine eklenmiştir.  

İmalatta standart olarak takım taksimat hattı ile taslak 

taksimat dairesi teğettir. Bununla birlikte çeşitli amaçlar 

için takım taslağa göre radyal mesafede yaklaştırılır veya 

uzaklaştırılır. Bu şekilde imal edilen dişliler profil 

kaydırmalı dişli olarak adlandırılır. Profil kaydırmalı 

dişli çark mekanizmaları 𝑥1 + 𝑥2 = 0 durumunda V-0 

Mekanizmaları, 𝑥1 + 𝑥2 ≠ 0 durumunda ise V-

Mekanizmaları olarak adlandırılmaktadır [9]. İncelenen 

makalelerde profil kaydırma modellere farklı şekillerde 

eklenmiş, detaylar açıklanmamıştır. Ayrıca V-

Mekanizmaları ile ilgili çalışmalar nadirdir.   

Sunulan bu çalışmada ise profil kaydırma takımın vektör 

ifadesine pinyon ve çark için ayrı ayrı eklenmiştir. (1-6) 

numaralı denklemler pinyonu şekillendiren bölgelere 

aittir.  (7-12) numaralı denklemler çarkı şekillendiren 

bölgelere aittir. Uygulanan profil kaydırmaların pozitif 

yönleri Şekil 1’de belirtilmiştir. Modelde profil kaydırma 

faktörlerinin tüm geçerli kombinasyonları göz önüne 

alınmaktadır. Böylece kaydırmasız, (𝑥1 + 𝑥2 = 0) 

kaydırmalı ve (𝑥1 + 𝑥2 ≠ 0) kaydırmalı mekanizmalar 

modellenebilmektedir. Bu çalışmada sunulan matematik 

modelin  doğruluğu ve geçerliliğini test etmek üzere 

farklı örnekler ele alınmıştır. Şekil 5 ve Şekil 6’da 

simetrik profilli helisel dişli V- mekanizmaları 

görselleştirilmiştir. Bu mekanizmaların ilkinde 

genişletilmiş ve ikincisinde daraltılmış eksenlerarası 

mesafe söz konusudur. Şekil 7’de asimetrik profilli düz 

dişli çark mekanizması görselleştirilmiştir. Pinyon ve 

çarka eksenlerarası mesafeyi değiştirmeyecek toplam 

profil kaydırma uygulanmıştır. Böylelikle bir V-0 

mekanizması elde edilmiştir.  Şekil 5-7 de görselleştirilen 

mekanizmalar yanboşluksuz çalışan mekanizmalardır. 

Şekil 8’de görselleştirilen uygulamada ise yanboşluklu 

çalışan asimetrik profilli V-Mekanizması elde edilmiştir. 

Genişletilmiş (veya daraltılmış) eksenlerarası mesafede 

eşçalışmayı tanzim eden (23-24) numaralı denklemler 

gereği asimetrik profilin söz konusu olduğu durumlarda 

mekanizma sadece yanboşluklu olarak 

oluşturabilmektedir. 

Endüstride V-Mekanizmalarının yanboşluksuz olarak  

çalıştırılması tercih edilmektedir. Bu durumda 

eksenlerarası mesafe 𝑎𝑣 < 𝑎 + 𝑚𝑛(𝑥1 + 𝑥2) dir. Eğer 

mekanizma 𝑎𝑣 = 𝑎 + 𝑚𝑛(𝑥1 + 𝑥2) olarak düzenlenirse 

yanboşluklu mekanizma olarak adlandırılır. Sunulan 

model simetrik dişlilerde her iki duruma uyumludur. 

Ancak asimetrik dişli durumunda denklem gereği sağ ve 

sol taraftaki yuvarlanma daireleri çapları farklı 

olduğundan yanboşluksuz çalışmada hatalı geometri 

vermektedir.Yanboşluksuz durumda eşçalışmayı 

düzenleyen denklemler aşağıda verilmektedir. Bu 

denklemler asimetrik dişli profiline uyarlanamamaktadır. 

𝑥1 + 𝑥2 =
𝑇1+𝑇2

2𝑡𝑎𝑛𝛼𝑛
𝑒𝑣𝛼𝑠𝑣 + 𝑒𝑣𝛼𝑠                                 (23) 

 

𝑎𝑣 =
𝑚𝑛

𝑐𝑜𝑠𝛽

𝑇1+𝑇2

2

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠𝑣
                                                  (24) 

Evolvent parametresinin üst limiti imal edilen diş 

profilinde diş başından yukarıda bir noktayı 

göstermektedir. Fazlalığın giderilmesi CAD 

programında yapılır veya programa uygun bir algoritma 

eklenir. Yazar kavrama kıtasından hareketle analitik bir 

ifade geliştirerek efektif üst limiti elde etmiştir [11]. 

Kremayer takımla imal edilen beveloid dişli çarklar için 

geliştirilen yaklaşım bu çalışmada sunulan modele 

uyarlanmıştır. 
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