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0Oz
R reel sayllar cismi ve D={(aa’)=a+sa’,aa eR,e =0} dual cebir olsun. D nin

Dlz{(a,a*),a;to,a,a*eﬂ%} alt kiimesi carpma islemine gore degismeli bir grup olusturur. Bir

* . a o0
A=a+ea’ €D, eleman ve S:R* —R? doniisiimii igin S(A) =S, =[ . j olmak tizere;
a a

. a o0 . _ a 01 0 . . .
ID =4S, =] . ,a=0,a,a eR ve ID, = . 0 -1 ,a=0,a,a eR kiimelerini
a a a a -

tanimlayalim. ID, = ID] U ID, olsun. Ayrica;
MID; ={F:R* >R’ F(B)=S,B+C,AeD,B,Cc R’} ve
10
MID; :{F :R* > R?* F(B) =(SW)B+C,AeD,,B,Ce R2,W :(O 1]} olmak iizere;

MID, = MID; U MID; seklinde tanimlayalim. T = (a,b) R ’de bir agik aralik olsun. Bir «: T —R*,vteT
icin a(t) = (x(t), y(t)) seklindeki C® -fonksiyonuna diizlemde bir parametrik egri (yol) denir. G bir grup
olsun. Vt eT ve bir F e G igin S(t) = F(t) esitligi saglaniyorsa a(t) ve S(t) iki parametrik egriye (yollara)

G Y
G -denk egriler denir. a(t)~ B(t) ile gosterilir. Bu calisma R* Oklid uzaymdaki parametrik egriler (yollar) igin
G =MID,", MID, gruplarina gére G -denklik probleminin ¢6ziimiinii bulmaya yonelik bir calismadir.

Anahtar Kelimeler: Dual sayilar, parametrik egri (yol), invariant.

The Equivalence Problem Of Dual Parametric Curves

Abstract

Let R be the field of real numbersand D = {(a, a)=a+sa,aa eR e’ = O} be the algebra of dual numbers.
The subset D, = {(a, a’),az0,aa e R} of D is an abelian group with respect to the multiplication operation

in the algebra D. For an element A=a+e&a’ eD, and a transformation S:R?>—R* where
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a 0

a 0 .
S(A):SA=[ . j we  define  the  sets ID*lz{SA:[ . ],av:O,a,a ER} and
a a a a
~ a 01 O . _
ID7, =4| . 0 —1 ,a=0,a,a eR;. Letusdenote ID, =ID; UID, . Moreover, we denote the set
a a -

MID, = MID] U MID; where

MID; ={F :R? > R?,F(B)=5,B+C,AeD,,B,C cR?} and

1 0
MID; ={F :R* > R* F(B)=(S,W)B+C,AeD,B,C e R*W :[O 1]} Let T=(ab) be an open
interval of R. A C® -function o : T — R? for VteT where, a(t) = (x(t), y(t)) is called a parametrized curve
(path) on the plane. Let G be a group. Two parametric curves (paths) «(t) and S(t) are called G - equivalent
G
if the equality 3(t) = F(t) is satisfied for an element F € G and all t T . Then, it is denoted by «(t)~ S(t)

This work is devoted to the solutions of problems of G-equivalence of parametric curves in Euclidean space

RR? for the groups G =MI1D;", MID, .

Keywords: Dual numbers, parametric curve (path), invariant.

1. Giris

Invaryant teori ile ilgili ¢alismalar 19.
Yiizyilin ikinci yarisina dayanir ve invaryant
teorinin gelisimi farkli alanlar etkilemistir. F.
Klein, ¢aligmast ile grup kavraminin
geometrilerin 6nemli yap1 taslart oldugunu
gostermistir (Klein,1872). Bu ¢alisma verilen
grup etkisi altinda
ozelliklerinden olusmaktadir. Bunun yaninda
dual say1 kavrami William Kingdon Clifford
tarafindan ortaya c¢ikarilmis ve boylece yeni
bir alanda bilimsel c¢alismalar yapilmaya
baslanmistir. Bu ¢alismanin temellerinden biri
2018 yilinda yaymlanan 2-boyutlu Oklid

invaryant olan tiim

Uzayr’ nda Tiim Lineer Benzerlik Gruplar
Icin Parametrik Egrileri (yol) ve Egrilerin
Global invaryantlar’ ¢alismasidir (Khadjiev,
vd. 2018). 2012 yilinda ‘Dual sayilarin 2-
boyutlu Dual Geometriye Uygulanmast’
baslikli tez c¢alismasinda 2-boyutlu dual

diizlem geometrisinin temel gruplarindan biri
olan ve gruplarn i¢in denklik problemleri
incelenmis, Onemli tamimlar yapilmis ve
bulgular elde edilmistir (Tomar, 2012). Bu
calismalar 15181inda  dual cebir olmak {izere;
nin alt kiimesi carpma islemine gore
degismeli bir grup olusturur. Buradan; MID,
, MID," gruplar1 tanimlanmis bu gruplara gore

iki parametrik egrinin G-denklik kontroli
acisindan basit ama etkili bir yOntemini
bulmak amaglanmustir.

2. D Cebirinin Ozellikleri
Tanim 2.1.

D={(aa’)=a+sa",a,a eR,& =0}
kiimesi {izerinde toplama islemi
(a,a)+(b,b) =(a+b,a"+b") ileve bir
carpma iglemi

(a,a’)x(b,b") =(ab,ab” +a’b) ile

tanimlanirsa bu kiimeye dual sayilar kiimesi

19
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adr verilir. Bu kiime bu iki igleme gore bir
halka olusturur. A=(a,a’)eD dual sayist
A=a+ea
Yani;

seklinde tek tiirlii yazilabilir.
A=(a,a’)=a+sa du.

A=a+e¢a e D seklindeki elemanlar

Ayrica;

a
A= [ *j olarak da yazilirlar.
a

Tamm 2.2. A=a+&a D dual sayisi olsun.
|A| =a olarak tanimlanir. Burada || , D
kiimesinde lineer operatordiir.

Onerme 2.1. A=a+sa eDve

B=b+e&b" e Dolmak iizere; |AB|=|A/|B]|
dir.

Onerme 2.2. A=a+sa eDve

A=a-ca eD ‘ye. A dual sayisinin
eslenigi denir ve A+A=2acR,
|A*=AA=a%ecR.

Onerme 2.3. A=a+sca eD, A’ vardir.
A=0, A‘lzi2 ve

= |A|¢0. Ayrica;
A

‘A’l‘ ~ L i,
A

1 0 — «
w =[0 J olmak lizere; A=WA=a—ca

Onerme 2.4. A=a-+eca eDolmak iizere;

WA|=|Aldir. VABeD olmak iizere;
|(WA)(WB)| =|Al|B|=|AB| dir.

Ispat: A=a+eca eDolmak  iizere;
WA| = [(1) _01}[;} =a=|Alolup istenen

elde edilir. Ayrica; VA, B € D olmak lizere;

|(WA)YWB)] =‘([<13 —OJG D[G —0 j[t? D‘
<)5)-)

=ab=|A|[B|=|AB|

elde edilir.

3. R?’de Bir Parametrik Egrinin
(Yolun) D,

Invaryantlari

Dnin D, ={(aa’),a=0,aa R} alt
(a,a’)x(b,b")=(ab,ab” +ab) ile
bir

Grubuna Gore

kiimesi

tanimlanan c¢arpma islemine
degismeli grup olusturur.
Bir A=a+ea €D,

S:R* > R?

gore

eleman1  icin

dontigiimii icin

a 0 .
S(A)=S, = [a* aj olmak tizere;

a o0 «
ID", =4S, =| . ,a=0,a,a €R ve
a a
B a 01 O .
ID, = . ,az0,a,a eR
a a)l0 -

kiimelerini tanimlayalim. ID] U 1D,

kiimesini 1D, ile gosterelim. D, grubu

a o0 .
IDl*:{( . ],a;to, a,a ER} grubuna
a a

izomorftur. Oyle ki;
@:D,—ID;, a=0,H=a+ea €D,

. a o0
p(H)=¢p(a,a)= [a* a} olarak tanimlanan

@ fonksiyonu bir grup izomorfizmasidir.

Ayn1  zamanda;VBeD  olmak

a 0\b ab .
S,B=| . =l . . |dir.
a ajlb ab+ab

Tammm 3.1. A B e Dolmak iizere; B=HA
olacak sekilde bir HeD, varsa A ve B

lizere;

D,
elemanlarina D, - denktir denirve A~B ile

gosterilir.
Tamm 3.2. A={A,B} ve B={B,,B,} dyle
ki; B, =HA, B,=HA olacak sekilde

H e D, varsa A, B sistemlerine D, —denktir
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denir ve {A,A,} El{Bl, B, } ile gosterilir.

33. Bir f:D*=DxD—>D
fonksiyonuna VH e D, ve VA,A, €D icin
f(HA,HA)=f(A,A) ise D,- invaryant
fonksiyon denir.

34. Bir f:R°xR*->R

fonksiyonuna ~ VH € ID;, VA, A, e R?igin
f(HA,HA)=f(A,A)ise ID; -
invaryant fonksiyon denir.

Onerme  3.1. ¢:D*=DxD—>Dve

f,f,:R°xR? >R
(A A) =T (AL A)+et, (AL A)

fonksiyonu D, -invaryanttir. < f,, f,

Tanim

Tanim

f ‘ye

olmak uzere

ID," -invaryanttir.

Tamm 3.5. A=a+ca €D B=b+e&b eD
a b . w
olmak tizere; det[a* b*j =ab —ab= [AB]

olarak gosterilir.

Onerme 3.2. ABeD, A=a+ea ve
|A|#0, B=b+eb olsun. Bu takdirde
) o, L8]
2
A A
Bl
ve = |A| r
BA™! [AB] H
AT (A

2
i) det(SBAl)::i—| dir

|2

ve det(S,,.)#0 < |B|#0 du.

Ispat: i) |A/=0oldugundan a=0 du.
4 LA

Dolayisiyla; A vardir. A =W.
A

A= a—e&a kullanilarak

(a—ea’) ab—eba +eba

BA™ :(b+gb*)

aZ a2

_b st —ab) [Bl [AB] e el
a a A A
ii) |Al# 0 oldugundan

Bl

2

s, -| A up ¢ 5l
| [ag] [g[| " et(SB’“):W

AT A

elde edilir. det(S,,.)#0 < |B[ %0 du.
Buradan |B|= 0 dur.

Onerme 3.3. Ac D, , Be D olmak iizere;
)] f:D°> D
(A,B)—> f(AB) :%: BA™*
D, -invaryanttir.
i) g:D°> R

B
(A, B)—>9(A,B)=%

ID," -invaryanttir.

i) h:D°> R
AB
(A,B) > h(AB)= [ 2]
A
ID;" -invaryanttir.
iv) k:D*-> R
ABT'
(A,B) >k(AB)= [ 4]
A
ID," -invaryanttir.
. _ , B
Ispat: i) f:D°"—> D wve f(A’B):X ,

AeD,, BeD olmakiizere; H €D, alalim.

f fonksiyonunun D, -invaryantligim
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gosterelim:
AeD,BeD,HeD, olmak lizere;
HB B
f(HA HB)=—=—=f(A,B) olu f
(HAHB) =2 === f(AB) olup
fonksiyonu D, -invaryanttir.
i) ve iii) AeD,,BeDolmak iizere;
B
f(AB)=— _BA’ | |+g[ ] ve
A |A | |
HB HA)(HB
f (HA, HB)—|_IB | | e[( )(2 )]
HA |HA |HA|
olur.
Biliyoruz ki; f fonksiyonu D, -invaryanttir.

O halde; Onerme 2.1.” den U ve m da
A

ID," -invaryanttir.

[AB] . . _[[AB] 2
>= 1D, -Invaryant ise; >
A A

iv)

ID," -invaryanttir.
Tanim 3.6. AeD,BeDolmak iizere;
f:D*—>D, f(WA,WA)="f(A,A) ise f
‘ye W -invaryant denir.
34. )

WA =|A| ve WA* =|A” dir.

Onerme VA=a+e&a €Digin

W8] _|B]

WA [A

i) AeD,BeDolmak iizere;

dir.

iii) AeD,,B e D olmak iizere;

[(wawe)] _[AB]" .
WA A

Ispat: i) Onerme 2.4. ten agiktir.
ii) Onerme 2.4. ve i) ‘den aciktir.
iii) VA=a+ea eDi¢in |WA/=|A ve

(det(W))? =1 kullanilarak;

[(waWB)] (detow)[ AB])’
WA/’ A

[AB]" [AB]

AT A

AeD,,BeDolmak iizere;

elde edilir.

= (det(W))*

Tanmm 3.7.
f (A B) fonksiyonu D,-invaryant ve W -
invaryant ise f (A, B) fonksiyonu D, UW -

invaryanttir.

Onerme 3.5. i) I I fonksiyonu

D, UW -invaryanttir.

i 28]
A

fonksiyonu D, UW -invaryanttir.

Ispat: i) Onerme 3.3. (ii) ve Onerme 3.4. (ii)’
den agiktir.

ii) Onerme 3.3. (iv) ve Onerme 3.4. (iii)’ den
agiktir.

G = 1D, veya ID, olmak iizere;

Tamm 38 A=(A,A)eD,xD,
B=(B,,B,) €D, xD olmak iizere; B, =HA,

B, = HA, olacak sekilde H G varsa A ile

B ‘ye G—denk denir ve Afi B ile gosterilir.
39. Bir f:D*=DxD-—D
fonksiyonuna VH e D, ve VA,A, €D i¢in
f(HA,HA)=f(A,A) ise
fonksiyon denir.

Tamm 3.10. T =(a,b) R ’de bir acik aralik
olsun. Bir a:T ->R? vteTigin
a(t) = (x(t), y(t) seklindeki c.
fonksiyonuna diizlemde bir parametrik egri
(T -yol) denir. a(t) bir T -yol ise F e Gigin
Fa(t) de R® ‘de bir T -yoldur.

Tamm 3.11. G bir grup olsun. vVt eT ve bir
F eGicin S(t) = Fa(t) olsun. Bu takdirde;

a(t) ve B(t) parametrik egrilerine

Tanmim

G -invaryant
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G -denk egriler denir ve a(t)i,b’(t) ile
gosterilir.
Tamm  3.12.
a(t), A(1),....o(t)
olmak {izere; eger

f(Fa(t), FA(1),..., FO(1))
= f (a(t), A(t),...,0(t)) saglaniyorsa
a(t), p(t),..., 0(t)
fonksiyonuna G -invaryant denir.

a(t) = (x(t),y(t)) R?’de bir T -yol

olsun. a(t) ‘nin 1. tirevi &'(t) = (X'(t), y'(t))
dir. a(t) ve

VFeG, VteT i¢in
sonlu sayida T -yollar

T -yollarin bir

a'(t) ’nin - determinanti

xt) X)) ,
det(y(t) y,(t)] =[a(t)a'(t)] dir.
|a(t)| =X(t).
Tamm 3.13. R%’de bir T-yol

a(t) =(x(t), y(t)) olsun. Eger; VteT ig¢in
la(t)| #0ise yani VteTigin x(t)=0 ise
a(t) ’ye c- regiiler denir.

Teorem 3.1. a(t) = (x(t), y(t)) R* de bir
c-regiiler T -yol olsun.

i) “T(tt)) fonksiyonu, R2’deki tim c-regiiler
o

a(t) T -yollarin kiimesi tizerinde

D, -invaryanttir.

a0

fonksiyonu, R? deki tiim c-regiiler
0/

i)

a(t) T -yollarin kiimesi tizerinde

ID," -invaryanttir.

t)a'(t . .
iii) M fonksiyonu, R?’deki tim
j(®)
c-regiiler a(t) T -yollarin kiimesi tizerinde
ID," -invaryanttir.

Ispat:

a 0 .
ID+1:{SA:(a* a),aio,a,a eR}ve

Tanim 3.12 kullanilarak;

i) fla(t)) = % fonksiyonunun

D, -invaryant oldugunu gosterelim.
F € D, oldugundan

Fa(t)=S,a(t) = [; gj();g;j yazilir.

B ax(t)
B (a*x(t) +ay(t)

(Fa(t)) =ax'(t) + (@ x'(t) +ay'(t)) dir.

j =ax(t) + e(a’x(t) +ay(t))

(Fa(t) ax(t)+s@x®+ay'®)

f (Fa(t)) = (Fa(t)) - ax(t) + g(a*X(t) + aY(t))

_ (@)()+e(@x (1) +ay'(1)) (ax(t) - £(a'x() +ay (1))
(ax(t) + £(a’x(t) +ay(1))) (ax(t) — (a"x(t) + ay(t)) )

_ (@x'(t)+a'X'(t) + cay (1)) (ax(t) - a"x(t) — zay (1))
a’(x(1))’

_alXt)x(t) +£a’ (y @)x@) - X'(t)y(®)
a’(x(1))’

_ a2 (x'®)x() +e(y' ®)x() - X 1) y(1))
a’(x(t))*

_ XOXO +e(y QX0 X 1)y (1))
(x()?

X OX(1) + £(y OX(E) - X DY)
(x()°
(X(D) + £y (1))
(x()+ £y (1)
(x()+£y®) _ X0 +ey'®)
(x®)+ey(®)  x(O)+ey®
_ (X)) +ey'®)(x() - £y()

(x(®)+2y(®)(xO - £y (D))

elde edilir.

ifadesinin

oldugu goriiliir. Soyle ki;
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(Fa(t))

(Fa(t))

_ XOx(®) +&(y' O)xt) - X' (1) y(t))
(x(0)*

f(Fa() =

_a®_
a(t)

edilirve ——= AU fonksiyonu D, -invaryanttir.
a(t)

i) f(a(t) =

fonksiyonunun

| ()I
ID;" -invaryant oldugunu gosterelim.

a(t) =(x®), yt) icin '(t)=(X'(t),y'(t))
dir. |a(t)| =x(t) ve |a'(t)|=X(t)dir.

F € ID; oldugundan

o3 o)
a a)ly()
- (a*x(f)xi ;y(t)J — ax(t) + £(a’x(t) + ay(t))
ve |Fa(t)| =ax(t) dir. Aym1 zamanda
Fo'(t) =ax'(t) + e(@’x'(t) + ay'(t))
IFa/(t)] = ax(t) dir.
|Fa’ (t)|
Fa(®)]
_X() _|e'®)]
X(t) |a

olup

ax'(t)
ax(t)

f(Fa(t) =

= f(a(t)) olup istenen elde

edilir. Yani —— fonksiyonu

|a(t)|
ID," -invaryanttir.
[a(t)a'(t)]

a(t)

i) f(a) =

fonksiyonunun

ID," -invaryant oldugunu gosterelim.

F e ID; oldugundan Fe(t) z[:* Zj[ig;}

yazilir.

= f (a(t)) olup istenen elde

_ ax(t)
- (a*x(t) +ay(t)

ve |Fa(t)|=ax(t)dir. Aym
Fo'(t) =ax'(t) + e(@'x'(t) +ay'(t)) ,
[Fa'(t)|=ax'(t) ve

j = ax(t) + (@ x(t) + ay(t))

zamanda;

x(t) X'(t)
d
[aa’®)] et(y(t) y'(t)]
e (t)] (x(t))”
[(Fa®)(Fe'(t))]
IFa(t)]

fla() =

dir.

f(Fa() =

det ax(t) ax'(t)
(a*x(t) +ay(t) a'x'(t)+ ay'(t)}

(ax(®))’

_ aa’ x(t)x'(t) +a’x(t)y’'(t) —aa x'(t)x(t) —a’x'(t) y(t)
(ax(®)’

_ a2 (x@)y'®-x®y()
a*(x(1))?

_x@®y')-x'{®)y®)
(x())*

_[ae®)]
jr(®)

= f(a(1)

[a(®)e’ )]
(0

olup istenen elde edilir. Yani

fonksiyonu ID;" -invaryanttir.
Teorem 3.2. a(t) = (x(t), y(t)) R?’de bir c-
regu‘ler T -yol olsun.

i)

fonksiyonu, R?*deki tiim c-regiiler

| ( )
a(t) T -yollarin kiimesi tizerinde

ID, -invaryanttir.

i) 2020

fonksiyonu, R? *deki tiim

c-regiiler a(t) T -yollarin kiimesi lizerinde

ID, -invaryanttir.
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ispat: i) f(a(t) = o' (0] fonksiyonunun (det(x(t) X'(t)DZ
Jec®)] f (@) - [a(t)a (t)] yr) y'@
ID, -invaryant oldugunu gosterelim. (x(t)*
a(t) = (x(t), y(t)) olmak lizere; ' 2
&)= (KD, YO) ve _Oyo- Xft)y(t)) dir. O halde;
F e ID, oldugund O
€ ID, oldugundan; T2
Fa(t))(F
a0y oYX f(Fa) - L “f?((t;'i“»]
a(t)= 2 alo 1 [y(t)j yazilir. a 2
a 0)/xt (det( O X D
“la _aj[y(t)J _ U \ax®-ay(t) ax()-ay'()
(ax(®))’
RO CERN e
- (a*x(t) _ay(t)] QOO Gaxoxn -y - aa X OXO + X OY0)°
ve |Fe(t) = ax(t) (ax(®))’
Fo'(t) =ax'(t) + e(@ x'(t) —ay'(t)) olup
|Fa’(t)|—ax’(t) dir. _ 34(X'(t)Y(t()z;<)(t)Y'(t))2
a’ (x(t)*
_ax'(t) _ x'(t) , 2
(et = 1, (t)| ax(t)  x() _ (t)y(z(zt;‘)ﬁt)y(t» — fa(t) olup istenen
_le'®)
“le W elde edilirveM fonksiyonu
') . )]
olup istenen elde edilir ve ) fonksiyonu D, -invaryanttr.
ID, -invaryanttir.
2 4. R?’de Bir Parametrik Egrinin
iy 1) = 29Ol foiyonunun  (Yolun) 21D} , 3D, Gruplarina Gire
a(t) Invaryantlar
ID, -invaryant oldugunu gosterelim. MID; = {F :R?> > R? F(B)=S,B+C,
F € ID, oldugundan; AeD,B,C ERZ}ve
(a 0)(1 0)(x() - (a2 2 _
Fa(t)—(a* aj(o _J(y(t)J yazilir. MID; ={F :R* > R? F(B)=(S,W)B+C,

_(a 0)(x() AeDl,B,CeRZ,W:(l 0]}
a~ —a)ly) 0 -1

olmak iizere;

A ) ey . _
—(a*x(t)_ay(t)] =ax(t)+e(ax(t)—ay(t)).  MID, =MID; LU MID;

|Fa(t)| =ax(t) ve
Fo/'(t) = ax'(t) + s(a x'(t) —ay'(t)) dir.

seklinde tanimlayalim.
G =MID;", MID, alalim.

Tamm  4.1. R?*’de  bir T -yol
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a(t) =(x(t), y(t)) olsun. Eger; VteT igin
a'(t)|#0 yani; VteT igin X'(t) #0ise a(t)
’ye d-regiiler denir.

a(t) = (x(t), y(t)) R*’de bir T -yol
olsun. a(t) ‘nin 1. tirevi «'(t) = (X'(t), y'(t))
ve «a(t) ‘nin 2. tirevi &"(t)=(X"(t),y"(t))
olur. &'(t) ve a'(t)igin
det[xr(t) X"(t)J = [a'(t)a”(t)] ile gosterilir.

y'() vyt

Teorem 4.1. a(t) = (x(t), y(t)) R?de bir
d-regiiler T -yol olsun.

14

f(Fa(t) = (Fa(t)) _ ax"(t) + (@ x"(t) +ay”"(t))
(Fa(t)) ax'(t) + e(@'x'(t) +ay'(t))

_ @O+ 2@ X' (1) +ay" () (ax'() - £(ax (1) +ay'(V))
(ax'(t) +&(a"x(t) + ay'(1))) (ax () — e(a"x () + ay'(t)) )

_(@'(t)+ ga’ x"(t) + ay”(t))(ax'(t) —ea x'(t) — say’'(t))
a’(x'(t))?

_alx"@x'() +ea’ (y" ()X (1) - x"®) y'(t)
a’(x'(t))*

i) ﬂ fonksiyonu, R?’deki tiim d-regiiler
_a’ (X)X +e(y"(OX (1) - x"®)y'(t))
a’(X'(t))?

a(t) T -yollarin kiimesi tizerinde

MID,' -invaryanttir.

i %O fonesiyonu, 22 dekim KO0 oy OX O -X Oy D)
(x'(t)
d-regiiler a(t) T -yollarin kiimesi iizerinde X"(E)X'(t) + e(y"(t)x'(t) - x"(t)y'(t)
MID;' -invaryanttir. (x'(1))?
ii) [a' (D 2( )] fonksiyonu, R?*deki tiim ifadenin XV T 2yO) oldugu goriiliir.
a'(t) P
Soyle ki;

d-regiiler a(t) T -yollarin kiimesi {izerinde
MID; -invaryanttir.

ispat: i) f(a(t))zz,((tt)) fonksiyonunun

MID; -invaryant oldugunu gosterelim.
F € MID; oldugundan

Eo(t) a 0\ x(@ C,
“”‘(a* aJ[ym} c,

B ax(t) +¢,
B (a*x(t) +ay(t)+ CJ

=ax(t) +c, +e(@x(t) +ay(t)+c,)
(Fa(t)) =ax'(t) + e(@’x'(t) +ay'(t)) ve
(Fa())” =ax"(t) + e(a x"(t) +ay"(t)) dir.

(x® +ey®)” _ x"(0) +ey"(t)

(x®)+ey@)  X()+ey'(t)

_ (X" +ey"®)) (X ®) —ey'(t)

(X +ey'®)(xXM)-ey'(®))
olup dolayisiyla;

f (Fa(ty = 2O

(Fa(t))
_ XX ) +e(y"OX' ) - x"1)y'()
(X'(1))?

=06_(t)= f (a(t)) olup istenen elde edilir ve
a'(t)

a’_(t) fonksiyonu MID;" -invaryanttir.

a'(t)

. a"(t) .

i) f(e(t)) ="—-= fonksiyonunun
|/ (1)
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MID; -invaryant oldugunu gésterelim.

‘ X'(t) x”(t)]
a(t) =(x(), yt) olmak lizere; f

d
[2'(Da"®)] _ e[y'(t) y'(®)

a(t))= 2 - ’ 2
ad')=(X(@®),y[®) ve a"(t)=(X"(t),y"({t)) ' (1) (x'(t))
dir. dir.
4 — " ! — ' d ’ "
" (1) x+(t) vewla(t)l X'(t) dir f (Faty - LFZ O)Fa’ )]
F € MID, oldugundan
Fa(t):(at OJ[x(t)jJ{clJ det[ * ax'(t) * ax”(t) J
a a)ly(@) C, _ ax'(t)+ay'(t) ax"(t)+ay"(t)
~ ax(t) +c, (ax'(t))’
- (a*x(t) +ay(t)+c,

_aaxX[Ox"(t) +a’x'(1)y"(t) —aa x"()x'(t) —a’x"()y'(t)
(ax(t))

= ax(t) +c, +e(@x(t) +ay(t) +c,)
Fo'(t) = ax'(t) + s(a x'(t) + ay'(t)) olup

IFo/(t)] = ax'(t) dir.
_a (X )y"®)-x"Q)y'®) _ XO)y"®)-x")y'w)

Fa'(t) = ax"(t) + (@ x"(t) +ay"(t)) olup 2 (X (0)° = X))’
Fa'(t)]=ax'(t) dir.
_[Fe'®)]_ax'(t) _ x') _[a"®)] [ ()" (1)]
f(Fa(t)) - |Fa,(t)| - aX, t ) | t | f(a(t)) = = fa(t)
olup istenen elde edilir ve )| fonksiyonu  o1un istenen elde edilir ve [/ (" (1)]

o [04 ’
| | | '(t)|
MID; -invaryantt i

y Cinvaryantir. fonksiyonu MID;’ -invaryanttir.

—[a (D" (0)] fonksiyonunun M Teorem 4.2. a(t) = (x(t), y(t)) R? de bir
o'(t) d-regiiler T -yol olsun.
ID;" -invaryant oldugunu gosterelim. D a'(t)
i
F € M1D; oldugundan a'(t)

a 0\ x(@ c d-regiiler a(t) T -yollarin kiimesi tizerinde
Fa(t) = +

i) f(a(t) =

fonksiyonu, R?’deki tiim

a~ a)ly() MID, -invaryanttir.
2
! t 14 t
= . ax()+¢ i) M fonksiyonu, R?’deki tiim
a x(t)+ay(t)+c, '
=ax(t) +c, +e(@x(t) +ay(t) +c,) d-regiiler a(t) T -yollarin kiimesi {izerinde
Fo'(t) = ax'(t) + (@ x'(t) +ay'(t)), MID, -invaryanttir.

Fa'(t) =ax"(t) + e(@'x"(t) +ay"(t)), ”( Ja"(®)]

IFa'(t)] = ax'(t) ve

Ispat: i) f(a(t)) = fonksiyonunun

MID, -invaryant oldugunu gosterelim.
a(t) = (x(), yt) olmak lizere;
a'(t)=(X(1),y'(t) ve o"(t)=("(t),y"()
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dir. | IELGIEC i
a"(t)| = x"(t) Ve | ()] = x'(t) dir. o @ 0aOf e(y,(t) y”(t)]
F e ]V[IDI Oldugundan; (a( )) B |ar(t) N B (X'(t))d'

_ a 01 O X(t) C, ' MY ’ 2
Fa(t)_(a* aj[0 —1](y(t)j+[czj Z(X(t)y(z))(,(t))()ft)y(t)) dir. O halde;

(a 0 X(t) C, ' e 12

S iR

t 1 2
z(a*x(?)xfi;(fmzj get| . X0 ax'(V)
ax(t)-ay'(t) ax'(t)—ay"(t)

=ax(t) +c, +e(@x(t) —ay(t) +c,) = -
' ’ * ’ (aX'(t))
Fo'(t) =ax'(t) + e(a x'(t) —ay'(t)) olup

[Fa' (] =ax() dir. | (EX X)) -aX 1)y () —aa XX +aX' 1)y 1)’

Fa'(t) = ax'(t) + (@ x"(t) —ay”(t)) olup ( ax’(t))4
|Fa"(t)| =ax"(t) dir.

Fa'®)] _ax'tt) _x'(®) _[e"®)] _a'("@®)y't)-x'1)y"®)*

f(Fa(t)) = = = = - .
|Fa'(t)) ax'(t) X(t) |a'@) a*(x'(t))
= f@®) _(COYO-XOYO’ _ ¢, o
. e _ (X))’

olup istenen elde edilir ve |a'(t)| fonksiyonu o

_ istenen elde edilir ve M
MID, -invaryanttir. ' (@)
i) f (o) = [a'(t)a"(})] fonksiyonunun fonksiyonu MID, -invaryanttir.

£40)
5. Regiiler Parametrik Egrilerin

MID; -invaryant oldugunu gosterelim. . . .
(Yollarin) Tam Invaryantlar Sistemi ve

F e MID, oldugundan; Regiiler Parametrik Egrilerin
a 01 0\ x@® C (Yollarin) Teklik Teoremleri
Fa(t)= a” a/lo —1)ly() * c, G =MID; olsun. Bu bdliimde iki parametrik
a  0)(x() c, egr%nin' denklik  kosullarini param'etrik
= . + egrilerin d-regiiler olmasi durumunda ifade
a -a)lyt)) (c,

eden asagidaki  teoremi  ispatlayarak
B ax(t) +¢, baslayacagiz.
- (a*x(t) —ay(t) +C2J Teorem 5.1. a(t) ve A(t) R*’de d-regiiler
=ax(®) +¢ +e(@x(t) ay(t) +c,) T -yollar olsun. «af(t) E,B(t) dir.< VvteT

Fa'(t) =ax'(t) +e(@x'(t) —ay'(t)), iin

Fa'(t) =ax"(t) + (@ x"(t) —ay"(t)),

|Fa'(t)| =ax'(t) ve
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a"@®)] _|B )
sol
[e'®a"®)] _[FOL"®)]
8O

dir. Ayrica; U e ID]", C eR? olmak iizere;

bir tek Fe MID; vardir 0Oyle ki
L) =Fa(t) =Ua(t)+C dir. Ve burada
15'(1)|
' (®)
U= 2
wso] pol| P

(1)
ve C=p(t)-Ua(t) dir. Burada U ve C
sabittir.

ispat: (=) a(t)~ A(t) kabul edelim,
Teorem 3.1. ’den VteT ve Fe MID/,
HeD, i¢cin A(t)=Hea(t)+C dir. Buradan
A (t)=Hd'(t) olur. a(t) ve B(t) d-regiiler
T -yollar oldugundan |a'(t)| #0 ve |ﬁ’(t)| #0
dir. O halde; VteTicin Onerme 2.3. ten
(05’(t))71 ve (ﬂ’(t))f1 vardir. Onerme 3.2. de
A= f'(t) ve B=p"(t) alalim. O halde;

B'(t) Iﬂ”(t)| [,6’ (t)5"(1)] *)
gM) |B (t)| FAGk
elde edilir. Benzer sekilde;
a"(t) _|e"®)] [a'(t)a"(t)] (%)
0 | o' (t)f
elde edilir. g'(t)=Hdo/'(t) ve p"(t)=Ha"(t)
den VteT igin &=w saglanir. Bu
Bty o)
esitlik, (*) ve (**) dan ﬂZL'[Z—((:))J :

[«'®a"®)] _[F 0O

= >— elde edilir.

Kabul edelim ki;

(<)

(1) saglansin.

" ®)] _ [2'(a"®)] _ [ "W
'@ |5 ') B[
(*) ve (**) ‘dan ﬁ ’:((:)) a”((t)) saglanir.

Buradan A"(t)(B'(t))  —a"(t)(«'(t)) " =0

Bu esitlik kullanilarak;

d(BO@'®)) _
dt

=A@ )" - O" (1)~

= (8"~ Oa" ) ) )W)

= OB OB W) —a" O 1) ) )™
=0

elde edilir. Buradan; pg'(t)(e/'(t))™
K=g@uE'w)"
oldugundan |K| de sabit olur. VteT igin
|a’(t)|¢0 : |ﬁ’(t)|¢0 kullanilirsa

2.3.

sabittir.
olarak alalim. K sabit

-1

Onerme ten

-1

;tO “dir.

Boylece;

K| hem sabittir hem de |K|=0 ‘du.
Dolayisiyla K € D, dir.

Bt)=B O ) ') = (B t) ) (t)
B'(t) =Ka'(t) elde edilir. Teorem 4.1. (i)
kullanilarak

K = B0 1) = 'ﬂ ©)

L [e@p ]

elde edilir. K=U oldugu goriilir. K sabit
oldugundan U sabittir. Buradan
pF't)=Uda'(t)=Ka'(t) yazilir. Buradan da
integral alarak A(t) =Ua(t)+C elde edilir.
Boylece; a(t) ile g(t) G-denktir.

Fe MID;’
UelD/ve CeR?

nin tekligini gosterelim. Bunun
i¢in nin  tekligini
gostermemiz gerekir. O halde; Fe MID/
L) =Fa(t)=Ua(t)+C

CeR?

oldugundan

Uelb/, saglanir. Diyelim ki;
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E e R?olmak iizere; V e var ve
S(t) =Va(t)+E olsun. p)=Va'(t)
|a’(t)| #0 p)=Va'(t)
kullanilarak V = g'(t)('(t)) " = K . Boylece;
V=K=U. Dolayisiyla; U tektir.
C=p4@t)-Ua(t) olarak alalim. U ‘nun
tekliginden C = g(t)-Ua(t)=E. Bdylece;
U ve C ‘nin de tekliginden F € MID;"’ nin
tekligi de elde edilir.
Tamim 5.1. R? ‘de «(t) bir T-yol olmak
iizere; VteT i¢in [&'(t)a"(t)]=0 ise af(t)
T-yoluna tam dejenere denir.

a(t)ve A(t) R> ‘de T-yollar olsun.

a(t) tam dejenere ve G =MID, olmak iizere;

ID;

saglanir. ve

G
a(t)~ p(t) ise B(t) de tam dejeneredir.
Teorem 5.2. «a(t) ve A(t) R?* ‘de tam
dejenere d-regiiler T-yollar olsun.
G
G =MID, olmak iizere; «f(t)~A(t)dir. <
VteT icin

a®) A
dir. Ayrica; U,,U,e MID;, C,C,eR?
olmak tzere sadece iki tane F=F,F, e M
ID, vardir 6yle ki S(t) = Fa(t) =U,a(t)+C,
ve S(t) =Fa(t) =U,W)a(t) +C,. Burada

o)

40/

L ems®] 1)

dOf 'O

B

We'(t)
S waewpn] g | P
Wa')  Wea'()]
dir. C,=pA@t)-U,a(t), C,=pt)-U,at)
dir.U,,U,,C,,C, sabittir.

©)

Ispat: (=) G=MID, olmak iizere;

a(t)iﬂ(t) kabul edelim. a(t) ve A(t) R?
‘de T-yollar
oldugundan icin |a’(t)| #0 ve
ja" ()]
o (1)
B") " ®)
B ' ()
MID, -invaryanttir. Teorem 5.1. ‘den (3) elde

tam dejenere  d-regiiler

YiteT

ﬁ'(t)|¢0 ‘dir. Boylece; VteT igin

ve vardir. Teorem 4.2. (i) ’den

edilir.
(<) Kabul edelim ki; (3) saglansin. «(t) ve
L) R* ‘de d-regiiler T-yollar oldugundan

VteT ig¢in a'(t)|;t0 ve ,B’(t)|¢0 ‘dir.
Boylece, VteT i¢in —[a'(t)a"z(t)]
(1)

M vardir. a(t) ve B(t) R? ‘detam

B'()|
dejenere T-yollar oldugundan VteT igin
[¢')a"(t)]=[B®)B"(t)]=0 elde edilir.
Buradan

[a'(t)a"z(t)] _ [ﬁ’(t)ﬂ"z(t)] 05
a'(t)] B

elde edilir.

(5) ve (3) denklemleri kullanilarak
Teorem 5.1." de yer alan denklemler elde
edilir. Teorem 5.1. kullanilarak bir tek

Fe MD; vteT
L) =Fa(t) ‘dir. Buradan goriliir ki; bir tek
U,e MID; ve bir tek C eR* vardir ve
U=Ue MID/ dir. Oyle  ki;
Pt)=Fea(t) =U,a(t)+C, ve
C,=p(t)-U,a(t) ‘dir. Teorem 5.1.” den U,
ve C, sabittir.

Wea(t) T-yol olsun. Onerme 3.4. (i) ‘den

a'(t)

40

vardir Oyle ki igin

W -invaryanttir. Boylece; Vt €T igin
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I\N“';(t)|=|a':(t)| ... (6)
|Wa (t)| |a (t)|
‘dir. (6) ve (3) kullanilarak,
We'(t) |8
— = (7
we')] [A)

elde edilir. Onerme 3.4. (i)’de VteT igin
Wa' @) =|e'@)*, detW)=-1 ve (5)

kullanilarak;
[W a'(HW a”(t)] _ det (W ) [a’(t)a”(t)]

Wwe!'(t) o' @)
__ldoao]__[FOsO]_,
@ )f pOf

Boylece;

Wa'(tWea'(t)] _ [B')B"(1)]
we!'(t)[ A0
elde edilir. Vt €T igin (7) ve (8) sistemi elde
edilir. Teorem 5.1. kullanilarak bir tek

.(8)

Fe MID/ vardir oyle ki VteT igin
L) =FWaf(t)) dir. F € MID, "nin
tekliginden VteT i¢in

L) =Fa(t)=UW)a(t)+C, ‘yi saglayan
bir tek U, € MID; ve bir tek C, € R? vardur.
Burada U, 4) seklindedir  ve
C, =p@t)-UW)a(t) ‘dir. Teorem 5.1.’den
U, e MID; ve C, € R?sabittir.
F e MID, alalim. Oyle ki B(t) = Fa(t) ‘dir.
U,U,e ID] ve C,C,eR’® olmak iizere;
Fa(t) =U,a(t)+C, veya
Fo()=UW)a(t)+C, oldugunu
gosterelim. Le ID,, C, e R* olmak iizere;
Pt)=Fa(t)=La(t)+C, alalm. Le ID,
oldugundan Le ID veya Le ID, olur.
Kabul edelim ki L € ID; olsun. Teorem 5.1.°
deki  teklik  kullamlarak, L=U, ve

C,=C, = p(t)-U,a(t) elde edilir.

Kabul edelim ki; Le ID; olsun. Pe ID/

olmak lizere; L=PW ve
C,=p({t)-PWa(t) seklinde olur. Buradan

B(t) = (PW)a(t) + C, = PWa () +C,
edilir. Boylece; S(t) ve Wea(t)
T-yollar: MID;" -denktirler. Teorem 4.1.” deki
teklik kullanilarak VteT i¢in P=U, ve
C,=C,=(t)-(UW)a(t) elde edilir.

Ue MD/,

olmak lizere;

elde

(@ ve (d) durumunda,
C,=p@{t)-U.a(t)
Fa(t) =U,a(t)+C, saglanir. Burada U; (2)
seklindedir. (b) ve (¢) durumunda, U, e M
ID,, C,=p@t)-UWa(t)
Fa()=UWa(t)+C, saglanir. Burada U,
(4) seklindedir. U,,U,,C,,C, teT sabittir.

6. Sonucg
Bu c¢alismada, kullanilan yontem ile
parametrik egrilerin G-denklik problemi ile
ilgili sonuglar elde edilmistir. Kullanilan
yontem ve sonuglar dual parametrik egrilerin
(yollarin) ve dual egrilerin invaryant teorideki

olmak {izere;

uygulamalarinda yararli olacaktir.
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