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In this study, a recent objective space based convex multiobjective optimization algorithm
(Algorithm 1), which generates inner and outer approximations to the whole Pareto frontier for
any given error bound, is considered. The algorithm solves a Pascoletti-Serafini (PS) scalarization
for every vertex of the current outer approximation and iterates by updating it. Different variants
of this algorithm are proposed and their efficiencies are compared through numerical tests.

Figure A. Iterations of Algorithm 1

Purpose: Recent literature shows that Algorithm 1 works well for convex multiobjective
optimization problems (MOPs) in the sense that independent of the dimension of the objective
space, it returns an approximation to the whole frontier. The purpose of this study is to develop
further variants to this algorithm and to compare the efficiencies.

Theory and Methods: The solution concepts for MOPs and results regarding the PS scalarization
method are provided. Algorithm 1 is explained in detail. Further variants to the algorithm are
proposed. Note that the variants are parametric and each k € N U {oo} describes a different
variant. The variants are implemented using MATLAB. First, the performances of the variants
(k = 1,2,3,4,5,10, o) are compared for randomly generated linear MOP instances; then, they are
compared for a scalable (in the sense of the dimension of the objective space) nonlinear convex
problem. The number of objectives is increased from 2 to 6 for each.

Results: For linear MOP instances with two and three objective functions, we observe that k =
oo works the best and the performance of the algorithm improves if one decreases k as the number
of the objective functions increases. For the nonlinear example however, no particular pattern is
observed.

Conclusion: A convex MOP algorithm is considered and a set of variants to this algorithm is
proposed. The variants are designed parametrically, one for each k € N U {c0}. One recovers the
original variants by setting the two extreme points (k = 1,k = o). Seven variants are
implemented and tested through randomly generated linear MOPs and a scalable nonlinear
convex MOP. It has been observed that the performances of the different variants differ as well.
Even though no particular conclusion regarding the performances of the variants is observed for
the nonlinear example, for the linear instances the algorithm works better if one decreases the
value of k as the dimension of the objective space increases.
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Bu calismada, disbiikey ¢ok amach eniyileme problemlerini Pareto kiimeye i¢ ve dis yaklasik
kiimeler bulmak anlaminda ‘cézen’ bir Benson tipi algoritma ele alinmistir. Algoritma her
yinelemede o anki dig yaklasik kiimenin herhangi bir kisesi i¢in Pascoletti-Serafini skalerizasyon
modelini ¢ozer. Coziilen bu model sayesinde kdsenin Pareto kiimeye yeterince yakin olup
olmadig1 anlasilir. Eger yeterince yakin degilse o anki dis yaklagik kiime bir kesit eklenerek
giincellenir. Bu uygulama bir dig yaklasik kiimenin tiim kdseleri Pareto kiimeye yeterince yakin
oluncaya kadar tekrarlanir. Dis yaklasik kiimenin giincellemesi islemi, Pareto kiimeye yeterince
yakin olmayan ilk kdse bulunduktan sonra yapilabilecegi gibi tiim koseler kontrol edildikten
sonra da yapilabilmektedir. Bu se¢im algoritmanin performansimi etkilemektedir. Bu ¢alisma ile
algoritmaya bu iki u¢ varyanta ek olarak farkli varyantlar Onerilmis ve tiim varyantlarin
performanslart bilgisayimsal testler yolu ile karsilastirilmistir. Rasgele tiiretilmis dogrusal
problemlerde, amag uzayinin boyutu arttik¢a bu ¢alisma ile 6nerilen varyantlarin performansinin
daha iyi oldugu gézlenmistir.

Approximation Algorithm Variants for Convex Multiobjective
Optimization Problems

Abstract

We consider a Benson type algorithm to ‘solve’ convex multiobjective optimization problems in
the sense that it generates inner and outer approximations to the Pareto frontier. In each iteration
of the algorithm, a Pascoletti-Serafini scalarization is solved for an arbitrary vertex of the current
outer approximation. In this way, it is possible to determine if the vertex is close enough to the
Pareto frontier. If not, then the current outer approximation is updated by a cut. This procedure
continues until all the vertices are close enough. The update of the outer approximation can be
done right after finding the first vertex that is not close enough to the Pareto frontier; or after
checking all the vertices. This choice affects the performance of the algorithm. With this study,
additional variants that are different than these two extreme ones are proposed and the
performances of all these variants are compared via computational tests.

1. GIRiS INTRODUCTION)

Birbiri ile ¢elisen birden fazla ama¢ fonksiyonun ayni anda eniyilendigi ¢ok amagli eniyileme
problemlerinin birgok uygulama alan1 mevcuttur (6rnegin [23]) ve bu problemler literatiirde ¢okca
calisiimistir. Elbette ¢ok amagli bir eniyileme problemini '¢6zmek’, tek amag¢ fonksiyonu olan standart bir
eniyileme problemini ¢6zmeye gore olduk¢a zordur. Literatiirde belirli problem tipleri igin gelistirilmis cok
amagli eniyileme problemi ¢dziim yaklasimlart ve algoritmalar bulunmaktadir ([8]).

Bu calismada, her bir amag fonksiyonunun enkii¢iiklendigi ¢ok amacli eniyileme problemleri ele alinmistir.
Boyle bir problemde genellikle tek bir en kiigiik amag fonksiyonu degeri yoktur. Bunun yerine p boyutlu
amag uzayinda ‘minimal’ noktalarin kiimesini bulmak gerekmektedir. Olurlu bir noktanin amag uzayindaki
goriintilisii ancak ve ancak kendisinden ‘daha kiiclik’ bagka bir olurlu nokta goriintiisii yoksa minimaldir.
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Amag uzayimndaki bir minimal nokta ¢ok amacli eniyileme problemlerinde basatlanmamis/baskin (ing.
Nondominated) nokta olarak adlandirilmistir. Karar uzayinda, amag fonksiyonu altindaki goriintiisti baskin
nokta olan ¢dziimlere etkin ¢oziim denilmektedir.

Cok amagli eniyileme problemlerinde genellikle bir etkin ¢oziimler kiimesi bulmak hedeflenir. Bazi
problem tiplerinde biitiin etkin ¢dziimlerin kiimesini bulmak da miimkiindiir. Ornegin, Evans ve Steuer ([9])
cok amacli dogrusal programlama problemlerinin tiim etkin noktalarini bulan bir simpleks algoritmasi
gelistirmigtir. Daha sonra bu algoritmanin ¢esitli 1ylle$t1r11rneler1 yapilmustir ([1, 2]). Ancak genellikle tim
etkin ¢oziimleri bulmak zor ve bazen de gereksizdir. Ornegin, dogrusal problemlerde yozlasma (Ing.
Degeneracy) oldugunda bircok etkin ¢ézlimiin goriintiisii tek bir baskin noktaya denk gelebilmektedir.
Aslinda tek amag fonksiyonu olan siradan bir eniyileme probleminde de amag tiim eniyi ¢ozlimler kiimesini
bulmak degil, bir eniyi ¢6ziim bulmaktir. Benzer sekilde, ¢ok amagl eniyileme problemlerinde de tiim etkin
cOziimleri bulmak yerine amag¢ uzayindaki tiim baskin noktalar kiimesini ya da tiim baskin noktalar
kiimesini ‘yeterince iyi’ sekilde temsil edecek bir altkiimesini verecek etkin ¢oziimler altkiimesi bulmak
hedeflenir.

Bu calismada dogrusal ve disbiikey ¢ok amagli eniyileme problemleri {izerinde durulacaktir. Yakin
gecmiste bu problemler i¢in motivasyonunu kiime degerli eniyileme problemlerinden alan ¢6ziim
kavramlar1 gelistirilmistir. Buna gdre ‘sonlu (e-) ¢oziim’ verimli kiimenin amag¢ uzayindaki baskin
noktalarin tamamini (e-yaklagikligini) olusturabilen bir altkiimesidir ([15, 16]).

Dogrusal ve disbiikey ¢cok amagli eniyileme problemleri igin tasarlanmis dis yaklagiklama algoritmalarinin
onciisii Benson’in 1998’de dogrusal problemler igin 6nerdigi algoritmadir ([3]) ve yazinda benzer diizende
calisan dis yaklasiklama algoritmalar1 sikca Benson tipi algoritmalar olarak anilmaktadir. Benson’in
onerdigi algoritmanin dogrusal problemler icin gelistirilmis farkli varyantlar1 [22, 12, 4]’te goriilebilir.
Ayrica, dogrusal problemler i¢in geometrik ¢ifteslik teorisi gelistirilmis ([15]) ve ciftes problemin yapisi
kullanilarak farkl: (giftes) dis yaklasiklama algoritmalar: gelistirilmistir ([6, 12]). Digbiikey problemler i¢in
Benson tipi bir dis yaklagiklama algoritmasi [7]’de 6nerilmistir. Daha az sayida skalerizasyon modeli ¢6zen
benzer bir algoritma ve onun geometrik ciftes versiyonu ise [16]’da &nerilmistir. Onerilen bu algoritmalar
probleme sonlu e- ¢6ziim bulmaktadir.

Bu ¢alismada baz olarak alinan algoritma, [16]’da gelistirilen Benson tipi dig yaklasiklama algoritmasidir.
[16]°da bu temel algoritmanin iki varyanti dnerilmis, bunlarin belirli varsayimlar altinda dogru ¢aligtigt
ispatlanmistir. Ancak sinirli sayida test problemi ¢oziilmiis ve iki varyantin verimlilik agisindan kiyasi
yapilmamistir. Bu ¢alisma ile [16]’da 6nerilen temel algoritmaya farkli bir varyant 6nerilmektedir. Bu
varyant parametrik olarak tasarlanmigtir ve bu parametrenin alabilecegi iki u¢ deger alindiginda [16]’da
oOnerilen iki varyant elde edilmektedir. Ancak parametre sonsuz farkl sekilde segilebilmektedir, bu yiizden
onu problemin kendi yapisina uygun olacak sekilde segmeye yarayacak bir yaklagim sunulmustur. Bu
yaklasim kullanilarak alternatif varyantlar tiiretilmis ve [16]’da Onerilen iki (ug) varyant da dahil olmak
lizere bu varyantlar sayisal testler kullanilarak birbirleri ile kiyaslanmugtir.

Sayisal kiyaslamalar igin rastgele tiiretilmis dogrusal problemler ile temel bir digbiikey ¢cok amacli
eniyileme problemi kullanilmistir. Her iki problem tipi icin de amag¢ fonksiyonu ikiden altiya kadar
degistirilmistir ve varyantlarin ¢caligma zamanlar ile ¢ozdiikleri skalerizasyon modeli sayilart bu problem
kiimeleri iizerinden karsilagtirilmigtir. Dogrusal problemler ele alindiginda, varyantlarin verimliliginin
problem boyutuna bagli olarak degisimi icin bir ¢ikarim yapilabilirken, incelenen digbiikey 6rnek icin genel
bir ¢ikarim yapmak miimkiin olmamustir.

2. BASLANGIC (PRELIMINARIES)

Bir A € RP? kiimesinin digbiikey ortiisii, sinir1 ve 6zigi (Ing. Interior) sirasiyla dish A, snr A ve int A ile
gosterilmektedir. A € RP digbiikey bir kiime ve F S A onun digbiikey bir altkiimesi olsun. Eger, 0 < A <
1 ve al,a? € A igin “da’ + (1 — )a? € F ancak ve ancak a®, a? € F” iliskisi varsa, F kiimesine A’nin
bir yiizii denir. Sifir boyutlu bir yiize kdse; bir boyutlu bir yiize ise kenar denir ([20]).

A, B € RP kapali kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik,
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H(A,B) = max{sup inf||x — y||, sup inf||x — yll}
XEA YEB YVEB X€EA

olarak tamimlanir ([21]). Burada ||*||, RP’de taniml1 bir normdur. Bu calismada Oklid normu olarak
alinmustir.

Bu calismada y,y’ € RP noktalarinin arasindaki tam olmayan siralama iligkisi asagidaki sekilde
gosterilmistir:

y <y iy, <y heri=1,..,pigcin
y<y' i y; <y, heri=1,..,pigin
y 2y oy <y vey#y
Ayrica, RE = {y € RP:Her i igin, y; > 0} ile p boyutlu uzaydaki pozitif koni, e € RP ile birlerden olusan
(1, ..., DT vektorii ve e’ € RP ile i’inci bileseni bir olan birim (0, ...,1, ..., 0)7 vektorii gosterilmektedir.

Makale boyunca kiimeler arasindaki toplam (+) islemi Minkowski toplamini ifade etmektedir, yani, 4, B <
RP olmak tizere A+ B:={a+b:a €A, b€ B}.

3. PROBLEM TANIMI VE COZUM YAKLASIMLARI (PROBLEM DEFINITION AND
SOLUTION APPROACHES)

f=(fu- ,fp)T: R™ — RP vektor degerli bir fonksiyon ve X € R™ digbiikey kapali bir kiime olsun. Her
i igin f;: X — R disbiikey fonksiyon olmak iizere bir digbiikey cok amacl enkii¢iikleme problemi

(P) enkiiciikle f(x) oOyleki x€X
olarak yazilabilir.

Olurlu kiimenin f altindaki goriintisii Y :== f(X) = {f(x) : x € X} olsun. P := f(X) + R’i kiimesine (P)
probleminin st gériintii kiimesi denmektedir. Ust goriintii kiimesi disbiikeydir; ayrica, eger amag
fonksiyonu siirekli ise kapalidir.

Tamm 3.1 ([13]): Amag uzaymdaki iki nokta y ve y' icin y <y’ ise y noktast y' noktasina baskindir,
y <y' isey noktast y' noktasina giicli baskindir denir. Y kiimesi i¢inde y noktasina baskin olan
(kendisinden baska) bir nokta yoksa y noktasi baskin noktadir. Benzer sekilde, y noktasina giiglii baskin
olan bir nokta yoksa y noktasi zayif baskin noktadir. Amag fonksiyonu altindaki goriintiisii (zay1f) baskin
olan bir x € X ¢6ziimiine (zayif) etkin ¢oziim denir.

Bir digbiikey ¢ok amagli eniyileme problemi igin biitiin (zayif) baskin noktalar iist goriintii kiimesinin
sinirinda  yer almaktadir ([7]). (P) problemini ¢6zmekle kastedilen, (zayif) etkin g¢oziimler kiimesi
bulmaktir. Bulunan ¢6ziim kiimesinin tiim zayif baskin noktalar kiimesini (f (X) N snr P) ‘kaliteli’ sekilde
temsil etmesi beklenir. Bu caligmada, motivasyonunu kiime degerli eniyileme problemlerinden alan
asagidaki ¢6ziim kavrami kullanilacaktir.

Tamm 3.2 ([16]): Sonlu say1da (zay1f) etkin ¢oziimden olusan X C X altkiimesi P € dish (f(X) + RE) —
e{e} iliskisini sagliyorsa X e sonlu (zayif) e-¢éziim denir.
Bu tanim, iist goriintli kiimesine asagidaki gibi igerden ve disardan yaklasik cokyiizliiler tiiretmektedir:

dish (f(X) + RY) € P < dish (f(X) + RY) — efe}.

Bu ¢ok yiizliiler arasindaki Hausdorff uzaklik tam olarak €||e|| = 8\/5 kadardir. Eger problem dogrusal ise,
yani, C € RP*™", A € R™™ b € R™ olmak ilizere f(x) =Cx ve X = {x € R": Ax < b} seklinde
verilmigse, o zaman iist goriintii kiimesi kesin olarak hesaplanabilmektedir. Bir diger deyisle, ¢ = 0
almabilmektedir. Elbette, dogrusal olmayan digbiikey problemlerde bu miimkiin degildir. Ancak, eger
disbiikey problemin olurlu kiimesi tikiz (Ing. Compact) ise her £ > 0 igin bir sonlu -¢dziim vardir ([16]).
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Yazinda etkin ya da zayif etkin ¢oziimlerin bulunabilmesi i¢in farkli yaklagimlar bulunmaktadir. Yaygin
bir yaklasim (P) probleminden tiiretilmis, tek amag fonksiyonlu ve ¢oziildiigiinde (zayif) etkin ¢6ziim bulan
bir eniyileme modeli, diger adi ile skalerizasyon modeli, ¢6zmektir. Skalerizasyon modellerinde genel
olarak problem parametreleri haricinde model parametreleri vardir ve bu model parametreleri degistirilerek
farkli (zayif) baskin noktalar bulmak miimkiindiir. Yakin zamanda bu modellerin kiyaslandigi bir ¢calisma
Kasimbeyli v.d. tarafindan yazina kazandirilmistir [14].

Dogrusal ve digbiikey problemler icin sik¢a kullanilan iki skalerizasyon modeli, agirlikli toplam ve
Pascoletti-Serafini skalerizasyonlaridir. Agirlikli toplam skalerizasyonunda model parametresi olarak
agirlik vektorii (w € RP) bulunur:

(P(w)) enkiigikle wTf(x) oyleki x€X.

Egerw € ]R{ﬁ ise modelin eniyi ¢6ziimii (P) problemi igin zayif etkin ¢oziimdiir; eger her i igin w; > 0 ise
0 zaman etkin ¢oziimiidir ([13]).

Cok amagli eniyileme problemlerinde ideal nokta, y’ € RP, her amag fonksiyonunun digerlerinden
bagimsiz olarak alabilecegi en iyi degerin olusturdugu vektordiir, matematiksel olarak her i = 1, ..., p i¢in
y! = infyex f;(x) olarak tanimlanabilir. Dolayis1 ile ideal noktanin i’yinci bileseni (P(e')) skalerizasyon
modelinin eniyi degeridir.

Pascoletti-Serafini skalerizasyon modelinde biri referans noktasi (v € RP) ve biri de yon vektorii (d € RP)
olmak iizere iki parametre vardir:

(P(v,d)) enkiigiikle z oyleki x€X, f(x)<v+zd.

Eger d # 0 € RP ise modelin eniyi ¢6ziimii, (P) problemi igin zayif etkin ¢oziimdiir ([19, 5]). Bu ¢alisma
boyunca d = e olarak alinacaktir. Pascoletti-Serafini modelinin Lagrange ¢iftes problemi

(D(v, d)) enbiiyiikle (12)f( wlf(x) — WTU) oyleki w=0, wid=1
X

olarak yazilabilir. Ciftes problemin eniyi ¢6zlimii kullanilarak iist goriintii kiimesi P’ye bir destekleyici
(ing. Supporting) hiperdiizlem bulmak miimkiindiir.

Teorem 3.3 ([16]): Eger X kiimesinin 6zi¢i bos kiime degilse o zaman hem (P(v, e)) hem de (D(v, e))
probleminin eniyi ¢dzimi, (x*,z*) ve w*, vardir ve aralarinda gii¢lii ¢ifteslik iliskisi gegerlidir. Ayrica,
h:= {y € RP: w*)Ty = (W*)Tf(x*) } hiperdiizlemi iist goriintii kiimesi P’yi f (x*) noktasinda destekler
veH:= {y e RP:(w")Ty = W*)Tf(x*) } yartuzay1 P’yi igerir.

4. BENSON TiPi BIR YAKLASIKLAMA ALGORITMASI (A BENSON TYPE
APPROXIMATION ALGORITHM)

Disbiikey cok amagli eniyileme problemlerine Tanim 3.2’de verildigi gibi zayif e-¢oziim iireten temel ve
(geometrik) ciftes algoritmalar [16]’da verilmistir. Bu ¢calismada, amag uzayini baz alan ve Benson tipi bir
algoritma olan temel algoritma {izerinde durulacaktir.

Temel algoritmanin ¢aligma mantig1 kisaca su sekilde Gzetlenebilir: Algoritma baslangigta iist goriintii
kiimesi P’yi kapsayan bir ¢okyiizlii bulur. Bu ilk disyaklasik cokyiizlii, genelde, y! ideal nokta olmak iizere
PO=yl + ]Rﬁ olarak alimmaktadir. Elbette P° kiimesinin tek kosesi ideal noktadir.

Algoritma k’yinci yinelemede o andaki disyaklasik cokyiizlii P*’nin késelerini bulur. Her bir v¥ kosesi
icin (P(v¥,e)) Pascoletti-Serafini skalerizasyon modelini ¢ozerek bu kosenin iist goriintii kiimesine e
yoniindeki ‘uzakligint’ hesaplar. Eger bu uzaklik istenilen hata pay1 €’dan biiyiikse o zaman Teorem 3.3
kullamlarak P’yi kapsayan ama v*’yi disinda birakan H yariuzay1 bulunur. Bir sonraki yineleme igin
gegerli olacak disyaklasik ¢okyiizlii P¥*1 = P* n H olarak giincellenir. Eger bir disyaklasik ¢okyiizliiniin
tiim koseleri i¢in hesaplanan uzaklik &’dan kiigiikse algoritma sonlanir. Algoritmanin sdzde-kodu agagida
verilmistir:
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Algoritma 4.1: (P) problemi i¢in temel yaklasiklama algoritmasi

Baslangic:
Heri =1, ...,p i¢in (P(e')) modelini ¢6z, eniyi ¢oziim x* olsun.

X={ .. xP},yl = (fl(xl), ...,fp(xp))T, PO=y'+RE k=0.
Ana dongii:
1. M= RP olsun.
2. P¥°nin kdselerini bul, bu kiime V¥ olsun.
3. j=1olsun.
4. Egerj > |V"| ise Adim 5’¢ git. Eger j < |Vk| ise
a.  V*’nm j’nci eleman1 v olsun. (P(v, e)) ve (D(v, e)) problemlerini ¢6z, sirastyla (x*, z*)
ve w* eniyi ¢oziimlerini bul.
b. X « X U {x*} olarak giincelle.
c. Eger z* > ¢ise
i. M« Mn {yeRP:w)Ty > (wWw)Tf(x")}
ii. (Varyant 1): Adim 5’¢ ilerle
(Varyant 2): j « j + 1 olarak giincelle ve Adim 4’¢ git.
d. Eger z* < eisej « j+ 1 olarak giincelle ve Adim 4’e git.
5. Eger M # RP ise P*¥*1 « P¥ N M, k « k + 1 olarak giincelle ve Adim 2’ye git. Eger M =
RP? ise dur: X bir sonlu (zay1f) e-¢oziimdiir.

Algoritma, baslangicta p adet (her e’ icin) agirlikli toplam skalerizasyonu ¢ozerek, problemin ideal noktast
y!’y1 bulur. Coziilen skalerizasyon sonucu bulunan eniyi degerler, zayif etkin ¢oziimler olarak X kiimesine
eklenir. Tlk dis yaklagik kiime P := y! + R® olarak tamimlanir ve yineleme sayis1 k = 0 olarak atanur.

Her yinelemede ilk adim o anki dis yaklasik kiimenin koselerini bulmaktir. ilk yineleme i¢in bunun sadece
y! noktasi oldugu aciktir. Ancak, daha sonraki yinelemelerde bu asamada bir kose siralamasi (ing. Vertex
enumeration) problemi, yani sonlu sayida yariuzayin kesisimi olarak tanimlanmis bir ¢okytizliiniin (bkz.
Adim 5 ve Adim 4.c.i.) koselerinin hesaplanmasi problemini, ¢ozmek gerckmektedir. Bunun igin
gelistirilmis farkli algoritmalar mevcuttur. Bu c¢alismada Lohne ve Weilling tarafindan gelistirilmis
MATLAB uyumlu bensolve programi kullanilmustir ([17, 18]).

Algoritmanin k’yinci yinelemede buldugu koselerin kiimesi V¥ ve bunlarin sayisi |Vk| olsun. Adim 4’te,
bulunan tiim bu kdoseler sirasiyla ele alinmaktadir. Her bir kése (v) icin (P(v, e)) ve (D(v, e)) problemleri
coziilerek sirastyla (x*,z*) ve w* eniyi ¢dziimleri bulunur. x* bir zayif etkin ¢dziim olarak X kiimesine
eklenir. Eger z* < ¢ ise incelenen v kosesinin st goriintii kiimesi P’ye e yoniindeki uzakligi &’dan kiigiik
oldugu igin algoritma (eger varsa), siradaki koseyi ele alir. Eger z* > € ise v kosesi P’ye yeterince yakin
olmadig igin o anki dis yaklasik kiimenin (P*’nin) giincellenmesi gerekmektedir.

Giincellenme asamasinda algoritmanmn iki varyanti bulunmaktadir. ilk varyantta M =H ={y €
R?: (w*)Ty > (w*)T f(x*)} olarak hesaplanir ve ilk kez uzak bir kdse bulundugunda Adim 5’e ilerlenerek
dis yaklasik kiime giincellenir. Boylece P¥*1 kiimesi, P* kiimesinin tek bir yarruzayla kesistirilmesi
sonucu elde edilir. Algoritma Adim 2’ye donerek bu kiimenin koselerini bulur.

Ikinci varyantta ise her yinelemede, mutlaka her kose igin (P(v, )) modeli ¢dziiliir. Herhangi bir kdse igin
z* > ¢ olarak bulunmussa elde edilen yariuzay direkt olarak P* kiimesi ile kesistirilmek yerine, M kiimesi
ile kesistirilerek saklanir. Tiim koseler icin bu islem tamamlandiginda, Adim 5’te P¥ kiimesi bulunan tiim
yartuzaylarla, tek seferde kesistirilerek giincellenir. Algoritma yine Adim 2’ye donerek kdse siralamasi
problemi ¢ozer.

Herhangi bir yinelemede bulunan tiim koseler list goriintii kiimesine yeterince yakin olarak bulunmussa M
kiimesi giincellenmeden kalir ve algoritma sonlanir. Asagida basit bir 6rnek iizerinde algoritma gorsellerle
anlatilmigtir.
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Ornek 4.2: (P) problemi icin f(x) = xve X = {x € RZ : (x; — 1)? + (x, — 1)? < 1}olsun. Bu durumda
n = p = 2’dir. Problemin iist goriintii kiimesi, baskin noktalar1 ve ideal noktas1 Sekil 1’de verilmistir.

0 02 04 06 0.8 1 12 0 0.2 04 06 038 1 12

Sekil 1. Ornek 4.2 icin sirast ile iist goriintii kiimesi (mavi kiime), baskin noktalar kiimesi (kirmizi ¢izgi)

ve ideal nokta (koyu mavi nokta ile gésterilmis 0 noktasi)

Sekil 2°de ise Algoritma 4.1 Varyant 1’in ¢aligma basamaklar1 gosterilmistir. Figiir 1 ilk dongiide ¢6ziilen
Pascoletti-Serafini skalerizasyonunu, Figiir 2 bu model sonucu ciftes ¢oziim kullanilarak bulunan
destekleyici hiperdiizlemi gosterir. Ilk yineleme sounucunda Figiir 3 elde edilmistir. Ikinci yinelemeden
sonra Figiir 5 ve ti¢lincii yinelemeden sonra Figur 7 elde edilir. Bu figiirdeki tim kdseler iist goriintii
kiimesine yeterince yakin oldugu i¢in Algoritma sonlanir. Sekil 2 kullanilarak Varyant 2’nin ¢aligma
basamaklar1 gosterilmek istense, Figlir 5’in Figiir 3 {izerine ve Figiir 6’nin Figiir 4 {izerine taginmasi
gerekirdi. Bu durumda Figiir 7, ikinci dongii sonunda elde edilmis olurdu.

Sekil 2. Algoritma 1 (Varyant 1)’in Ornek 4.2 iizerinde uygulama adimlar: (Ilk satir soldan saga Figiir 1-
4 ve ikinci satir soldan saga Figiir 5-T)

Algoritma 4.1°in dogru ¢aligarak probleme bir zayif e-¢6ziim verdigi bilinmektedir ([16]). [16]da sunulan
siirlt sayidaki (dogrusal olmayan) digbiikey sayisal 6rnekte algoritmanin ilk varyantinin ikinci varyanta
gore ayn1 ya da daha az sayida skalerizasyon modeli ¢ozerek durdugu gozlemlenmistir. Bu 6rneklerden iki
amag fonksiyonuna sahip olanlarda her iki varyant da ayn1 sekilde ¢alisirken, ii¢ ve dort amag fonksiyonu
olan 6rneklerde Varyant 1 daha verimlidir. Elbette, sadece bu drneklere bakarak Varyant 1°in her zaman
daha iyi (ya da en azindan Varyant 2 kadar iyi) bir verimlilikte ¢alisacagi ¢ikarimini yapmak miimkiin
degildir.

Aslinda, Varyant 1 ve 2’nin farkli yonlerden daha giiglii olma potansiyelleri vardir. Varyant 1’de, dis
yaklagik kiime giincellendiginde heniiz kontrol edilmemis bazi kdselerin, bu giincelleme sonucunda
elenmesi miimkiindiir. Elbette bu durumda bu koseler i¢in Pascoletti-Serafini modeli ¢oziilmeyecektir.
Varyant 2’nin bir avantaji ise tiim koseler kullanilarak giincelleme yapildigi i¢in dis yaklasik kiimenin, iist
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goriintli kiimesine, daha ‘dengeli’ yakinsamasidir. Diger bir deyisle, bu varyantta dis yaklasik kiimenin {ist
goriintii kiimesine olan Hausdorff uzakligi her yinelemede mutlaka azalmaktadir. Bunun sayesinde,
algoritma erken durduruldugunda elde edilen dis yaklasik kiimenin, {ist gdriintii kiimesini her boliimiinde
daha 1iyi temsil etmesi beklenir. Ayrica, Varyant 2’de genel olarak ¢ok daha az sayida kose siralamasi
problemi ¢oziilmesi beklenir. Elbette, bu problemlerde, o anki dis yaklasik kiime, ayn1 anda birden fazla
sayida yariuzay ile kesistirilmektedir. Dolayist ile ¢oziilen kdse siralamasi problemi Varyant 1’e gore
yapisal olarak daha zordur.

5. BENSON TiPI ALGORITMAYA FARKLI BiR VARYANT (A DIFFERENT VARIANT FOR
THE BENSON TYPE ALGORITHM)

Bu boliimde Algoritma 4.1’¢ parametrik olarak tasarlanmig bir varyant Onerilmektedir. Bu varyant
parametre se¢imine gore Varyant 1 ve 2’yi kapsamaktadir. Varyantin Algoritma 4.1’den farkli oldugu adim
4.c. adimdir. Bir 6nceki boliimde agiklandig gibi algoritmada o anki dis yaklasik kiime ya ilk kez uzak bir
koseye denk gelindiginde (Varyant 1) ya da tiim koseler tarandiktan sonra (Varyant 2) giincellenmektedir.
Bunun yerine, uzaklik i¢in ikinci bir kontrol yapilmasini 6éneriyoruz. Buna gore, belirlenmis bir £ > ¢ i¢in,
Pascoletti-Serafini modeli ¢oziilerek bulunan uzakligin, &’den biiyiikk olup olmadigina bakilmali; eger
biiylikse o anki dig yaklasik kiime giincellenmeli, degilse diger koselere bakmaya devam edilmelidir.
Algoritmanin bu varyantina ait 4.c. adiminin sdzde-kodu asagida verilmistir.

Algoritma 5.1: (P) problemi i¢in temel yaklasiklama algoritmasina farkli bir varyant:

4.c.Eger z* > ¢gise
i. M« Mn {yeRP:w)Ty > (wW)Tf(x")}
ii. Eger z* < £ise j « j+ 1 olarak giincelle ve Adim 4’¢ git.
iii. Eger z* > & ise Adim 5’¢ ilerle.

Kolayca anlasilacag1 gibi eger € = € olarak alinirsa her zaman 4.c.iii. gegerli olur ve Algoritma 4.1°de
verilen Varyant 1 elde edilir. Buna karsilik eger € yeterince biiyiik secilirse her zaman 4.c.ii. gegerli olur
ve Algoritma 4.1°de verilen Varyant 2 elde edilir. Bu iki u¢ varyantin yani sira, €’yi farkli sekillerde
secmek, algoritmanin farkli varyantlari olmasini saglamaktadir. Ayrica, algoritma € > ¢ olarak alindig
stirece dogru calisir ve [16]’da gosterilmis oldugu gibi probleme bir zayif e-¢6ziim verir. Ancak secilen €
degeri algoritmanin performansini etkileyeceginden, bu parametrenin nasil secilecegi onemlidir.

Bu calismada & secimi i¢in problemin kendi yapisi kullanilmigtir. Bu prosediirii anlatmadan 6nce su
gozlemleri yapalim:

Aciklama 5.2: (a) Eger bir digbiikey ¢okyiizlii (A) bagka bir digbiikey kiimeyi (B) kapsiyorsa, bu iki kiime
arasindaki Hausdorff uzaklik H(A, B) := sup igg |[x — y|| olarak yazilabilir. Elbette, burada igg [lx — Il
x€EAY y

x noktasinin B kiimesine uzakligidir. Eger H(4, B) = igg [l — y|| > 0 ifadesini saglayan bir X € A varsa
y

0 zaman X, A’nin bir kdsesi olarak alinabilir. (b) Ayrica, eger A 2 C 2 B ifadesini saglayan bir C kiimesi
varsa 0 zaman, H(A, B) = H(4, C) dogrudur.

Algoritma boyunca elde edilen dis yaklasik kiimeler P° 2 P1 2 ... 2 Pk 2 Pk+1 2 ... 2 P iliskisini
sagladigi icin Agiklama 5.2.’ye gore algoritma boyunca ele almacak tiim kdseler iginde Ust goriintii
kiimesine en uzak olan1 P° kiimesinin tek kdsesi olan ideal noktadir. Burada dikkat edilmesi gereken,
algoritma iginde bir kdsenin iist goriintii kiimesine olan Oklid uzaklig1 degil, bunun yerine Pascoletti-
Serafini skalerizasyonu c¢oziilerek, kdseye ka¢ e eklenirse ilk kez iist goriintii kiimesine carpacagi
hesaplanmaktadir. Elbette iist goriintii kiimesine ilk kez degen nokta (v + ze) ile kose (v) arasindaki
uzaklik, kdsenin iist goriintii kiimesine olan Oklid uzakligindan daha biiyiik olacaktir. Yine de bu iki mesafe
arasinda bir iliski oldugu agiktir.

Calismada &, ¢oziilen ilk Pascoletti-Serafini modelinin (ki bu (P(y’, e)) modelidir) eniyi degerine bagl
olarak secilmektedir. Bu modelin eniyi degeri z’ olsun. Bu durumda ilerleyen yinelemelerde Pascoletti-
Serafini modeli ¢oziildiigiinde eniyi deger olarak z/’dan daha kiiciik degerler elde edilmesi beklenebilir.
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(Elbette bu her zaman dogru olmak zorunda degildir.) Bu gozlemden faydalanarak algoritmanin
1

onerdigimiz varyantinda k > 1 olmak iizere farkli k sayilar1 i¢in € = % olarak alinmustir.
6. BILGISAYIMSAL TESTLER (COMPUTATIONAL TESTS)

Algoritma 4.1°de 6nerilen iki varyant ile bu ¢aligmada 6nerilen varyant, dogrusal ¢ok amagl eniyileme
problemleri ile 6zel yapili digbiikey cok amacli eniyileme problemleri {izerinde test edilmistir. Biitiin test
problemleri i¢in k = 1,2, 3,4, 5, 10, oo olarak alinmak {izere toplamda yedi varyant kiyaslanmigtir. k = 1
durumu Algoritma 4.1°de verilen Varyant 1’e ve k = co durumu Varyant 2’e denk gelmektedir. Algoritma
ve tiim varyantlart MATLAB (R2019a versiyonu) kullanilarak uygulanmistir. Skalerizasyon modelleri igin
¢oziicii olarak CVX kullanilmustir ([10, 11]). Testler sistem 6zellikleri Intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU@
3.60GHz, 4.00GB, x64 Windows 10 olan bir bilgisayar kullanilarak yapilmistir.

6.1. Dogrusal Problemler

Algoritma varyantlarinin ¢alisma performanslar1 oncelikle rastgele olusturulmus dogrusal problemler
tizerinde test edilmistir. Bilindigi gibi p boyutlu bir dogrusal ¢ok amacli eniyileme problemi C €
RP*™, A € R™™ ve b € R™ olmak {izere (P) probleminde f(x) = Cxve X = {x € R" : Ax < b}alinarak
yazilabilir. Rastgele testler i¢in A ve C matrislerinin her bileseni ortalama degeri ¢ = 0 ve varyans degeri
a2 = 100 olan bagimsiz normal dagilimlar kullanilarak, b vektoriiniin her bileseni ise araligi [0,10] olan
bagimsiz diizgiin dagilimlar kullanilarak tiiretilmistir. Niimerik karmasikliklar1 engellemek igin bu matris
ve vektorlerin her bileseni, kendisine en yakin tamsayiya yuvarlanmistir. Bu sekilde rastgele bir problem
tiiretildikten sonra, ilk olarak, problemin olurlu ve sinirli (ideal noktanin her bileseninin sonlu olmasi
baglaminda) oldugu kontrol edilmis; bu kosullar1 sagliyorsa test problemi olarak alinmustir.

Bu calismada sayisal testler icin p = 2,3, 4, 5, 6 boyutlu drnekler tiiretilmistir. Iki amagli problemler (p =
2) igin n = 10 ve m = 20 olarak alinmus, diger tiim problem kiimeleri igin ise n = 5 ve m = 10 olarak
almmustir. 2-5 boyutlu problem kiimeleri 20ser, 6 boyutlu problem kiimesi ise 10 adet olurlu ve sinirl
dogrusal problemden olusmaktadir. Tiim problemler igin & = 10~5 olarak alinmustir. Tablo 1°de her bir
problem kiimesi i¢in yedi varyantin ortalama ¢aligma siireleri (saniye cinsinden) goriilmektedir. Buna gore
Varyant 1 (k = 1) tiim problem kiimelerinde en kétii sonucu vermistir. Iki boyutlu drnekler icin diger tiim
ornekler benzer performans gosterirken, p = 3,4,5,6 boyutlu ornekler igin sirast ile k = 00,10, 3,5
varyantlari en iyi sonucu vermistir.

Calisma zamanlar iizerinden, varyantlar1 farkli bir sekilde daha kiyaslamak i¢in, problem kiimelerindeki
her bir 6rnek i¢in her varyantin o érnegi en kisa zamanda ¢dzen varyanttan ylizde kag¢ daha yavas ¢ozdugii
ve o Ornegi en uzun zamanda ¢bzen varyanttan yiizde kag¢ daha hizli ¢6zdiigli hesaplanmigtir. Daha sonra,
her problem kiimesi i¢in bu yiizdelerin ortalamalar1 alinarak Tablo 2 olusturulmustur. Daha detayh
aciklamak gerekirse, her bir problem yedi farkli varyantla ¢ozildiigiinde ¢6ziim stireleri Ty, ..., Ty, Olarak
kaydedilir. Burada T;, (k =i) varyantinin problemi ¢6zme siiresidir. Daha sonra her k igin
Tx—mjnT; maxT;— Tk
———+——x 100 ) ve [ ———=— X% 100 ] degerleri hesaplanmis ve son olarak o problem kiimesindeki tiim
< min T; > < ml_ale- >
problemler iizerinden ortalama alinmistir.
Tablo 1. Rastgele olusturulmus dogrusal problemler i¢in algoritma varyantlarimin ortalama ¢alisma

stireleri (sn)

p ~—~k 1 2 3 4 5 10 o
2 4,05 3,98 3,96 3,97 3,97 3,96 3,96
3 6,34 6,08 6,13 6,06 6,06 6,06 5,99
4 21,20 18,23 18,11 18,12 18,21 17,44 17,88
5 48,26 36,43 35,86 36,64 36,08 37,07 38,64
6 477,43 114,53 148,82 90,86 114,61 181,09 112,76
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Tablo 2. Rastgele olusturulmus dogrusal problemler icin varyantlarin ¢alisma siirelerinin birbiri ile

problem bazinda kiyasi

En iyi varyanttan ne kadar yavas?
» k 1 2 3 4 5 10 o
2 2,67 1,92 1,61 1,76 1,85 1,51 1,28
3 8,87 6,05 6,94 5,86 5,42 5,11 4,92
4 22,16 10,91 10,01 9,33 10,31 4,87 7,40
5 50,59 11,68 10,21 11,66 9,47 17,59 20,13
6 407,18 33,50 74,39 4,66 30,52 106,02 28,91
En kotl varyanttan ne kadar hizh?
P k 1 2 3 4 5 10 o
2 2,31 2,98 3,29 3,17 3,02 3,36 3,58
3 2,84 5,35 4,58 5,48 5,87 6,13 6,31
4 6,04 12,83 13,72 14,48 13,69 17,54 15,78
5 6,01 27,22 27,74 27,29 28,67 24,76 23,40
6 2,90 68,23 59,57 76,17 70,12 50,78 71,65

Tablo 2 incelendiginde iki ve ii¢ amag fonksiyonu olan problemler igin Varyant 2 (k = )’nin en iyi
sonucu verdigi ve problem boyutu arttikca k degerini kiiciiltmenin daha etkili oldugu gozlenmistir: Sirasi
ile p = 4,5, 6 boyutlu 6rnekler igin k = 10, 5, 4 varyantlari en iyi sonucu vermistir.

6.2. Dogrusal Olmayan Bir Ornek

(P) problemi igin f(x) = x ve X = {x € R} : ¥, (x; — 1)? < 1} olsun. Budurumdap = n’dir. Egerp =
2 olarak alimrsa Ornek 4.2 elde edilmis olur. Bu problem, p boyutlu birim kiire &rnegi olarak
adlandirilabilir.

Bu problemlerde Pareto kiimeyi tam olarak veren bir kesin ¢6ziim bulunmas1 miimkiin degildir. Bu yiizden
hata orani & sec¢imi algoritmanin ¢alisma hizin1 fazlaca etkileyecektir. Testler i¢in farkli & degerleri
belirlenmistir. Bu degerler belirlenirken iki noktaya dikkat edilmistir. Birincisi, ¢alisma siirelerinin ¢ok
fazla uzamasini engellemek i¢in problemin boyu arttikga hata pay1 da artirilmistir. Ayrica, 6zellikle
problemin boyutu biiyiidiikge, ya skalerizasyon modelleri igin kullanilan ¢oziicii (CVX) ya da kose
siralamasi problemini ¢ozmek i¢in kullanilan program (bensolve) hata verebilmektedir. Testlerde kullanilan
€ degerleri, her iki programin da hata vermeden ¢o6ziime ulastigi en kiiciik degerler olarak alinmaya
calisilmustir.

Bu problemlerde, CVX ¢dziiciisii bazen skalerizasyon modelini ¢6zse dahi ¢dziimiin kesin olmadigina dair
bir uyar1 gonderebilmektedir. Bu uyari, iki boyutlu 6rnekler de dahil olmak iizere, ¢oziilen tiim birim kiire
orneklerinde, baz1 koseler igin ¢oziilen Pascoletti-Serafini modellerinde goriilmiistiir. Bu ¢alismada CVX
icin ‘yiiksek kesinlik” modu tercih edilmistir. Buna gore, ¢alistirilan skalerizasyon modeli i¢in hata pay1
10712°den kiigiikse model kesin bir sekilde ¢dziilmiis sayilir; hata payr 10712 ile 107° arasindaysa kesin
olmayan bir sekilde ¢oziilmiis kabul edilir. Bu hata paylar1 bizim ¢ok amagli problem i¢in aldigimiz ¢
degerlerinden ¢ok daha kiigiik oldugu igin, sonuglarin hala gegerli oldugu diisiiniilebilir. Ancak, algoritma
i¢in ¢iftes ¢oziimiin de o anki dis yaklagik kiimeyi gilincellemek i¢in kullanildig1 gézden kagirilmamalidir.
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Dolayisi ile bu asamada kesin olmayan bir ¢éziim algoritmanin genel yapisini etkiyebilme potansiyeline
sahiptir.

Tablo 3. Birim kiire ornegi igin algoritma varyantlarimn ¢alisma siireleri (sn)

ple—k 1 2 3 4 5 10 o
2 [ 107* | 3331 28,47 30,50 28,59 28,72 29,07 28,39
2 | 107°| 127,79 106,35 106,37 106,22 107,16 107,25 106,33
3 | 01 8,07 9,94 9,86 9,92 8,44 7,93 11,72
3 | 001 | 7429 69,37 69,47 69,31 75,66 82,92 60,90
4 | 05 | 1635 16,31 16,40 16,38 16,35 16,31 13,87
4 015 | 3979 88,64 79,40 69,05 76,93 39,75 67,43
5 1 29,56 18,25 18,51 18,23 18,21 18,18 13,76
5 | 05 | 8633 88,63 85,12 85,14 85,63 84,92 43,92
6 1 148,16 148,42 148,02 147,17 148,49 148,39 173,95

Tablo 3’te ilk kolon ama¢ fonksiyonu sayisini, ikinci kolon ise bu problem i¢in alinan hata pay1 oranini
gostermektedir. Alt1 boyutlu problem hari¢ tiim problemlerde iki farkli hata pay1 alinarak varyantlarin
performansinin hata pay1 degistiginde nasil bir degisiklik gosterdigine de bakilmustir.

Tablo 3 incelendiginde dogrusal problemlerde oldugu gibi genel bir sonug ¢ikarmanin miimkiin olmadigt
gdzlenmistir. Iki boyutlu problemde her iki hata payr degeri i¢in de Varyant 1 en kotii performansi
gosterirken diger tiim Varyantlar benzer performans gostermistir. Ug boyutlu problemde ise hata payi
degistirildiginde, en iyi ve en kotli performansi gosteren varyantlar yer degistirmektedir. Tek basina bu
gbzlem bile genel bir ¢ikarim yapmanin dogru olmayacagini géstermektedir. Dort boyutlu problemde, hata
pay1 biiyiik oldugunda bariz bir kazanan yokken, hata payi kii¢iildiigiinde k = 1 ve k = 10 varyantlarinin
digerlerine gore daha iyi sonug verdigi goriilmektedir. Bes boyutlu problemde her iki hata pay1 degeri igin
de Varyant 2 daha iyi ¢alisirken alt1 boyutlu problemde ayn1 varyant en kotii performansi géstermistir. Tim
problemlere bakildiginda k = 1,2,10,c varyantlari zaman zaman en iyi ya da en kotii performansi
gostermistir. Ancak k = 3, 4, 5 varyantlar1 higbir zaman en iyi ya da en kotii performansa sahip olmamastir.

7. SONUC (CONCLUSION)

Bu ¢alismada, disbiikey ¢ok amagli eniyileme problemleri igin gelistirilmis bir dig yaklasiklama algoritmasi
ele alinmig ve algoritmanin daha 6nce gelistirilmis iki varyantina ek olarak yeni varyantlar gelistirilmistir.
Gelistirilen yeni varyantlar parametrik olarak ve alinan parametrenin ug¢ degerleri ile daha dnce gelistirilmis
iki varyant elde edilecek sekilde tasarlanmigtir. Caligmada ayrica, parametrik olarak tasarlanan bu
varyantlar i¢in parametre se¢imin nasil yapilabilecegine dair bir dneri getirilmis ve buna gore olusturulan
bes yeni varyant bilgisayimsal testler icin kullanilmistir.

Testler igin Oncelikle rastgele tiiretilmis dogrusal 6rnekler kullanilmigtir. Amag fonksiyonu sayisi ikiden
altiya kadar artirilmig ve her boyut i¢in problem kiimeleri olusturulmustur. Bu problemler tiim varyantlar
ile ¢ozdiiriilerek varyantlarin ¢6ziim zamanlari ile ¢ozdiikleri toplam skalerizasyon sayilari kiyaslanmaistir.
Dogrusal problemler i¢in daha dnce gelistirilmis ve bu ¢alismada Varyant 1 olarak adlandirilan varyantin,
en koti performansi verdigi gozlemlenmistir. Buna karsilik iki ve ti¢ boyutlu problemlerde, yine daha 6nce
gelistirilmis ve bu calismada Varyant 2 olarak adlandirilan varyantin, digerlerinden daha iyi calistig
gozlemlenmistir. Problem boyutu arttikca bu ¢aligmada gelistirilmis ara varyantlarin, daha onceden
gelistirilmis bu iki varyanta gore daha iyi sonug verdigi gdzlemlenmistir. Bu yiizden, dogrusal problemler
icin ve Ozellikle de problem boyutu artirildiginda, gelistirilen varyantlarin imit verici oldugunu sdylemek
miimkiindiir.

Dogrusal problemlere ek olarak, problemin yapisini degistirmeden, amag¢ fonksiyonu ve karar degiskeni
sayisinin istenildigi kadar artirilabilecegi bir dogrusal olmayan digbiikey problem incelenmistir. Bu
problem tipi i¢in de amag say1s1 ikiden altiya kadar artirilmistir. Bu kez, hata paylar1 da problemin boyutuna
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gore farkli degerler alacak sekilde secilmistir. Bu problemler i¢in, varyantlarin ¢6ziim siireleri ve ¢ozdiikleri
skalerizasyon modeli sayilar1 kiyaslandiginda, genel bir ¢ikarim yapmak miimkiin olmamaistir.

Calismada dogrusal olmayan problemler icin de rastgele ornekler tiiretilip varyantlarin performansina
bakmak, bu tip problemler i¢in daha gegerli sonuglarin elde edilmesini saglayabilir. Ancak, bu ¢alismada
ele alinan tek dogrusal olmayan 6rnek bile, basit yapisina ragmen, zaman zaman ¢6ziilememistir. Bunun
sebebi ya CVX ¢oziiciistiniin ya da bensolve programinin hata vermesidir. Dolayist ile kullanilan bu ¢6ziicii
ve programin sorunsuz sekilde ¢alistig1 drnekleri rastgele tiiretmek epey giictiir. Daha giiclii eniyileme ve
kose siralamasi ¢oziiciileri ile bdyle bir calisma yapmak ileride miimkiin olabilir. Ornegin, rastgele
tiiretilmis digbiikey ikinci dereceden ¢ok amagli eniyileme problemleri i¢in varyantlarin kiyaslamasi
yapilabilir.
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