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ARASTIRMA MAKALESI / RESEARCH ARTICLE

BULANIK YAKLASIM iLE COK YANITLI YUZEY PROBLEMLERININ
MODELLENMESI VE OPTIMiZASYONU

Ozlem TURKSEN !, Aysen APAYDIN

0z

Cok yanitli ylizey problemlerinin ¢dziimiinde en sik kullanilan yaklagim yanit yiizey yontemidir.
Gergek dilinya problemlerinde, agiklanamayan, belirsizlik durumlarinin varligi s6z konusu oldugunda
yanit yiizey yonteminin yetersiz oldugu diisiiniilmektedir. Bu nedenle ¢aligmada, ¢ok yanitli bir prob-
lemin ¢6ziimii i¢in alternatif olarak bulanik yaklasimin kullanilmasi dnerilmistir. Bu ¢aligmanin asil
amaci, yanit degiskenlerinin olasilik dagilimlarinin belirlenemedigi durumlarda, ¢ok yanitl problemle-
rin ¢oziimiinde bulanik yaklasimin uygulanabilirliginin gdstermektir. Modelleme asamasinda, Dia-
mond’in uzaklik metrigine dayali bulanik en kiigiik kareler regresyon analizi kullanilmistir. Optimi-
zasyon agamasinda ise problem, bulanik ¢ok amagli optimizasyon problemi bi¢iminde ele alinmistir.
Literatiirde taniml1 Baskin Sirali Genetik Algoritma-II (BSGA-II) yontemi, agirlik merkezi indeksine
dayali bulamik siralama yaklagimi ile uyarlanarak, Bulamik BSGA-II (BBSGA-II) olarak
adlandirilmistir. Bulanik yanitlardan olugsan problemin BBSGA-II ile optimizasyonu sonucu bulanik
Pareto kiimesine ulasilmistir. Onerilen bulanik ¢ziimleme yaklasimlar, literatiirde tanimli ok yanitli
bir veri setine uygulanmistir. Bdylece, elde edilen bir bulanik Pareto ¢6ziimiin, belirlenen girdi
degisken diizeylerinde yapilan ¢ok yanith deneyler icin kabul edilebilir farkli yanit degerlerinin bir
kiimesi oldugu goriilmistiir.

Anahtar Kelimeler: Cok yanith yilizey problemi, Bulanik ¢ok amacl optimizasyon, Bulanik sira-
lama, Bulanik Baskin Sirali Genetik Algoritma-I1 (BBSGA-II), Bulanik pareto ¢6ziim kiimesi.

MODELING AND OPTIMIZATION OF MULTI-RESPONSE SURFACE PROBLEMS
WITH FUZZY APPROACH

ABSTRACT

The most widely used approach for solving multi response surface problems is response surface
methodology. It is thought to be that the response surface methodology is inadequate for evaluation of
unexplained vagueness in real world problems. Therefore in the study, fuzzy approach is proposed as
an alternative to solve the multi response surface problems. The main aim of this study is to represent
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the applicability of the fuzzy approach for solving of the multi-response problems in which the proba-
bility distributions of the response variables cannot be determined. At the modeling stage, the fuzzy
least squares regression analysis, based on Diamond's distance metric, is used. In the optimization
stage, the problem is considered as a fuzzy multi-objective optimization problem. Nondominated
Sorting Genetic Algorithm-II (NSGA-II), defined in the literature, is adapted by using centroid index
fuzzy ranking approach then called Fuzzy NSGA-II (FNSGA-II). Fuzzy Pareto solution set is obtained
by optimizing the problem, which is composed of fuzzy objective functions, with FNSGA-II. The pro-
posed fuzzy solution approaches are applied on a data set defined in the literature. Thus, it is seen that
an obtained fuzzy Pareto solution is a set of acceptable different response values for the performed
multi-response experiments at the defined levels of input variables.

Keywords: Multi-response surface problems, Fuzzy multi-objective optimization, Fuzzy ranking,

Fuzzy Nondominated Sorting Genetic Algorithm-II (FNSGA-II), Fuzzy pareto solution set.

1. GIRIS

Cok yanith problemlerin ¢oziimii, verinin
elde edilmesinden sonra, modelleme ve optimi-
zasyon olmak iizere iki agamada degerlendirilir.
Problemin tanimlanmasinda probleme uygun
bigimde karar verici tarafindan tanimlanan girdi
degiskenleri (X,,i=1,2,...,k) ve yant degisken-
leri (¥;,j=1,2,...,r) olarak ele alman karakter-

istikler kullanilmaktadir. Genel olarak ¢ok
yanithl yiizey problemlerinin ¢6ziimiinde yanit
ylizey yoOnteminden yararlanilmaktadir (Khuri
ve Cornell 1996; Myers ve Montgomery 2002;
Box ve Draper 2007). Cok yanith yiizey prob-
lemlerinin modellenmesi asamasinda, yanit
degiskeni ile girdi degiskenleri arasindaki iligki-
yi tanimlayacak uygun bir fonksiyonun belir-
lenmesi gerekmektedir. Gergek diinyadaki yanit
ylizey problemlerinin dogrusal olmayan yapida
oldugu goz oniinde bulunduruldugunda, tahmini
yanit fonksiyonlarinin belirlenmesinde, ikinci
dereceli polinomsal modeller temel alinarak reg-
resyon analizinden yararlanilmaktadir. Elde
edilen tahmini yanit fonksiyonlarini ayni anda
en iyileyecek girdi degisken diizeylerinin belir-
lenmesi optimizasyon agamasini olusturmak-
tadir.

Cok  yamth  optimizasyon  alaninda
giinimiize kadar cesitli caligmalar yapilmistir.
Bu c¢alismalarin ilki, es yiikselti grafikleri ile
yanitlar i¢in optimal sonuglar iceren ¢oziim bol-
gesinin belirlenmesi olmustur. Yanitlar i¢in uy-
gun ¢dziim bolgesinin belirlenmesinde kolaylik
saglayan bu yaklasimin ikiden fazla girdi
degiskenine sahip problemlerde kullaniminin
zor oldugu gozlenmistir (Myers ve Montgomery

2002). Bir diger yontem, Del Castillo vd. (1996)
caligmalarinda yer alan kisith optimizasyon
yontemidir. Yanitlardan biri amag¢ fonksiyonu,
digerleri kisit olarak degerlendirilerek ¢oziim
aranan bu yaklasimda, tiim yanitlarin ayni anda
optimizasyonunun saglanamadigi kac¢inilmaz bir
gercektir. Cok yanith optimizasyon alaninda en
cok kullanilan stratejilerden biri boyut indirge-
me stratejisidir. Istenebilirlik Fonksiyonu Yak-
lasim1 (Derringer ve Suich 1980), Uzaklik
Fonksiyonu Yaklagimi (Khuri ve Conlon 1981),
Kayip Fonksiyonu Yaklasimi (Pignatiello 1993;
Vining 1998; Ko vd. 2005) bu amagla olustu-
rulmus yontemlerdir. Klasik etkilesimli optimi-
zasyon yoOntemlerine dayali yaklasimlar da
(Rees vd. 1985; Kazemzadeh vd. 2008; Xu vd.
2004; Jeong vd. 2002; Koksoy ve Doganaksoy
2003; Koksoy ve Hocaoglu 2005; Koksoy 2006;
Jeong ve Kim 2009), cok yanith optimizasyon
alaninda olduk¢a basarili kullanom alani
bulmustur. Wang vd. (2008), Najafi vd. (2011),
Kuhnt ve Erdbriigge (2004) calismalarinda ro-
bust optimizasyon yaklasimlarmma yer ver-
mislerdir.

Son zamanlarda ¢ok yanith optimizasyon

amaciyla  metasezgisel yoOntemlerden de
yararlanilmigtir. Burada, tahmini yanit
fonksiyonlar1 birlestirilerek tek bir yanit

fonksiyonuna doniistiiriiliip, problem tek amagli
optimizasyon problemi olarak deger-
lendirilmistir. Genetik Algoritma (Pasandideh ve
Niaki, 2006; Koksoy ve Yalgmoz 2006; Alvarez
vd. 2009), Simulated Annealing (Bera ve
Mukherjee 2010; Mostafa vd. 2011), Pargacik
Siirli Optimizasyonu (Bashiri vd. 2011) ve Ya-
pay Sinir Aglar1 (Golestaneh vd. 2011) yontem-
leri ile yanitlar1 optimize edecek en iyi girdi
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degerleri belirlenmistir. Siiphesiz ki yanitlarin
tek bir fonksiyon biciminde degerlendirilmesi
bilgi kaybmma neden olacaktir. Bu nedenle
problemin ¢oklu boyutu korunarak, ¢ok yanith
optimizasyon problemi bir ¢ok amagli optimi-
zasyon problemi olarak ele alimmistir (Park ve
Kim 2005). Goel vd. (2007) ¢aligmasinda, ¢ok
yanith optimizasyon i¢cin BSGA-II ydntemini
kullanmig ve yanitlar1 en iyileyecegi diisiiniilen,
Pareto ¢oziim kiimesi olarak adlandirilan c¢ok
sayida ¢ozliim secenegine ulagmustir.

Cok yanitli yiizey problemlerinin model-
lenmesi asamasinda rasgelelikten farkli olarak
problemin yapisinda agiklanamayan bazi belir-
sizlik durumlar1 olabilir. Gozlem sayisinin
yetersiz olmasi, hatalarin normal dagilim var-
sayimlarini saglamasinda zorluklarla karsilasil-
masi, girdi ve yanit degiskenleri arasindaki
iligskinin belirsiz olmasi gibi durumlarda tahmini
model denklemlerinin elde edilmesi amaciyla
klasik regresyon analizinin uygulanmasinda
cesitli problemlerle karsilasilabilir. Yanitlarin
fonksiyonel yapilarinin belirlenmesindeki eksik
ve yetersiz bilginin neden oldugu belirsiz du-
rumlar1 agiklayacak bi¢cimde problemin model-
lenmesi gerekmektedir. Bu belirsizligin model-
lenmesinde Zadeh (1965) tarafindan ortaya ko-
nan  bulanik  hesaplama  yaklasimindan
yararlanilmistir. Xie ve Lee (1994), Prasad ve
Nath (2002), Lu ve Antony (2002), Sharma
(2010) calismalarinda girdi degisken degerlerini
dilsel degiskenler olarak ele alip, “if-then” bu-
lanik kural tabani ile bulanik modeller olustur-
muslardir. Bulanik mantik yaklagiminin ¢ok
yanithl optimizasyon alaninda farkli uygulama-
lar1 Kim ve Lin (1998), Cheng vd. (2002),
Bashiri ve Hosseininezhad (2009), Bashiri ve
Ramezani (2010) c¢alismalarinda goriilebilir.
Gergek diinya problemlerinde belirsizlik olmasi
durumunda kesin olmayan yaklasik tanimlama-
lar yapilabilir ya da veriler bir aralikta tanimla-
nabilir. Buna gore yanit degiskenlerinin olasilik
dagilimlarinin belirlenmesi olduk¢a gii¢ olacak-
tir. Bu durumda gozlemlerin olabilirlik
dagilimlar1 veya iyelik fonksiyonlari
kullanilarak, bulanik regresyon modeli ile yanit
ylizeyi i¢in tahmini fonksiyonlarin elde edilmesi
uygun olacaktir (Tiirksen 2011). Xu ve Dong
(2006) cgalismasinda, bulanik yanit modellerinin
elde edilmesi i¢in bulanik regresyon analizini
kullanmislardir.

Bu c¢alismada, Xu ve Dong (2006) ¢alismasi
temel alinarak, ikinci dereceli polinomsal tah-
mini bulanik yanit fonksiyonlar1 elde edilmistir.
Bulanik en kiigiik kareler yontemi ile model pa-
rametrelerinin tahmininde Xu ve Dong (2006)
caligmasindan farkli olarak, Diamond (1988)’mn
uzaklik metrigi kullanilmistir. Girdi degiskenleri
kesin sayilar olarak ele alinip, yanit degisken-
lerinin ve model parametrelerinin liggensel bu-
lanik sayilar oldugu varsayilmistir. Literatiirde
tanimli ¢ok yanith optimizasyon alaninda
yapilan ¢alismalardan farkli olarak ilk kez bu-
lanik yanitlardan olusan problem, bulanik ¢ok
amacli optimizasyon problemi olarak ele
alinmistir. Pareto ¢6ziim kiimesinin elde edilme-
si amaciyla, BSGA-II yontemi agirlik merkezi
indeksine dayali bulanik siralama yaklagimi ile
uyarlanmistir ve Bulanik BSGA-II (BBSGA-II)
olarak adlandirilmigtir. BBSGA-II ile optimizas-
yon sonucu elde edilen bulanik Pareto ¢ozliim-
lerin o -kesme degerleri hesaplanarak, bulanik
baskin ¢oziimler degerlendirilmistir.

Bu calismanmin Ikinci Boliimiinde, yanit
ylizey yontemleri ve bulanik ¢ok yanith ylizey
modeli hakkinda bilgi verilecektir. Ugiincii
Boliimde, c¢ok yanith yiizey optimizasyonuna
deginilerek, bulanik ¢ok yanith yiizey optimi-
zasyonu amaciyla onerilen BBSGA-II yontemi-
nin algoritmik adimlar1 tanimlanacaktir. Ayrica,
bulanik Pareto ¢oziimlerin o -kesme hesaplama-
larina iliskin kisa agiklamalara deginilecektir.
Dordiincti Boliimde, Onerilen bulanik model-
leme ve bulanik ¢ok amagli optimizasyon yak-
lasimlarinin ¢ok yanith veri setine uygulamasina
yer verilecektir. Calismanin son boéliimiinde,
elde edilen bulanik Pareto ¢6ziim kiimesi deger-
lendirilerek, modelleme ve optimizasyon asama-
larinda yapilacak calismalardan sz edilecektir.

2. BULANIK COK YANITLI YUZEY
MODELI

Cok yanith iriin veya tasarim problem-
lerinde oncelikle yanit degiskenleri ve girdi
degiskenleri arasindaki dogru iliskinin model-
lenmesi istenir. Gergek diinya problemleri
genellikle dogrusal olmayan yapida oldugundan
bu tlir problemlerin modellenmesinde, ikinci
dereceli polinomsal regresyon modelleri ile
bilinmeyen ylizeye daha az hata ile yaklasim
yapilacagi dislintilmistir (Khuri ve Cornell
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1996, Myers ve Montgomery 2002). Bu nedenle,
ikinci derece model yapisinin yanit yilizey
caligmalari iginde 6nemli bir yeri vardir.

(Yj,j=1,2,...,r) ile tanimli »  yanit

degiskeni iizerinde etkili olabilecek & tane girdi
degiskeni 6nceden belirlenmis olsun. Cok yanith
bir modelde n degisken sayis1 olmak tizere, ;.

yanit modeli

Yj :Xj[}j +g;, j=L2,..r (D

esitligi bicimindedir. Burada, Y; (j=12,...r),

nxl  boyutlu ;. yamt vektori; X

j b
nx p boyutlu tasarim matrisi (p,, j. yanitin
ranki); B, j. yanitin parametre vektori ve €,

nx1 boyutlu j. hata vektoriidiir. Buna gore,
ikinci dereceli bir yanit fonksiyonu

Y=p4+ ZleﬂiX[ + 2f:1ﬁiiXi2

k k (2)
* zi:lZKjﬁi/Xin +&

biciminde olacaktir. Burada, f,,5;,5;, ve B,

klasik en kii¢iik kareler regresyon analizi ile
hesaplanan model parametreleri ve & hata
terimidir (Khuri ve Cornell 1996). Yanit
degiskenlerinin olasilik dagilimlarinin  belir-
lenemedigi durumlarda, problemin yapisinda
tanimlanamayan rasgelelikten farkli bazi belir-
sizlik durumlarinda, degiskenler arasindaki
fonksiyonel iligkinin belirlenmesinde esitlik (2)
ile tanmiml klasik regresyon analizi modeli
kullanilamayacaktir. Bu  durumda, yanit
degiskenlerinin olabilirlik dagilimlar1 veya bu-
lanik iiyelik fonksiyonlar1 kullanilarak olustu-
rulan bulanik regresyon analizi ile bilinmeyen
ylizeye yaklasim yapilacaktir. Bu calismada,
matematiksel iglemlerde kolaylik saglayacagi
disiiniildiigiinden yanit degisken degerlerinin

Y= (Y -y, Y,y +}_’) ile tanimli tiggensel bulanik

sayilar oldugu varsayilmistir. Burada, ¥ ve Y

ile tamiml ifadeler sirasiyla sol ve sag yayilim
degerleridir. Esitlik (2) kullanilarak elde edilen
ikinci dereceli tahmini bulanik yanit fonksiyonu
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Y:v = Bo + Zf=1ﬂ~[Xi + z; Bn‘Xiz
+ Z;ZiA,ﬁszin

bi¢iminde olur. Burada,

EO’ﬁiﬂﬁii’Bij;ﬁ[ z(ﬂz _ﬁvﬂnﬁi +E) ve

B;= (,6’11 —&, BBy + u) ile tamiml1 tiggensel

bulanik model parametreleridir. (2) esitliginde
¢ ile tanmimh rasgele hata terimi, (3) esitliginde

B= ( Bos B By ij ) ile tanimli bulanik model

parametreleri ile ifade edilmigtir. Burada amag,
gozlenen ve tahmin edilen bulanik yanit
degerleri arasindaki farki minimize edecek
bicimde bulanik model parametrelerinin belir-
lenmesidir. Buna gére minimizasyon problemi

3)

o

mingo(ﬁ):minz::lciz(}i, ) @)

biciminde tanimlanir (Xu ve Dong 2006). (4) ile
tanimli problemin optimizasyonu i¢in bilinen ve
uygulanabilirliginin kolay olmasi bakimindan,
uzaklik oOl¢iisiine dayali bulanik en kiiclik
kareler yaklagimi tercih edilmistir. Bu amacla
calismada, L, uzaklik metrigi ile olusturulan

d*(4.B)=(a-b) +[a-a~(b-u)]

, 9
+[a+p—(b+v)]

ifadesi ile tanimli Diamond uzaklik metrigi (Di-
amond 1988) kullanilmistir (Tiirksen 2011). Bu-
rada, A= (a,a,8) ve B=(b,u,v) licgensel
bulanik sayilardir. (5) ile tanimli uzaklik Sl¢itii

kullanilarak (4) ile tamimli optimizasyon
problemi
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—minY" @ ((X;p_g)2 + (X't[i —X',E)—(Y, —E))2 +((X;ﬁ—X;B)—(Yt —Z))j

bicimine doniistiiriiliir. Burada, bulanik model
parametre  vektori ﬁz(B—E,B,[i +E) ile

tanimlidir. 27:1 X,X, tersinir olmasi kosulu

altinda

-1
B=(XxX) XX,
B-(XLXX) 2Lx, ©
p-(ZLXX) ZLXT.

parametre vektorlerine ulasilir. Buradan (6) ile
tanimli esitlik sistemi kullanilarak bulanik mo-

del parametrelerine, B:(BO, ﬂ:, Bﬁ, ,5’1.].), ko-

laylikla ulasilir. Boylece, hesaplanan bulanik
model parametreleri ile olusturulan tahmini bu-
lanik yanit fonksiyonlar1 kullanilarak, yanit
degiskenlerinin olasilik dagilimlarinin  belir-
lenemedigi durumlarda, yanit yiizeyin mo-
dellenmesi amaciyla yeni bir yaklasim
Onerilmistir. Bilinmeyen yanit yiizeyin model-
lenmesinde bulanik yaklagimim kullanilmasi,
modelleme agamasi igin bir alternatif olarak
degerlendirilebilir.

3. BULANIK COK YANITLI YUZEY
OPTIMIiZASYONU

Cok yanithh bir problemin optimizasyon
asamasinda biitiin yanitlarnt ayn1 anda en iyi-
leyecek girdi degisken diizeylerinin belirlenmesi
temel amagctir. Problemin ¢oklu boyutu koruna-
rak yapilan ¢ok yanith yiizey optimizasyonunda,
tek bir ¢oziim vektorii yerine alternatif ¢oziimler
onem kazanir. Buna gore cok yanith yiizey
problemi,  yanit  fonksiyonlarmin  amag
fonksiyonu olarak degerlendirildigi, optimal
girdi degeri elde edilmek istenilen ¢ok amach
optimizasyon problemi olarak ele alinabilir.

Genel olarak, bir ¢ok amagli optimizasyon
problemi

min/ max{ £, (X), /5 (X),... £, (X)}

(7)

XeS
bigiminde tanimlanmaktadir. Burada,
X=[X, X,..X,] bigiminde tanimh girdi

degiskenleri vektorii olup, S kiimesi kisit
kiimesidir. (7) ile taniml1 ¢cok amagli optimizas-
yon probleminin ¢dziimiinde, tek amagli optimi-
zasyon problemlerinin ¢oziimiinde oldugu gibi
bir tek optimal ¢oziim elde edilemez. Genel
olarak elde edilen hi¢ bir ¢6zliim biitiin amag
fonksiyonlarin1 ayni1 anda optimize edeme-
yecektir. Bu nedenle ¢cok amagli optimizasyonda
ideal ¢oziime ulasilamaz. Ideal ¢oziim yerine
etkin, uzlasik, baskin ¢oziimler olarak
adlandirilan Pareto ¢oziimler ile cok amaclh op-
timizasyon problemlerinin ¢oziimleri karakterize
edilmektedir. (7) ile tanimli modelde eger, her

j=12,..,r igin fj(X*)Sfj(X) ve en az bir
p indisi igin f,(X")<f,(X) olacak bigimde

bir baska karar vektorii XeS yoksa, X'esS
Pareto optimaldir denir (Miettinen 2002).

Yanit fonksiyonlarinin tahmini bulanik
yanit fonksiyonlar1 olarak ele alindigr bulanik
cok yanitli yilizey problemini, bulanik ¢ok
amagli optimizasyon problemi olarak deger-
lendirmek de miimkiindiir. Buna gore bir bu-
lanik ¢ok yanith yiizey problemi

min/max { f, (X), £, (X),..., f,(X)} )
XeS
biciminde tanimli bulanik amag fonksiyonlarin-
dan olusan, sadece karar degiskenlerinin tanim
uzay1 ile kisith, ¢ok amagli bir optimizasyon
problemine doniisecektir. (8) ifadesinde tanimli
problemin optimizasyonu sonucu ti¢gensel bu-
lanik baskin ¢oziimlerden olusan bulanik Pareto
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¢cozlim kiimesi elde edilecektir. Boylece ayni
deney kosullarinda farklt yanit degerlerini
iceren, kabul edilebilir bir alternatif bulanik
¢Oziim kiimesi olusturulmus olacaktir.

3.1 Bulanik Baskin Sirali Genetik Algo-
ritma-11

Baskin Sirali Genetik Algoritma-II (BSGA-
IT), populasyon tabanli aramalara dayali, ¢ok
amagli optimizasyon alaninda etkin bir ¢ok
amacl optimizasyon yontemidir (Srinivas ve
Deb 1996; Ded vd. 2002; Deb 2004). BSGA-II
yonteminde, her biri problemin olas1 bir
¢Ozimiinii temsil eden ¢oziim kiimesi ile arama-
ya baglanir ve mevcut ¢oziim kiimesinden daha
iyi ¢oztimler elde edilmeye calisilir. Mevcut
populasyonun en iyi bireyleri secilip, ¢aprazla-
ma ve mutasyon operatorleri ile yeni populas-
yon olusturulur. Onceden belirlenen yineleme
sayist kadar populasyon olusturmaya devam
edilir. BSGA-II yonteminin diger ¢ok amagh
genetik algoritmalara gore {stlinliigli, hizl
baskin siralama ve kalabalik uzakligi olmak
iizere  baskin  yilizeyin  olusturulmasinda
kullanilan iki yaklasimdir. Bu yaklagimlarla al-
goritma, Pareto ¢oziim kiimesinde farkli secenek
coziimler elde ederek, gercek Pareto ylizeye da-
ha kisa siirede ulagsmaktadir.

(8) ile taniml1 problemde amag fonksiyon-
lar1 bulanik oldugundan, problemin optimizasy-
onu igin literatiirde tanimli BSGA-II yontemi
yeterli olmayacaktir. Bu nedenle, BSGA-II
yonteminde bazi uyarlamalarin yapilmasi ge-
rekmektedir. Bulanik amag¢ fonksiyonlarinin
aldigi degerler birer iicgensel bulanik say1
oldugundan, bu sayillarm biiyiikliiklerinin
karsilastirilarak bulanik Pareto ¢oziimlerin elde
edilmesi amaciyla agirlik merkezi indeksine
dayali bulanik siralama yaklasimi kullanilmastir.

3.1.1 Bulanik Siralama

Bulanik siralama, bulanik sayilar ile deger-
lendirilen alternatiflerin se¢imi sz konusu
oldugunda, bulanik sayilarin karsilastiriimasinda
kullanilan bir yontemdir. Bulanik sayilarin
karsilastirilmasinda tek olarak kullanilabilecek
bir en iyi yontem yoktur. Bulanik sayilarin
siralanmasinda  kullanilacak yontemler dort
sinifta incelenebilir. Bunlar, (i) tercih iliskisi, (i)
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bulanik ortalama ve yayilim, (iii) bulanik de-
recelendirme ve (iv) dilsel anlatim big¢iminde
tanimlanabilir. Siralama alaninda en ¢ok
kullanilan yaklagimlardan biri agirhk merkezi
indeksine gore bulanik sayilarin siralanmasidir.
Bulanik sayilarin siralama yonteminde agirlik
merkezi kavramu ilk kez Yager (1980) tarafin-
dan kullanilmistir ve daha sonra Murakami vd.
(1983), Cheng (1998), Chu ve Tsao (2002),
Wang ve Lee (2008), Abdullah ve Jamal (2010)
tarafindan gelistirilmistir.

Bu ¢alismada, bulanik sayilarin siralanmasi
icin Abdullah ve Jamal (2010) tarafindan Oner-
ilen bulanik degerlerin ve tiyelik derecelerinin
birlikte karsilastirildigr  agirlhik merkezi in-
deksine dayali bulanik siralama yaklasimi
kullantlmagtir.

Bir bulanik Pareto ¢6ziim kiimesinde n
farkli ¢6ziim oldugu varsayilsin ve bu ¢oziimler

j{:(ﬁl,ﬁc,ﬂ) , t=1,2,..,n bi¢iminde

tanimlansi. Her bir bulanik ¢6ziim reel diizle-
min bir alt kiimesi olup

,u; (x) . fl<x<f*
1 , x=f
u(x)= ’ )
4 ,u}f (x) , ff<x<f!
0 , d.y.

biciminde belirlenen {iyelik fonksiyonu ile

L x—f ! .
tanimlidir. Burada, y};(x)zﬁ bigiminde
tanimli, [ftl,ff} de artan, stirekli bir fonksiyon

Y —x
ve ters fonksiyonu I; (»); ﬂ; (x)= ;: — e

bi¢giminde tanimli, [f,tzf,u] de azalan, siirekli

bir fonksiyon ve ters fonksiyonu 1_]; (J/)

bi¢iminde tanimhidir. Uyelik fonksiyonu (9) ile
taniml bir iiggensel bulanik ¢éziim Sekil 1°deki
gibidir.
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Hj

| fl fc ,fu X

Sekil 1. Bir iiggensel bulanik ¢oziimiin,
f= (f’,fc,f“ ) , iiyelik fonksiyonu

ft=12,...n
cOziimlerin karsilastirllmas1 amaciyla diizen-
lenen siralama algoritmasit i¢in asagidaki
adimlar izlenir.

ile tanimh t¢gensel bulanik

Adiml: Ucggensel bulamik sayilar igin (9)
ifadesinde tanimli iiyelik fonksiyonlar1 olugtu-
rulur.

Adim2: f,,t=1,2

()_ct Y, ) ile taniml1 agirlik merkezleri

,...,n bulanik ¢oziimler icin

J.ff: )c;tfé (x)dx+ J.:’ x,u? (x)dx
J‘/j; y; (x)dx+_[/f;“ y; (x)dx
_ Jolylf dy+flyﬂ}‘ (v)dy
jolﬂ dy+_[ ¥ () dy

xt:

(10)

biciminde hesaplanir.

Adim3: f,,1=1.2,...,
ile tamimli agirhk merkezi degerlerine gore
siralanir. Burada t,k=1,2,....n,t#k olmak

izere asagidaki karar kurali izlenir.

n bulanik ¢oziimleri (10)

ise, ;> f,

ise, f, < f;
ise, y, degerlerini incele.
Eger 7(/,)> (/i) ise, />
Eger 7(/) <7 (/) ise. /i< fi
Eger 7(/,)=7(£) ise. /= F;.

paer ¥(7)>#(7) i
paer (7)< ¥(7)
Faer (7)=+(7)

3

3.1.2 Bulamik Baskin Sirali Genetik Algo-
ritma-II Yonteminin Algoritmik
Adimlan

Bulanik siralama yaklasimi ile uyarlanan
Bulanik BSGA-II (BBSGA-II) yonteminin algo-
ritmik adimlar1 agagidaki gibidir.

Adim0 (Baslangig): Populasyon bilytkligi
(n,,), yineleme sayisi (n,, ), caprazlama

olasiig  (P). (B,).
caprazlama operatorii i¢in dagilim indeksi (7, ),

mutasyon  olasilig1

mutasyon operatorii i¢in dagilim indeksi (77,,)

tanimlanir.
Adiml: Rasgele bir baslangic populasyonu
tretilir £, s=0.

Adim2: n,,, biyikligiinde yeni bir populasyon
olusturulur, 0, -
Adim3: Meveut ve yeni populasyonlar

birlestirilir, R, =P, U QO,.

Adim4: (10) ifadesinde tanimh esitlikler
kullanilarak her bir bulanik amag¢ fonksiyonu
i¢in belirlenen bulanik Pareto ¢oziimlerin agirlik

()?th)_/t)a t =1,2,...,n

n,, =1 almir.

merkezi degerleri

hesaplanir.

Adim5: Elde edilen siralama degerlerine gore,
R, ¢oziim kiimesi ¢ok sayida baskin yiizeye
ayrilir, F =(F,F,,...).

Adim6: Bulanik siralama degerlerine baskin
siralama ve kalabalik uzaklig1 operatorleri uygu-
lanarak baskin yiizeyler siralanir.

Adim7: Populasyonu olusturmak igin en iyi
¢Oziimler segilir.
Adim8:  n,,,
lasyonundan, ikili turnuva sec¢imi, simule
edilmis ikili ¢aprazlama ve polinomsal mutasy-
on operatorleri kullanilarak yeni populasyon
O, eldeedilir. n,, =n,, +1 alnir.

biiytikliigiindeki P, popu-

yin
Adim9: Eger baslangicta tanimlanan n,,
sayisina ulasilmamissa Adim3’e, aksi halde
Adim10’a gidilir.

Adim10: Arama sonlandirilir.
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3.2 Bulanik Pareto Coziimlerin o -Kesme
Degerleri ile ifade Edilmesi

Bulanik ¢ok amagli problemin optimizas-
yonu sonucu elde edilen bulanik Pareto ¢6ziim
kiimesi, tiggensel bulanik sayilardan olusmak-
tadir. Buna gore liggensel bulanik sayilar ile
ifade edilen bulanik ¢6ziimlerin her biri, amag
fonksiyonuna gore bulanik Pareto ¢oziim kiime-
sine dahil olma derecesini tanimlayan bir iiyelik
fonksiyonuna sahip olacaktir. Uyelik fonksiyon-
lar1 ile bulanik ¢oziimlerin degerlendirilmesi zor
olacagindan, iyelik fonksiyonlar1 kullanilarak
hesaplanan o -kesme degerleri ile bulanik
sayilar, kesin kapali araliklara dontistiirtliir.

ft, t=1,2,...,n ile tamiml bir bulanik Pare-
to ¢oziim « -kesme kiimesi ile ifade edilebilir.

Hj,
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£ ’nin o -kesme kiimesi
fa :{xeR:,uf(x)Za}

tanimlanmaktadir. Burada /Jj,(x), (9) esitligin-

bigiminde

deki gibi tanimlidir. Bir bulanik Pareto ¢6ziimiin
her o -kesme kiimesi fa =[ faL, fay] bigiminde
taniml bir kapali aralik ile ifade edilir. Burada,
fr =inf{xeR:/¢i(x)2a}ve

faU = sup{x eR g (x) > a} dir. Sekil 2’de,

bulanik iki amagl bir problemin optimizasyonu
sonucu elde edilen bulanik Pareto ¢6ziim kiime-
sindeki bir tiggensel bulanik ¢éziimiin « -kesme
degerleri ile belirlenen yiizey gosterilmektedir.

Sekil 2. Bir iiggensel bulanik ¢éziimiin ¢ -kesme degerlerine gore olusturulan dikdoértgenler ile temsil edilmesi

Sekil 2’den de goriildigi gibi bulanik ¢6-
zimler, keyfi olarak segilebilecek farkli « dii-
zeylerine gore elde edilen dikdortgenler ile tem-
sil edilmistir (a =0;0.80;1). o =0 igin en genis
bulanik ¢6ziim kiimesi elde edilirken, a =1 i¢in
bulanik ¢oziimlerin merkez degerleri ile tanimli

klasik ¢oziimlere ulasildigi agikga goriilmekte-
dir.

4. Peynir Alti Suyu Protein Konsantresi-
nin Bulanik Yaklasimla Modellenmesi
ve Optimizasyonu

Onerilen bulanik modelleme ve bulanik op-
timizasyon yaklagimlarinin uygulanmasi
amaciyla Khuri ve Conlon (1981), Khuri ve
Cornell (1996), Kim ve Lin (2000) ve Myers ve
Montgomery (2002)’nin de ¢alismalarinda yer

verdigi, gida alanindan bir uygulama O&rnegi
secilmistir. Secilen problemde amag, peynir altt
suyu protein konsantresinin yapisal ozellikleri
ve su tutma 6zelligi iizerinde sistein ve kalsiyum
kloriiriin etkisinin belirlenmesidir. Tablo 1,
merkezsel bilesik tasarima uygun olarak diizen-
lenen ¢ok yanitli deneyde girdi degiskeni olarak
ele alman sisteinin (X, —mM ) ve kalsiyum

kloriiriin (X, —mM ) gercek diizeyleri ve kod-
lanmis degerleri gostermektedir.
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Tablo 1. Girdi degisken diizeyleri ve kodlanmis girdi degisken degerleri

X, 26

8 21 34 39.4

X, 25

6.5]162|259| 299

Xlkod ve Xémd -1.414

-1 0 1

1.414

Kod: X[ =(X,-2D)/13 ; X} =(Xx,-16.2)/9.7

deneysel
yapiskanlik

Yapilan caligmada,  sertlik
(Y, -kg), (Y,), elastikiyet
(Y; —mm) yanit degiskenlerini maksimize ede-

cek ve sikistirilabilir su (Y, —g) yanit

degiskenini minimize edecek X, ve X, girdi
degisken degerlerinin belirlenmesi istenilmekte-
dir. Calismada onerilen BBSGA-II yonteminin
probleme uygulanmasi i¢in en iyi degeri elde
edilmek istenilen dort yanit degiskeninden ikisi
secilecektir. Bu amagla orjinal problemde
tamimli  dort yamit degiskeninin  gozlenen
degerleri arasinda yapilan korelasyon analizi
sonucunda

1 0.5071  0.7922 —-0.9318
0.5071 1 0.8693 —0.5082
p(Y)=
0.7922  0.8693 1 -0.8408
-0.9318 -0.5082 —0.8408 1
biciminde  tanimli  korelasyon  matrisine

ulagilmistir. & =0.05 anlam diizeyinde yapilan
istatistiksel testler sonucunda ¥, -Y, ve ¥, -Y,
degiskenleri arasindaki korelasyon katsayisinin
anlamsiz oldugu gorilmistir. Iliskisiz oldugu
belirlenen Y, ve Y, yamit degiskenlerinin her
ikisinin problemde yapisal 6zelligi tanimlamasi

nedeniyle, yapisal ozellik ve su tutma o6zelligi
gibi iki farkli nitelik tanimlayan degiskenlerin

secilmesinin  problem igin daha agiklayici
oldugu diistiniilmiistiir. Bu nedenle ¢alismada,
iliskisiz oldugu belirlenen Y, ve Y, yanit

degiskenlerinin es anli optimizasyonuna karar
verilmistir. Boylece dort yanit degiskeninden
olusan problem en biiyiik ve en kiicik degeri
elde edilmek istenilen iki yanitli optimizasyon
problemi olarak ele alinmisgtir.

Yapilan ¢ok yanith deneyde, Slgiim siste-
minin yeterli olmamasi, rasgelelikten farkli
olarak  yamitlarin  goézlenen  degerlerinde
olabilecek belirsizlik gibi durumlarda, yanitlarin
bulanik sayilar olarak ifade edilmesi ile ayni
girdi kosulu i¢in deneyin ¢ok sayida tekrarina
gerek duyulmadan, c¢ok yanith problemin
gercege uygun modellenmesi gerceklestirilmis
olacaktir. Calismada bu durum ele alinip,
gdzlenen yanit degerlerinin bulanik oldugu var-
sayilarak, bulanik veri seti olusturulmustur. Bu
amagla, problemdeki Y, ve Y, yanit degisken

degerlerinin MINITAB 14 paket programi
yardimiyla %95 gliven diizeyinde giiven
araliklar1 tanimlanarak, yanit degisken degerleri
bulaniklagtirilmistir. Buna gore elde edilen bu-
lanik veri seti Tablo 2°deki gibi elde edilmistir.
(6) ile tanimli bulanik parametre tahmini
denklemleri kullanilarak, Tablo 2’de verilen veri
seti icin elde edilen tahmini bulanik yanit
fonksiyonlar1

¥,(X) = (0.6373,0.6600,0.6826) + (~0.0920,-0.0920,-0.0920) X, + (~0.0103,-0.0103,~0.0103) X,
+(=0.0956,—0.0956,~0.0956).X 2 +(~0.0581,-0.0581,-0.058 1) X2 + (—0.0700,—0.0700, -0.0700) XX,

¥,(X) = (0.0430,0.4680,0.9790) + (0.1294,0.1314,0.1354) X, +(0.0718,0.0728,0.0738) X,
+(0.0095,0.0260,0.0425).X 2 +(0.0070,0.0235,0.0400).X > + (—0.0825, — 0.0825,—0.0825).X, X,

bigiminde hesaplanmustir.
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Tablo 2. Girdi degiskenlerinin kodlanmis degerleri ve gozlenen bulanik yanit degerlerinden olugan

bulanik veri seti

No X, X, 7, Y,
1 -1 -1 0.4985 0.5500 0.5786 0.1548 0.2200 0.3069
2 1 -1 0.4545 0.5200 0.5346 0.5826 0.6700 0.7347
3 -1 1 0.6179 0.6700 0.6980 0.4654 0.5700 0.6175
4 1 1 0.2939 0.3600 0.3740 0.5631 0.6900 0.7152
5 -1.414 0 0.5588 0.5900 0.6389 0.2582 0.3300 0.4103
6 1.414 0 0.2986 0.3100 0.3787 0.6297 0.6700 0.7818
7 0 -1.414 0.5183 0.5400 0.5984 0.3361 0.4200 0.4881
8 0 1.414 0.4892 0.5100 0.5693 0.5419 0.5700 0.6939
9 0 0 0.6373 0.6600 0.6826 0.4250 0.4400 0.5110
10 0 0 0.6373 0.6600 0.6826 0.4250 0.5000 0.5110
11 0 0 0.6373 0.6600 0.6826 0.4250 0.5000 0.5110
12 0 0 0.6373 0.6600 0.6826 0.4250 0.4300 0.5110
13 0 0 0.6373 0.6600 0.6826 0.4250 0.4700 0.5110
Hesaplanan tahmini bulanmik model para- Sekil ~ 3’ten, konkav  yapidaki  yamit

metrelerinden de goriilecegi tizere, (6) ifadesi ile
tanimli esitlikler icin belirtilen varsayimlar
saglanmadigindan, negatif isaretli model para-
metrelerinin sag ve sol yayilim degerleri sifir
olarak belirlenmistir. Bu nedenle elde edilen
tahmini bulanik modellerde, negatif isaretli mo-
del parametrelerinin yalnizca merkez degerleri
yer almaktadir. Optimize edilecek bulanik ¢ok
yanith ylizey modeli

max}%(X)
minﬁ(X)
XeS

(11

bigciminde belirtilen (11) ifadesi ile tanimlanabil-
ir. Burada, S girdi degiskenleri uzayi olup
[—1.414, 1.414] ile smirhdir. (11) ile tanimh
bulanik ¢ok yanith yiizey problemi i¢in olustu-

rulacak es yiikselti grafikleri Sekil 3’teki gibi
olacaktir.

o o o o
h ' -] = -

tahmini bulanik yanit fonksiyonlar

fae

Sekil 3. Bulanik yanit fonksiyonlarinin es
yiikselti grafikleri

fonksiyonunun birinci yanit fonksiyonu ve kon-
veks yapidaki yanit fonksiyonunun ikinci yanit
fonksiyonu oldugu agiktir. Ayrica Sekil 3°te alt
ve list parametre degerleri ile olusturulan tah-
mini yanit fonksiyonlarinin kesisimlerinin de bir
yiizey olusturdugu kolaylikla goriilmektedir.

(11) ifadesinde tanimli bulanik yanitlardan
olusan problem
max f, (X

{1( ) (12)
min f, (X)

X e[-1.414,1.414]

biciminde tanimli ¢ok amagli optimizasyon
problemi olarak ele alinabilir. Burada /}1 ve ];2

sirastyla f’z ve )7; bulanik yanit fonksiyonlarina

karsilik gelmektedir. (12) ile tanimli problemin
optimizasyonu i¢in,n,, =50,n . =50,1. =20,

n,=20,P.=09,P =1/v parametre degerleri

pop yin
ile calismada onerilen BBSGA-II kullanilmistir.
Burada, v problemde taniml girdi degisken
sayisidir. Problemin ¢6ziimii ig¢in 6nerilen algo-
ritmanin isletilmesinde MATLAB 7.9 prog-
ramindan yararlanilmistir. Optimizasyon sonucu
elde edilen bulanik Pareto ¢6ziim kiimesi Tablo
3’te verilmistir. Tablo 3’te girdi degiskenlerinin
(X, ve X,) kodlanmis degerlerinden olusan
¢oziim vektoriic X*? ile orjinal degerlerinden

olusan ¢6ziim vektorii ise X ile tanimlanmuistir.
S6z konusu ¢izelgelerdeki bulanik amag
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fonksiyon degerleri f/ = (ft’,ft”,ft") , j=12,
t=1,2,...,n biciminde {iggensel bulanik sayilar
ile gosterilmistir. Tablo 3’te verilen bulanik Pa-
reto ¢ozlimler ( fl ve fz) a -kesme yaklagimi
kullanilarak kapali araliklara doniistiirilmistiir.
Buna gore kapali araliklarla tanimli her bulanik
¢Oziim, amag uzayinda dikdortgenler ile ifade
edilmistir. Sekil 4 incelendiginde, farkli «
degerlerine gore (o =0;0.5;1) olusturulan, dik-
dortgenler ile temsil edilen bulanik ¢oziimlerin
o degerleri arttikca dikdortgenlerin alaninin
kiigiildiigii ve a =1 igin kesin Pareto ¢oziim
kiimesine ulasildig1 goriilmektedir.

0.5..

12 fuzzy
"

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 08
1 fuzzy

Sekil 4. BBSGA-Il ile & =0 (mavi dikdortgen-
ler), a = 0.5 (kirmiz1 dikdortgenler) ve
a =1 (siyah noktalar) i¢in elde edilen
bulanik Pareto ¢oziimler

5. SONUC VE TARTISMA

Bu ¢alismada, yanit degiskenlerinin olasilik
dagilimlarinin belirlenmesinde zorluklar oldugu
durumda bilinmeyen yanit yilizeyin modellenme-
si i¢in bulanik en kiiciik kareler regresyon anali-
zine dayali bir bulanik modelleme yaklasimi
Onerilmistir. Burada, yanit degiskenlerinin ve
model parametrelerinin iiggensel bulanik sayilar
oldugu varsayilmistir. Bulanik tahmini yanit
fonksiyonlar1 bulanik amag fonksiyonlari olarak
ele alinip, problem bulanik ¢ok amagli optimi-
zasyon problemi bi¢iminde degerlendirilmistir.
Problemin optimizasyonu amaciyla, BSGA-II
yontemi bulanik siralama yaklagimi ile uyarlana-
rak yeni bir optimizasyon algoritmasi onerilmis-
tir. Onerilen algoritma BBSGA-II olarak adlan-
dirllmigtir. BBSGA-II yonteminin bulanik ¢ok

amacli optimizasyon problemine uygulanmasi
sonucunda bulanik Pareto ¢dziim kiimesine ula-
stlmistir. Elde edilen bulanik yanit degerlerine
ve bu degerleri veren girdi kosullarma Tablo
3’te yer verilmistir. Cok amagli problemlerin
dogasi geregi, analitik olarak gergek bulanik Pa-
reto ¢oziim kiimesi tam olarak bilinemedigin-
den, elde edilen bulanik baskin ¢6ziim sonugcla-
rimin degerlendirilmesi olduk¢a zordur. Bu ne-
denle, her biri ayr1 6neme sahip bulanik Pareto
¢Oziim kiimesi elemanlarinin, karar verici tara-
findan belirli bir dncelige gore degerlendirilmesi
daha anlamli olacaktir. Belirli bir iiyelik fonksi-
yonu ile tanimlanan bulanik baskin ¢oziimlerin
degerlendirilmesini  kolaylastirmak amacryla,
Tablo 3’teki bulanik Pareto ¢oziimlere o - kes-
me yaklagiminin uygulanmasi ile bulanik Pareto
¢Oziimler Sekil 4’teki gibi dikdortgenler ile ifade
edilmistir. Sekil 4’ten agik¢a goriilecegi gibi
farkli & degerlerine gore dikddrtgenlerin alani
degismektedir. Bir diger ifade ile bulanik ¢6-
ziimlerin tanim aralig1 farklilagsmaktadir. Bula-
nik ¢cok amagcli problemin optimizasyonu sonucu
elde edilen bulanik Pareto ¢6ziim kiimesi, belir-
lenen bir deney kosulu i¢in kabul edilebilir farkli
yanit degerlerine ulasilmasinin miimkiin oldu-
gunu gostermektedir. Buna gore istenilen deney
kosullarinda farkli yanit degerlerinin de kabul
edilebilecegi soylenebilir.

Bundan sonraki ¢aligmalarda, yanit degis-
ken degerleri ve model parametreleri ile birlikte
girdi degiskenlerinin de bulaniklastirilarak mo-
delleme asamasinda farkli bulanik modeller
olusturulmasi, farkli bulanik ¢ok amagli optimi-
zasyon algoritmalar1 kullanilarak algoritmalarin
bulanik Pareto ¢oziim elde etmedeki hizlar ve
etkinlikleri karsilastirilmasi, bulanik ¢ok amagli
optimizasyon problemine kisitlar eklenerek,
problemin kisitlt bulanik ¢ok amagh optimizas-
yon problemi olarak degerlendirilmesi amag-
lanmaktadir.
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Tablo 3. BBSGA-II yontemi ile elde edilen bulanik Pareto ¢oziimler ve girdi degisken degerleri

NO Xkod X fl fz
1 -1.4140 -1.4140 2.6180 2.4842 0.2749 03574 0.4517 0.0788 0.1133 0.1532
2 -0.5762 0.2586 13.5094 18.7084 | 0.6027 0.6852 0.7795 0.3810 0.4336 0.4939
3 -0.9243 -0.5166 8.9841 11.1890 0.5372 0.6197 0.7140 0.2560 0.2980 0.3463
4 -1.1114 -0.6780 6.5518 9.6234 0.4892 0.5717 0.6660 0.2141 0.2534 0.2986
5 -1.3171 -1.2726 3.8777 3.8558 0.3345 0.4170 0.5113 0.1117 0.1472 0.1881
6 -1.1269 -0.5568 6.3503 10.7990 0.5036 0.5861 0.6804 0.2281 0.2679 0.3137
7 -0.8498 -0.4664 9.9526 11.6759 0.5511 0.6336 0.7279 0.2704 0.3136 0.3631
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9 -1.3135 -1.1983 3.9245 4.5765 0.3522 0.4347 0.5290 0.1213  0.1569 0.1981
10 -1.3187 -0.9543 3.8569 6.9433 0.4014 0.4839 0.5782 0.1518 0.1880 0.2299
11 -0.7558 -0.2161 11.1746 14.1038 | 0.5805 0.6630 0.7573 0.3094 0.3554 0.4082
12 -1.3049 -1.0052 4.0363 6.4496 0.3946 04771 0.5714 0.1470 0.1832 0.2249
13 -1.1288 -0.8982 6.3256 7.4875 0.4510 0.5335 0.6278 0.1846 0.2227 0.2666
14 -0.7833 -0.4597 10.8171 11.7409 | 0.5582 0.6407 0.7350 0.2789 0.3228 0.3733
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38 -1.3887 -1.3632 2.9469 2.9770 0.2945 0.3770 04713 0.0892 0.1239 0.1641
39 -0.8297 -0.4664 10.2139 11.6759 | 0.5531 0.6356 0.7299 0.2727 03161 0.3659
40 -1.3933 -1.0113 2.8871 6.3904 0.3725 0.4550 0.5493 0.1341 0.1696 0.2105
41 -1.1707 -1.0573 5.7809 5.9442 0.4135 0.4960 0.5903 0.1598 0.1970 0.2399
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49 -1.2217 -0.8701 5.1179  7.7600 0.4378 0.5203 0.6146 0.1756 0.2130 0.2561
50 -1.4140 -1.2446 2.6180 4.1274 0.3161 0.3986 0.4929 0.1001 0.1348 0.1750
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