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ASIMETRIK VE AGIR KUYRUKLU DAGILIMLARIN KONUM
PARAMETRESININ BOOTSTRAP GUVEN ARALIKLARI iCIN BiR BENZETIM
CALISMASI

0z

Bootstrap yoOntemi, kestiricinin 6rnekleme dagilimi bilinmedigi durumlarda ¢ikarsama
yapabilmemizi saglayan modern bir istatistiksel aragtir. Tiim bootstrap yontemlerinin temel fikri ayn1
olsa da literatiirde farkli varyasyonlari yer almaktadir. Bu ¢alismada, detayli bir Monte Carlo
benzetimi ile asimetrik ve agir kuyruklu dagilimlar i¢in, yaygin olarak kullanilan dort bootstrap giiven
araligi yonteminin kapsama orami arastirilmistir. Dayanikli kestiriciler igin yiizdelik bootstrap
yontemiyle elde edilen kapsama oranlar1 birgok durum i¢in nominal degere yakin bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Bootstrap, Giiven araligi, Kapsama orani, Dayanikli konum 6l¢iileri

A SIMULATION STUDY OF BOOTSTRAP CONFIDENCE INTERVALS FOR THE
LOCATION OF ASYMMETRIC AND HEAVY TAILED DISTRIBUTIONS

ABSTRACT

Bootstrap methodology is a modern statistical tool which enables us making statistical inference
when the sampling distribution of the estimator is not known. Although the underlying idea is the
same in all bootstrap methods, one might come across so many variations in the literature. In this
study, the coverage accuracy of four most commonly used bootstrap confidence interval methods was
assessed for various asymmetric and heavy tailed distributions with an exhaustive Monte Carlo
simulation. In most of the cases, it has been found that the coverage accuracy of bootstrap percentile
method is close to nominal for robust estimators of location.
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1. GIRiS

Kitle ortalamasi i¢in giiven araligi bulmakta kullanilan en bilindik ve yaygin yontem olan t giiven
araliginin kitle normal dagildiginda (1-o) kapsama oranina sahip oldugu, normal olmayan kitle i¢in
kapsama oranmin yaklagik (1-ot) oldugu bilinmektedir. Ancak kitlenin dagilimi asimetrik oldugunda
kapsama oran1 diigmektedir (Boos ve Hughes-Oliver, 2000). Verilerin asimetrik ve agir kuyruklu bir
kitleden geldigi durumlarda dayanikli konum &lgiileri kullanilabilir. Bir¢cok dayanikli konum
Olglisiniin  standart hatasinin analitik yolla hesaplanamamasi nedeniyle giiven araliklarinin
bulunmasinda bootstrap yontemleri kullanilabilir (Wilcox, 2012). Parametrik ¢ikarsama elde
edilmesinin ¢ok zor oldugu veya analitik bir ¢éziimiin bulunmadig1 durumlarda, kestiricinin standart
hatasinin hesaplanmasi, giliven araliklarinin bulunmasi ve hipotez testinde bootstrap yoOntemi
kullanilabilir.

Bootstrap, ilk olarak Efron (1979) tarafindan Quenouille-Tukey jackknife yontemine alternatif
olarak onerilen bir yeniden 6rnekleme yontemidir. Yeniden ornekleme yontemlerinde 6rneklem kitle
gibi diisiiniiliip bu 6rneklemden tekrarh cekilisle yeni orneklemler iiretilir. Efron “bootstrap” olarak
isimlendirdigi yonteme iliskin ¢aligmasinda bir istatistigin bootstrap dagilimimi elde etmek i¢in teorik
hesaplamalarin, Monte Carlo yaklagiminin veya Taylor seri agiliminin kullanilabilecegini belirtmis ve
bu durumlara 6rnekler vermistir (Efron, 1979). Takip eden yillarda bootstrap ile standart hatanin
hesaplanmasi, giiven araliklarinin belirlenmesi, hipotez testlerinde, regresyon ¢oziimlemesinde ve
zaman serilerinde kullanilmasi konularini igeren birgok ¢alisma yapilmistir. Standart hatanin ve giiven
araliklarinin bootstrap 6rnekleme ile bulunmasina iliskin makalesinde Efron, yiizdelik bootstrap
(bootstrap percentile), yanlilig1 diizeltilmis yiizdelik bootstrap (Bias Corrected — BC) ve bootstrap-t
yontemlerini tanimlamistir (Efron, 1981). Efron ve Tibshirani (1986) yaptiklar1 ¢alismada standart
hatanin bootstrap kestirimi ve bootstrap giiven araliklarini 6rneklerle ele almislar, bootstrap tekrar
sayismin ne olmasi gerektigini tartismislardir. BC bootstrap yonteminin gelistirilmis hali olan yanliligi
diizeltilmis hizlandirilmis (Bias Corrected Accelerated — BCa) bootstrap yontemi ise yine Efron
tarafindan Onerilmistir (Efron, 1987). Bootstrap giliven araliklar1 arasgtirmalarinin verildigi ve
tartigildigr bir diger calismada DiCiccio ve Efron (1996), bootstrap giiven araliklarinin parametrik ve
parametrik olmayan kullanimlarini incelemislerdir. 1990’11 yillarda bilgisayarlarin hesaplama giiciiniin
artmasiyla bootstrap yontemlerinin popiilerligi ve uygulanabilirligi artmistir. Regresyon ¢dziimlemesi,
zaman serileri gibi konularda bootstrap prensibine dayali yontemler gelistirilmistir. Bootstrap yontemi
giinlimiiziin ¢ok islemcili bilgisayarlar sayesinde miithendislik, genetik, meteoroloji gibi bilimlerde de
yaygin olarak kullanilan bir yeniden oOrnekleme yontemi olmustur. Bootstrap metodolojisindeki
gelismelerin incelendigi ve tartisildigi bir ¢alisma olarak Davison vd. (2003) incelenebilir. Bootstrap
temel prensipleri ve yontemleri hakkinda detayli bilgi i¢in Efron ve Tibshirani (1993), Davison ve
Hinkley (1997) kaynaklarina bagvurulabilir.

Ozellikle kitle dagilimmin garpik oldugu durumda konum parametresi igin giiven araliklari
kestirimi konusunda bir¢ok c¢alisma yapilmistir. Bu calismalarda, bootstrap yontemlerinde iginde
oldugu farkli yontemler ile elde edilen giiven araligi kestirimleri, kitle parametre degerini kapsama
oranlarina gore (coverage accuracy) karsilastirlmistir (Zhou ve Gao, 2000), (Zhou ve Dinh, 2005),
(Kuonen, 2006), (Banik ve Kibria, 2010). Yapilan calismalar incelendiginde genellikle secilen bir
konum Olgiistiniin  farkli kitlelerden gelen orneklem igin farkli yontemlerle elde edilen giiven
araliklarinin performanslarinin karsilastirildigr goriilmektedir. Bu calismada ise 6rneklemin cekildigi
kitlenin sekline ve kullanilan kestiriciye bagli olarak bootstrap giiven araliklar1 yontemleri arasinda bir
farklilik olup olmadigi sorusuna cevap aranmaktadir.

Gergeklestirilen benzetim ¢alismasi ile dort farkli bootstrap giiven aralig1 yontemi kapsama orani
acisindan karsilagtinnlmigtir. Benzetim calismast R istatistiksel programlama dili kullanilarak
yapilmigtir. Kullanilan yontemler ve tablolarda kullanilan kisaltmalar su sekildedir; bootstrap-normal
yaklasim (bs-norm), yiizdelik bootstrap (bs-yiizd), bootstrap-t (bs-t) ve bootstrap BCa (bs-BCa).
Caligmada rassal veriler standart normal dagilimdan ve g&h dagilimlarindan ¢ekilmistir. Ayrica iki
farkli gergek veri seti de kullanilmistir. Konum olgiileri olarak alti dayanikli kestirici (budanmis
ortalama (y=0.1, 0.2, 0.25), medyan, tek-adim M-tahmin edicisi, diizeltilmis tek-adim M-tahmin
edicisi) ve orneklem ortalamast alinmistir.Ikinci béliimde ilgilenilen bootstrap giiven araliklarindan
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bahsedilmistir. Ugiincii béliimde kullanilan dayanikli kestiriciler anlatilmigtir. Dordiincii béliimde
yapilan benzetim c¢alismasi ve sonuglari, son boliimde ise bulunan sonuglara ait yorumlar yer
almaktadir.

2. BOOTSTRAP GUVEN ARALIKLARI

i =1,...,n olmak iizere Xi bilinmeyen bir olasilik dagilimina sahip kitleden se¢ilmis rassal bir

orneklem ve ilgilenilen kitle parametresi 0, 6rneklemden elde edilen kestirim 0 olsun. Efron tarafindan
1979°da onerilen bootstrap yontemi, @ ‘in standart hatasinin analitik yolla hesaplanamadigi veya
hesaplamanin ¢ok karmagik oldugu durumlarda & ‘in standart hatasinin kestirilmesini amaglar.

Bootstrap o6rneklemleri, n genisligindeki orijinal 6rneklemden yerine koyarak yapilan rassal
cekiliglerle belirlenir ve orijinal 6rneklemle ayni genislikte olur. Bir bagka ifade ile {x1, x2,...,xn}
birimlerinden olusan bir 6rneklemden iadeli ¢ekilisle belirlenen x* rassal 6rneklemlerine bootstrap
orneklemleri denir. Bu islem B kez tekrar edilir ve her bir x* drnekleminden ilgilenilen istatistik 6"
hesaplanir. Bu istatistiklerin dagilimi bootstrap dagilimini olusturur. Bulunan bootstrap dagilimi
istatistigin standart hatasim1 ve yanliligin1 kestirip ornekleme dagiliminin seklini, yayilimini ve
konumunu belirlemek i¢in kullanilir. Bu iglemin adimlarini s6yledir;

1) {xi,X,...,Xn} bilinmeyen bir olasilik dagilimina sahip kitleden secilmis n genisliginde rassal
bir 6rneklem olsun. Bu 6rneklemden iadeli olarak yine n genisliginde B tane rassal 6rneklem

cekilir.
2) Her bir bootstrap Orneklemden ilgilenilen istatistik hesaplanarak bootstrap dagilimi
olusturulur.

6,6.,..6,,..6;

3) 0°in standart hatasmnin kestirimi,

(1

Ak
Seboot -

ile hesaplanir. Burada;

A

B
49; : b. bootstrap drneklemda hesaplananistatistikve 0°(.) = z 0, / B

b=1

4) @‘in yanliliginim (bias) kestirimi bias" =6 ()- 0 ile bulunur.

Bu yaklasim parametrik olmayan bootstrap olarak isimlendirilir. Parametrik bootstrap
yaklagiminda ise 6rmeklemin ¢ekildigi kitlenin dagilimi parametrik bir modelle ifade edilebiliyordur.
Bu durumda bootstrap Orneklemleri 6rneklem verilerinden yerine koyarak yapilan cekilisle degil
parametrik modelden c¢ekilir. Standart hatanin bootstrap kestiriminde B’nin 200 alinmasinin yeterli
oldugu ancak bootstrap giiven araliklari i¢in 1000 ile 2000 arasinda 6rneklem ¢ekmenin gerektigi ifade
edilmistir (Efron ve Tibshirani, 1993). Giiniimiizde bootstrap ile giiven araliklariin kestirimi i¢in
onerilen birgok yontem bunmaktadir. Bu c¢alismada ise temel yontemler olarak ifade edilebilecek en
¢ok kabul goren dort yaklagima yer verilmistir.
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2.1 Normal Yaklasim ile Bootstrap Giiven Arahklar:

Ilgilenilen istatistigin standart hatasinin bilinmedigi ancak érnekleme dagiliminin normal dagilim
gosterdigi varsayimi altinda kullanilabilir. Bu yaklagimda bootstrap yontemi standart hatanin bir
kestirimini saglar. 0 icin iki yonlii ylizde (1-a) bootstrap standart normal giiven araligi;

N ’.‘ * Ak
(9 — bias )izl—(a/Z)Seboot )

ile elde edilir. Burada z; (4 , standart normal dagilimda /-(e/2)’lik alana karsilik gelen z degeridir. Bu
yontemin arka planinda yatan varsayim nedeniyle c¢ok tercih edilmedigi ve uygulamada yerini
ylizdelik yaklasima verdigi sOylenebilir.

2.2 Yiizdelik Bootstrap Giiven Araliklar:

Bu yontemde giiven araligmin simirlar 0in bootstrap dagilimi ile belirlenir. 0 i¢in iki yonli
ylizde (1-a) yiizdelik bootstrap giiven araligi hesaplama adimlari;

1) Bootstrap 6rneklemlerden hesaplanan kestirim degerleri artan sirada siralanir;

0,..6.,0,..,0, 6 <0
2) Yiizde (1-a)) giiven aralig1 i¢cin k=B(¢/2) olmak iizere k. siradaki o degeri alt siir, (B-k).

siradaki 6" degeri iist sinir olarak alinir. £ degerinin tam say1 olmamasi durumunda £, (en
biiyiik tamsay1) < [(B+1).(e/2)] olarak alinir.

3) 0 icin iki yonlii yiizde (1-a) yiizdelik bootstrap giiven araliginin sinirlari (é;: , é;k) ile elde

edilir.

2.3 Bootstrap-t Giiven Arahklan

Varsayimlar saglandiginda, giiven arali§i bulmakta kullanilan parametrik yontemlerde z veya t
tablosuna ihtiya¢ vardir. Bu metotta ise eldeki veri i¢in gegerli olabilecek bir tablo olusturulur ve
giiven araliginin olusturulmasinda kullanilir. Islem adimlart;

1) Her bir bootstrap drneklemi igin #* degerleri hesaplanir.

. bb

t) b=12,..,B 3)

A
s€y,

Burada ilgilenilen istatistik i¢in her bir bootstrap Orneklemden elde edilen standart hatanin
kestirimine ihtiya¢ vardir. Kestiricinin standart hatas1 bilinmiyorsa veya hesaplanmasi ¢ok zahmetli ise
elde edilen her bir bootstrap 6rnekleme tekrar bootstrap uygulanmasi ve bu yolla standart hatanin elde
edilmesi saglanir. Cift (double) bootstrap adi verilen bu yontem hesaplama yiikii ve harcanan zaman
acisindan olduk¢a masraflidir. Nankervis (2005) tarafindan yapilan ¢alismada ¢ift bootstrap igin
hesaplama zamanini azaltan algoritmalar tartisilmistir.
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2) t* degerleri artan sirada siralanir.

3) Burada 7, ; ,, degeri k=B.(0a/2) olmak lizere k. siradaki ¢* degeri ve l?l*_(a 12y degeri (B-k). siradaki

t* degeri olarak alinir.

4) 0 igcin iki yonlii yilizde (1-a) bootstrap-t gliven aralig1 asagidaki sekilde bulunur.
0- Er—(a/Z) -Séf,om, 60— E;/2 ‘Sé;oot) 4)

Efron ve Tibshirani (1993) bootstrap-t’nin kapsama olasiliklarinin teorik olarak iyi oldugunu
ancak uygulamada degisken sonuglar verebildigini belirtmislerdir.

2.4 Yanhhg Diizeltilmis ve Hizlandirilmis Giiven Araliklar

Efron tarafindan Onerilen bir baska bootstrap yontemi de bias corrected accelerated bootstrap
yontemidir (Efron, 1987). Bu yonteme isminden yola ¢ikarak BCa bootstrap denilmektedir. Yiizdelik
bootstrap yonteminin hem teoride hem de uygulamada goriilen yetersizliklerinin giderilmesi amaciyla
gelistirilen bu yontemin kapsama oranlarinda kiiciik 6rneklemler i¢in degiskenlik goriilebilecegi de
belirtilmigtir (Efron ve Tibshirani, 1993). Yiizdelik bootstrap yonteminden yola ¢ikilarak gelistirilen

yontemde a ve Zile gosterilen swrasiyla hizlandirma ve yanhlik diizeltmesi adi verilen degerler

kullanilmaktadir. a ve Z, degerlerinin sifir oldugu durumlarda BCa giiven aralig: yiizdelik bootstrap

A

ile bulunanla ayni1 olur. 0 icin iki yonli yilizde (1-a) BCa giiven aralig1 (9;1 R é;z) olsun. Burada o,
ve o, (5) ve (6)’daki gibi bulunur.

. Zy+z
o = CD(ZO +%j (5)
l1-a(zy+2z,,)
Zo+2Z,
a, =| z, + AOA He/2) 6)
1-a(zy +2,_q/2))

Burada @(.) standart normal birikimli dagilim fonksiyonu ve 7, , standart normal dagilimda
I-(/2)’lik alana karsilik gelen z degeridir. Ornegin; ®(1.96) =0.975, z,4,s =1.96. Yanlilik
diizeltmesi degeri Z, ;

5y =0 {ﬂe*ﬁ}] (7)

B

ile bulunur. Burada ®'(.)standart normal birikimli dagilim fonksiyonunun tersidir. Ornegin;

¢)_1(0.975) =1.96. Carpikliga bagl bir ol¢ii olan a, jackknife kestirimi kullanilarak asagidaki gibi
hesaplanir;
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n

20,04
a=—-om- (8)

) 3/2
6{2 (e(-) - e(*i) )2}
i=1

Burada é(_i) i. gozlem cikartilarak hesaplanmis 0 degerini, é(') ise bulunan é(_i)degerlerinin

ortalamasini1 gosterir. Bootstrap giiven araliklar1 hakkinda detayli bilgi i¢in (Carpenter ve Bithell,
2000) incelenebilir.

3. DAYANIKLI KONUM OLCULERIi

3.1 Budanmis Ortalama

¥ budama yiizdesi ile hesaplanan kitle budanmig ortalamasi

Y

=g, ) ©)

bi¢imindedir. Burada x, ve x,_ ,7 ve 1-y yiizdelikleridir (0 <y< 0.5).

4, kitle budanmig ortalamasinin kestiricisi drneklem budanmis ortalamas: asagida verildigi gibi
hesaplanir. X ,..., X, bir rassal 6érneklem olsun ve X RS X (@) S-S X (n)51ralanmls bir rassal

orneklem olsun. g = [)/n] ve [}/n] , m carpiminin agsagidaki tam saytya yuvarlanmis hali ise 6rneklem
budanmis ortalamasi

_ X +.+X
X, = (g+1) (n-g) (10)
n—-2g

ile hesaplanir (e.g. Wilcox, 2012).
3.2 Tek-Adim M-Kestiricisi

§(X - ,um) bir X degiskeni ile bilinmeyen , sabiti arasindaki uzakligi 6lgen bir fonksiyon
olsun. ¥, bu fonksiyonun g, ‘ye gore tiirevi olsun. Burada 4, "in bir fonksiyonu olan ve tiirevi olan
E [.f(X - M, )] fonksiyonlan ile ilgilenilmektedir. Bir konum O0lgiisii tanimlarken genel yaklagim
cf(X - ,um)fonksiyonunu en kiiciikleyen g, degerinin segilmesidir. Genel olarak g,
Elw (X - u,,)]=0 esitligini saglar.

§(X — U, ) = (X - U, )2 ise Elw(X —u,)]=0 ve u,=pu, kitle aritmetik ortalamast olur. & ve
Y icin pek ¢ok Oneri yapilmistir. Bu ¢alismada Huber’in 7 fonksiyonu kullanilmigtir (Huber, 1981).

l//(x):max{— k,min(k,x)} (11)
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Huber’in M-konum 4l¢iisiiniin tahmini genellikle Newton-Raphson gibi iteratif bir tahmin
yontemi ile yapilir. Tek bir iterasyonda bile ortaya ¢ikan kestiricinin asimptotik ozellikleri iyidir
(Serfling, 1980). Tek iterasyon tek-adim M-kestiricisini verir.

n—i,
1.28MADN(iy =iy )+ D" X
N i=i, +1 (12)
Hy =

n-— il - iz
Burada, M 6rneklem medyani olmak iizere,

MADN = MAD/0.6745

MAD = Medyan| X, - M|,| X, — M|,...|X, - M|}
. X -M < .. ..
I, i <-1.28 kosulunu saglayan X, gozlemlerinin sayisini,
MADN
. . X. - M o .. .. .. .
[ 1se 2 > 1.28 kosulunu saglayan X, gbzlemlerinin sayisini gosterir.
MADN

Tek-adim M-kestiricisi ile budanmig ortalama arasindaki temel fark, tek-adim M-kestiricisinin
budanacak gozlem sayisini eldeki veriye gore deneysel olarak belirlemesi, budanmig ortalamanin ise
Onceden saptanmig sabit bir budama yiizdesine gore belirlemesidir. Tek-adim M-kestiricisinin
budanmig ortalamaya gore kolaylikla goriilebilen bir avantaji Orneklemin secildigi kitleye gore
budanacak gozlem sayisinda degisiklik yapabilmesidir. Kitle hafif kuyruklu bir dagilim ise ¢ok az
gdzlemin budanmasi veya hicbir gozlemin budanmamasi dogru tercih olabilir. Aym sekilde, kitle
sagdan carpik ise sagdan daha ¢ok gdzlemin budanmasi daha dogru bir tercih olabilir (Wilcox, 2001).

3.3 Diizeltilmis Tek-Adim M-Kestiricisi

Tek-adim M-kestiricisindeki  1.28(MADN)i, —i,) terimi Newton Raphson yonteminde ortadan
kalkar. Bu durum diizeltilmis tek-adim M-kestiricisini ortaya ¢ikarir. Diizeltilmis tek-adim M-
kestiricisi aykirt deger olarak belirlenmeyen gozlemlerin ortalamasini hesaplar. Normal dagilim
altinda etkinliginin artmasi igin tek-adim M-kestiricisi tarafindan kullanilan aykir1 deger belirleme
kurali degistirilmigtir. Kestirici

n—i,
ZX(I')

A =i
/’lmom - . . (13)
n—n-—i,

bi¢imindedir. Burada i;, (X, - M)/ MADN < -2.24, kosulunu saglayan X, gdzlemlerinin sayisim i,

ise (X, —M)/MADN > 2.24 kosulunu saglayan X, gozlemlerinin sayisim gosterir (Hampel identifier)
(Wilcox, 2012).

4. BENZETIM CALISMASI

Bu boliimde alt1 dayanikli kestirici (budanmis ortalama (y=0.1, 0.2, 0.25), medyan, tek-adim M-
tahmin edicisi, diizeltilmis tek-adim M-tahmin edicisi) ve Orneklem ortalamasi ig¢in parametrik
olmayan bootstrap yontemler ile elde edilen iki yonlii %95 giiven araliklarinin performanslarinin
kargilagtirilmasi amaciyla bir benzetim ¢aligmasi diizenlenmistir. Calismada giiven araliklari, kapsama
orani ve ortalama genislik yonlerinden degerlendirilmistir.
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4.1 Benzetim Calismasimin Tasarimi

Bu ¢alismada kullanilan teorik dagilimlar standart normal dagilim ve farkli parametre degerleri ile
iki g&h dagilimidir. Orneklem genislikleri n=20 ve 50 olarak alinmistir. Bootstrap drneklem sayisinin
B=1500 alindig1 ¢alismada her durum i¢in 3500 tekrar yapilmistir. Bootstrap-t giiven araliklari
hesaplanirken gereken ancak analitik formu bilinmeyen standart hata kestirimleri icin ikinci diizey
bootstrap uygulanmistir. Standart hata kestirimi i¢in bootstrap Orneklem sayisi 500 alimmustir.
Kapsama orani, parametrenin ger¢ek degerini igeren araliklarin sayisinin tekrar sayisina boliinmesiyle
elde edilmistir. Kitle parametresinin gercek degerinin, giiven araliginin alt limitinin altinda kalanlarin
ve lst limitin {istiinde kalanlarin sayilarinin tekrar sayisina boliinmesiyle alt ve iist kapsama oranlari
elde edilmistir. Giiven araliklarinin ortalama genisligi de degerlendirme kriteri olarak alinmistir.
Nominal degere yakin kapsama orani elde edilen giiven araliklarinda daha kiigiik ortalama genislige
sahip yontem daha iyi olarak belirtilmistir. Giiven diizeyi, uygulamada en ¢ok kullanilan %95
(0=0.05) olarak almmustir. Literatiirdeki benzer c¢alismalar da (Kuonen, 2005; Banik vd., 2010)
incelenerek (1-o)x(0,201) araliginda olan kapsama oranlar1i nominal degere yakin olarak kabul
edilmistir.

g&h dagilimi, carpikligin kontrol edilebilecegi g ve basikligin kontrol edilebilecegi h
parametreleri ile normal dagilimdan uzaklagmay1 derecelendirerek gézleme imkani veren ve g=h=0
i¢in standart normal dagilima esdeger olan bir dagilimdir (Hoaglin, 1985). Calismada kullanilan g ve h
degerleri ile elde edilen dagilimlara ait carpiklik ve basiklik degerleri Tablo I’de verilmistir.

Tablo 1. Kullanilan g&h dagilimlarina ait ¢carpiklik ve basiklik degerleri

g h K, K,

0 0 0 3
0.5 0.2 10.554 200.736
0.5 0.4 76.877 14091.46

4.2 Sonuclar

Bu boéliimde, gergeklestirilen benzetim ¢alismasinin sonucunda elde edilen kapsama orani
degerleri ve giiven araliklarinin ortalama genislikleri verilmistir. Nominal degere yakin olan kapsama
oranlar1 vurgulanmustir.
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Tablo 2. Kitle dagilim1 Normal(0,1) iken gerceklesen kapsama oranlari

n=20 n=50
bs-BCa  bs-t bs-yuzd. bs-norm. bs-BCa  bs-t bs-yuzd. bs-norm.
Kapsama 0,9251 0,9500 0,9274  0,9257 0,9406 0,9480 0,9426  0,9414
Alt 0,0366 0,0263 0,0366  0,0363 0,0317 0,0266 0,0306  0,0294
K Ust 0,0383 0,0237 0,0360  0,0380 0,0277 0,0254 0,0269  0,0291
Ort.Gen. 0,8503 0,9449 10,8453  0,8442 0,5478 0,5698 0,5472  0,5461
Kapsama 0,9409 0,9514 0,9431 0,9314 0,9503 0,9537 0,9503  0,9434
Alt 0,0309 0,0260 0,0297  0,0357 0,0251 0,0231 0,0243  0,0263
Ho=o1 g 0,0283 0,0226 0,0271  0,0329 0,0246 0,0231 0,0254  0,0303
Ort.Gen. 0,9104 0,9828 0,9083  0,9062 0,5736 0,5892 0,5734  0,5718
Kapsama 0,9374 0,9457 0,9406  0,9271 0,9523 0,9531 0,9506  0,9426
Alt 0,0323 0,0271 10,0303  0,0351 0,0220 0,0206 0,0223  0,0257
Hu=02 g 0,0303 0,0271 0,0291  0,0377 0,0257 0,0263 0,0271  0,0317
Ort.Gen. 0,9436 1,0319 10,9422  0,9413 0,5960 0,6188 0,5960  0,5945
Kapsama 0,9414 0,9477 0,9434  0,9257 0,9491 0,9543 0,9506  0,9411
Alt 0,0294 0,0254 0,0286  0,0366 0,0226 0,0206 0,0223  0,0274
Hu=025  pyg 0,0291 0,0269 0,0280  0,0377 0,0283 0,0251 0,0271  0,0314
Ort.Gen. 0,9634 1,0697 0,9625  0,9623 0,6066 0,6343 0,6066  0,6052
Kapsama 0,9374 0,9063 0,9386  0,9086 0,9497 0,9126 09511  0,9174
Medyan Alt 0,0406 0,0491 0,0297  0,0480 0,0303 0,0420 10,0231  0,0391
Ust 0,0220 0,0446 0,0317  0,0434 0,0200 0,0454 0,0257  0,0434
Ort.Gen. 1,0703 12510 1,0521  1,1020 0,6906 0,7788 0,6949  0,7092
Kapsama 0,9366 0,9566 0,9394  0,9297 0,9440 0,9497 0,9457  0,9383
Tek adim- Alt 0,0309 0,0223 0,0314  0,0351 0,0277 0,0260 0,0277  0,0306
M Ust 0,0326 0,0211 0,0291  0,0351 0,0283 0,0243 0,0266  0,0311
Ort.Gen. 0,9139 1,0819 0,9084  0,9076 0,5720 0,5964 0,5718  0,5702
_ Kapsama 0,9303 09157 10,9566 09189 0,9397 0,9374 0,9549  0,9377
'%‘;f(e:l‘(‘ill“n‘l‘f Alt 0,0354 0,0440 0,0206  0,0431 0,0274 0,0286 0,0206  0,0286
M Ust 0,0343 0,0403 0,0229  0,0380 0,0329 0,0340 0,0246  0,0337
Ort.Gen. 1,0414 1,1029 11,0322  1,0332 0,6326 0,6387 0,6334  0,6319

Tablo 2° de Normal dagﬂan kitle i¢in almman sonuglar goriilmektedir. Normal dagilim durumunda
bs-t ve bs-yiizdelik, n=20 i¢in yedi kestiricinin besinde bagarili sonuclar vermislerdir. bs-yilizdelik
giiven araliklarinin ortalama genisligi daha dardir. Orneklem genisligi 50 oldugunda bs-BCa ve bs-
yiizdelik tiim kestiriciler i¢in bagarilidir.
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Tablo 3. Kitle dagilim1 g&h(g=0.5,h=0.2) iken gerceklesen kapsama oranlari

n=20 n=50
bs-BCa  bs-t bs-yuzd. bs-norm. bs-BCa bs-t bs-yuzd. bs-norm.

Kapsama 0,8743 0,9083 0,8817  0,8797 0,9009 0,9171 0,9020  0,9006

Alt 0,0977 0,0771 0,1074  0,1143 0,0723 0,0640 0,0877  0,0949

H Ust 0,0280 0,0146 0,0109  0,0060 0,0269 0,0189 0,0103  0,0046
Ort.Gen. 1,6137 2,1716 14420 14616 1,0855 1,2623 0,9859  0,9941

Kapsama 0,9391 0,9511 0,9451  0,9480 0,9463 0,9431 0,9500  0,9500

Alt 0,0300 0,0340 0,0306  0,0443 0,0246 0,0291 0,0246  0,0369

M=ol pyg¢ 0,0309 0,0149 0,0243  0,0077 0,0291 0,0277 0,0254  0,0131
Ort.Gen. 13307 1,3503 1,3053  1,3012 0,7373 0,7334 10,7352  0,7334

Kapsama 0,9397 0,9431 0,9414  0,9397 0,9466 0,9474 0,9494  0,9480

Alt 0,0297 0,0357 0,0294  0,0466 0,0251 0,0260 0,0237  0,0346

Hr=02  pyg 0,0306 0,0211 0,0291  0,0137 0,0283 0,0266 0,0269  0,0174
Ort.Gen. 1,1478 1,1829 11,1474  1,1485 0,6783 0,6869 0,6787  0,6764

Kapsama 0,9386 0,9440 0,9431  0,9360 0,9491 0,9517 0,9517  0,9460

Alt 0,0263 0,0334 0,0283  0,0494 0,0214 0,0231 0,0203  0,0329

Hu=025  yyg 0,0351 0,0226 0,0286  0,0146 0,0294 0,0251 0,0280  0,0211
Ort.Gen. 1,1477 1,1724 1,1219  1,1222 0,6708 0,6848 0,6716  0,6694

Kapsama 0,9369 0,9037 0,9377  0,9237 0,9494 0,9120 0,9503  0,9229

Medyan Alt 0,0403 0,0509 0,0294  0,0491 0,0300 0,0406 0,0231  0,0443
Ust 0,0229 0,0454 0,0329  0,0271 0,0206 0,0474 0,0266  0,0329

Ort.Gen. 1,1312 1,2903 11,1389  1,1925 0,7064 0,7879 0,7186  0,7324

Kapsama 0,9326 0,9543 0,9346  0,9346 0,9394 0,9449 0,9440 0,9377

Tek adim- Alt 0,0377 0,0314 0,0403  0,0534 0,0320 0,0323 0,0326  0,0463
M Ust 0,0297 0,0143 0,0251  0,0120 0,0286 0,0229 0,0234  0,0160
Ort.Gen. 1,1629 1,3911 1,1394  1,1404 0,7029 0,7413 0,6976  0,6958

Kapsama 0,9243 0,8971 0,9586  0,9197 09343 0,9177 0,9503  0,9226
l%iiieg(illlnl:li_s Alt 0,0440 0,0683 0,0229  0,0563 0,0320 0,0440 0,0243  0,0474
M Ust 0,0317 0,0346 0,0186  0,0240 0,0337 0,0383 0,0254  0,0300
Ort.Gen. 12177 12530 12065  1,2157 0,7363 0,7489 0,7329  0,7329

Tablo 3, kitle dagilimi g=0.5, h=0.2 iken elde edilen sonuglari vermektedir. Beklendigi gibi
ortalama i¢in higbir yontem nominal degeri yakalayamamistir. n=20 i¢in bs-t ve bs-yiizdelik yedi
kestiricinin dordii i¢in nominal anlam diizeyini korumustur. bs-yiizdelik i¢in ortalama genislikler daha
dardir. n=50 i¢in bs-yiizdelik yedi kestiricinin altisinda nominal degeri yakalamistir.
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Tablo 4. Kitle dagilim1 g&h(g=0.5,h=0.4) iken ger¢eklesen kapsama oranlari

Kapsama
Alt
H Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Mtr=0.1 Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Htr=0.2 Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Htr=0.25 Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Tek adim- Alt
M Ust
Ort.Gen.

Kapsama
Diizeltilmis A (¢
Tek adim- ..

M Ust

Ort.Gen.

Medyan

n=20 n=50
bs-BCa bs-t bs-yuzd. bs-norm. bs-BCa  bs-t  bs-yuzd. bs-norm.
0,8083 0,8451 0,8131 0,8166 0,8446 0,8643 0,8463 0,8454
0,1720 0,1489 0,1831 0,1814 0,1366 0,1280 0,1506 0,1540
0,0197 0,0060 0,0037 0,0020 0,0189 0,0077 0,0031 0,0006
2,8997 8,5989 12,3482 2,4486 2,1904 5,3525 11,7589 1,8289
0,9394 0,9520 0,9471 0,9617 0,9463 0,9369 0,9514 0,9577
0,0297 0,0380 0,0294 0,0326 0,0257 0,0354 0,0243 0,0337
0,0309 0,0100 0,0234 0,0057 0,0280 0,0277 0,0243 0,0086
1,9390 11,8272 11,8387 1,8547 0,8927 0,8547 0,8889 0,8901
0,9400 0,9437 0,9437 0,9549 0,9491 0,9443 0,9497 0,9549
0,0306 0,0369 0,0286 0,0366 0,0240 0,0280 0,0240 0,0320
0,0294 0,0194 0,0277 0,0086 0,0269 0,0277 0,0263 0,0131
1,3450 1,3166 11,3439 1,3654 0,7452 0,7326 0,7458 0,7419
0,9406 0,9420 0,9429 0,9546 0,9500 0,9483 0,9517 0,9540
0,0300 0,0366 0,0286 0,0354 0,0211 0,0254 0,0206 0,0300
0,0294 0,0214 0,0286 0,0100 0,0289 0,0263 0,0277 0,0160
1,2616 11,2493 11,2630 1,2709 0,7216 0,7165 0,7226 0,7189
0,9369 0,9014 0,9377 0,9374 0,9494 0,9080 0,9503 0,9294
0,0403 0,0523 0,0294 0,0429 0,0300 0,0440 0,0231 0,0394
0,0229 0,0463 0,0329 0,0197 0,0206 0,0480 0,0266 0,0311
1,2009 11,3108 11,2081 1,2638 0,7225 0,7885 10,7352 0,7476
0,9300 0,9520 0,9354 0,9466 0,9386 10,9429 0,9463 0,9420
0,0406 0,0351 0,0403 0,0460 0,0329 0,0357 10,0314 0,0451
0,0294 0,0129 0,0243 0,0074 0,0286 0,0214 0,0223 0,0129
1,3383 11,5468 1,3054 1,3048 0,7791 0,8037 0,7723 0,7689
0,9211 0,8983  0,9583 0,9306 0,9311 0,9131 0,9569 0,9314
0,0417 0,0571 0,0197 0,0397 0,0360 0,0489 0,0191 0,0423
0,0371 0,0446 0,0220 0,0297 0,0329 0,0380 0,0240 0,0263
1,3387 1,3142 11,3192 1,3297 0,7740 0,7658 0,7699 0,7677

g&h(0.5,0.4) dagilan kitle igin elde edilen sonuglar Tablo IV’te verilmistir. n=20 i¢in bs-t ve bs-
ylzdelik yedi kestiricinin dérdii igin nominal anlam diizeyini korumustur. Bu kestiriciler i¢in en dar
giiven aralifi ¢ogunlukla bs-t yontemi ile elde edilmistir. Orneklem genisligi 50 oldugunda bs-

ylizdelik yedi kestiricinin altisinda nominal anlam diizeyini yakalamigtir.

Sonuclart genel olarak degerlendirdigimizde Normal(0,1) dagilim igin 6rneklem genisligi 20
oldugunda bs-yilizdelik yontemi ortalama ve medyan hari¢ diger bes kestirici i¢in, bs-t yontemi
medyan ve diizeltilmis tek adim-M hari¢ diger bes kestirici igin nominal degere yakin sonuglar
vermistir. Orneklem genigliginin 50 oldugu durumda ise bs-BCa ve bs-yiizdelik yontemlerinin
kapsama oranlari tiim Kkestiriciler i¢in nominal degere yaklagmistir. Asimetrik agir kuyruklu
dagilimlarda bs-yiizdelik yontemi genis orneklem durumunda ortalama haricinde diger alt1 kestirici

icin nominal degere yakin sonuglar vermistir.
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4.3 Gercek Veri Ornegi

Bu boliimde benzetim calismasinda kullanilan yontemler ve kestiriciler iki farkli gergek veri
setine uygulanmistir. Gergek veriler http://www.freewebs.com/tedstats adresinden alinan farkli
karakterdeki iki veri setidir. Benzetim calismasinda kullanilan gercek verilere iliskin bazi istatistikler
Tablo V’te verildigi gibidir. Orneklem genislikleri ve tekrar sayilari benzetim ¢alismasi ile ayni
almmustir.

Tablo 5. Kullanilan gercek verilere ait istatistikler

Veri Seti Adi N Ortalama | Medyan Sstzgi?;t IQR Carpiklik | Basiklik
Carnegie Verisi
Total AA Degrees | 2859 | 268.98 | 1140 | 45196 | 281 | 498 | 4731
Standart Testler
GRE Verbal | 4637 | 46881 | 470 [ 10323 [ 150 | 013 | 2.54
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Sekil 1. Kullanilan gergek verilerin histogramlari

Tablo VI, kitle dagilim1 sagdan ¢arpik “Total AA Degrees” isimli gercek veri seti iken elde edilen
sonuglart vermektedir. n=20 i¢in bs-BCa ydntemiyle ortalama hari¢ diger tiim kestiriciler i¢in elde
edilen kapsama oranlari nominal degeri yakalamiglardir. n=50 i¢in bs-BCa ve bs-yiizdelik yedi
kestiricinin altis1 i¢in bagarili sonuglar vermislerdir.
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Tablo 6. “Total AA Degrees” gercek veri seti i¢in gerceklesen kapsama oranlari

Kapsama
Alt
H Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Hitr=0.1 Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Htr=0.2 Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Htr=0.25 Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Alt
Ust
Ort.Gen.
Kapsama
Tek adim- Alt
M Ust
Ort.Gen.

Kapsama
Diizeltilmis A j¢
Tek adim- ..

M Ust

Ort.Gen.

Medyan

n=20 n=50
bs-BCa bs-t bs-yuzd. bs-norm. bs-BCa bs-t bs-yuzd. bs-norm.
0,8757 0,9274 0,8529 0,8383 0,9163 0,9386 0,8971 0,8880
0,1014 0,0626 0,1386 0,1577 0,0626 0,0477 0,0951 0,1086
0,0229 0,0100 0,0086 0,0040 0,0211 0,0137 0,0077 0,0034
389,05 625,43 329,03 335,99 253,78 305,19 226,57 228,43
0,9417 0,9611 0,9420 0,9269 0,9474 0,9526 0,9489 0,9303
0,0289 0,0297 0,0320 0,0689 0,0289 0,0291 0,0280 0,0620
0,0294 0,0091 0,0260 0,0043 0,0237 0,0183 0,0231 0,0077
302,64 337,97 289,13 292,92 165,32 173,47 163,69 164,37
0,9437 0,9600 0,9440 0,9260 0,9463 0,9517 0,9486 0,9240
0,0280 0,0283 0,0271 0,0691 0,0280 0,0306 0,0271 0,0671
0,0283 0,0117 0,0289 0,0049 0,0257 0,0177 0,0243 0,0089
242,07 273,14 241,83 246,72 139,50 148,09 139,75 140,46
0,9440 0,9606 0,9460 0,9317 0,9480 0,9560 0,9494 0,9374
0,0280 0,0286 0,0246 0,0629 0,0220 0,0231 0,0206 0,0531
0,0280 0,0109 0,0294 0,0054 0,0300 0,0209 0,0300 0,0094
228,76 260,21 230,70 235,43 133,55 142,24 134,37 135,14
0,9466 0,9286 0,9417 0,9303 0,9454 0,9217 0,9480 0,9280
0,0346 0,0354 0,0271 0,0534 0,0331 0,0371 0,0249 0,0534
0,0189 0,0360 0,0311 0,0163 0,0214 0,0411 0,0271 0,0186
211,24 262,52 221,35 237,35 12528 141,49 129,71 132,55
0,9391 0,9660 0,9357 0,9083 0,9480 0,9651 0,9460 0,9189
0,0331 0,0180 0,0463 0,0806 0,0254 0,0166 0,0363 0,0674
0,0277 0,0160 0,0180 0,0111 0,0266 0,0183 0,0177 0,0137
266,05 423,95 248,55 254,30 156,84 197,41 152,10 153,07
0,9417 0,9057 0,9469 0,9137 0,9423 0,9246 10,9534 0,9117
0,0294 0,0526 0,0351 0,0631 0,0277 0,0403 0,0297 0,0651
0,0289 0,0417 0,0180 0,0231 0,0300 0,0351 0,0169 0,0231
258,11 281,37 237,87 250,39 150,46 164,57 143,75 146,80

Tablo VII'de kitle dagilimi, simetrik “GRE Verbal” isimli gercek veri seti iken elde edilen
sonuglar verilmistir. Kiigiik 6meklem genisliginde bs-ylizdelik yontemi ortalama hari¢ diger tiim
yontemlerde nominal degere yakin sonuclar vermistir. Genis 0rneklem durumunda bs-BCa ve bs-
yiizdelik yontemleri tiim kestiriciler i¢in nominal degeri yakalamiglardir. bs-t giiven aralifi

kestirimlerinde medyan haricinde diger kestiriciler igin nominal degere yakin sonuglar elde edilmistir.

Nominal degere yaklasan yontemlerin ortalama genislikleri karsilastirildiginda bs-BCa ve bs-yiizdelik

yontemleriyle elde edilen giiven araligi kestirimlerinin daha dar oldugu gorillmektedir.
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Tablo 7. “GRE Verbal” gergek veri seti i¢in gergeklesen kapsama oranlari
n=2( n=50
bs-BCa bs-t bs-yuzd. bs-norm. bs-BCa bs-t bs-yuzd. bs-norm.
Kapsama 0,9363 0,9571 0,9311 0,9320 0,9447 0,9530 0,9410 0,9420
Alt 0,0360 0,0266 0,0383 0,0383 0,0317 0,0260 0,0330 0,0333
H Ust 0,0277 0,0163 0,0306 0,0297 0,0237 0,0210 0,0260 0,0247
Ort.Gen. 87,87 97,73 87,53 87,43 56,73 59,06 56,68 56,52
Kapsama 0,9426 0,9560 0,9431 0,9317 0,9449 0,9506 0,9443 0,9377
Alt 0,0320 0,0231 0,0300 0,0374 0,0314 0,0260 0,0314 0,0363
Hrr=0.1 Ust 0,0254 0,0209 0,0269 0,0309 0,0237 0,0234 0,0243 0,0260
Ort.Gen. 96,25 105,34 96,06 95,93 61,49 63,66 61,50 61,33
Kapsama 0,9417 0,9537 0,9426 0,9223 0,9437 0,9497 0,9460 0,9363
Alt 0,0357 0,0263 0,0326 0,0426 0,0340 0,0289 0,0309 0,0374
Hrr=02 Ust 0,0226 0,0200 0,0249 0,0351 0,0223 0,0214 0,0231 0,0263
Ort.Gen. 101,72 113,34 101,64 101,66 65,28 68,32 65,28 65,15
Kapsama 0,9423 0,9523 0,9423 0,9231 0,9429 0,9511 0,9431 0,9323
Alt 0,0351 0,0291 0,0323 0,0423 0,0337 0,0271 0,0323 0,0386
Hur=0.25 Ust 0,0226 0,0186 0,0254 0,0346 0,0234 0,0217 0,0246 0,0291
Ort.Gen. 104,53 118,45 104,51 104,66 66,83 7045 66,83 66,72
Kapsama 0,9389 0,8874 0,9483 0,8951 0,9540 0,8946 0,9611 0,9011
Medyan élt 0,0503 0,0674 0,0366 0,0660 0,0363 0,0700 0,0274 0,0666
Ust 0,0109 0,0451 0,0151 0,0389 0,0097 0,0354 0,0114 0,0323
Ort.Gen. 117,18 140,23 115,66 121,90 77,87 89,58 78,36 80,63
Kapsama 0,9417 0,9626 0,9400 0,9334 0,9437 0,9520 0,9414 0,9374
Tek adim- Alt 0,0326 0,0209 0,0329 0,0371 0,0317 0,0277 0,0326 0,0351
M Ust 0,0257 0,0166 0,0271 0,0294 0,0246 0,0203 0,0260 0,0274
Ort.Gen. 9846 117,75 97,77 97,63 61,46 64,16 61,44 61,28
Kapsama 0,9383 0,9223  0,9520 0,9240 0,9509 0,9454 0,9540 0,9454
‘}f‘jf:fj,'ﬁs Alt 0,0309 0,0440 0,0277  0,0400 0,0291 0,0326 0,0271  0,0329
M Ust 0,0309 0,0337 0,0203 0,0360 0,0200 0,0220 0,0189 0,0217
Ort.Gen. 113,29 120,94 112,03 111,78 67,39 67,23 67,57 67,22
5. SONUC

Bu ¢alismada, kitlenin simetrik, asimetrik agir kuyruklu oldugu durumlar ve iki farkl gercek veri

seti i¢in bootstrap giiven araliklarinin dayanikli kestiriciler ile olan performanslari incelenmistir.

Kitlenin simetrik (N(0,1) ve GRE Verbal) oldugu 28 deney diizeninin; 25’inde bs-ylizdelik,
20’sinde bs-t ve bs-BCa nominal degeri korumustur (Sekil II). Orneklemlerin asimetrik agir kuyruklu
kitlelerden (g&h(0.5, 0.2), g&h(0.5, 0.4),Total AA Degrees) cekildigi 42 deney diizeninin; 31’inde bs-
ylizdelik, 26’sinda bs-BCa, 21’inde bs-t ve 13’linde bs-normal nominal degeri koruyabilmistir (Sekil
IIT). Ozellikle kitlenin asimetrik oldugunda kullanilmasi onerilen ve yiizdelik bootstrap yonteminin
gelistirilmis bir sekli olan BCa yontemi, benzetim ¢alismamizda kullanilan dayanikli kestiriciler igin

ylizdelik bootstrap yonteminden daha iyi sonuglar verememistir.
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Sekil 2. Bootstrap yontemlerin nominal giiven diizeyini korudugu diizenlerin sayisi (kitle simetrik)
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Sekil 3. Bootstrap yontemlerin nominal giiven diizeyini korudugu diizenlerin sayisi (kitle asimetrik)
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