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OZET

Bu calismada, klasik Riemann-Liouville Fractional integrallerin bir genellestirmesi tanimlandiktan
sonra bu Fractional integral icin Feng Qi tipli integral esitsizlikleri elde edildi.

Anahtar kelimeler: Qi esitsizlikleri, Integral esitsizlikleri, Fractional integral, Riemann-Liouville Fractional
integraller.

ON FENG QI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR GENERALIZED FRACTIONAL INTEGRALS
ABSTRACT

In this study, after defining a generalization of the classical Riemann-Liouville Fractional integrals,
its Feng Qi type integral inequalities are obtained.

Keywords: Qi inequalities, integral inequalities, Fractional integral, Riemann-Liouville Fractional integrals.
1. Giris

Tamsay1 mertebeli Tiirevler ve integraller acik bir fiziksel ve geometrik yoruma sahiptir. Bu da
Tiirev ve Integralin cesitli bilim dallarinda bir¢ok uygulamali problemlerin ¢éziimlerinin yapilmasinda
onemli derece kolayliklar saglar. Fakat gercek diinya problemleri i¢cin hem teorik hem de uygulama
alanlarinda hizli bir biiylimeyi (degisimi) temsil eden Kesir Dereceli integral ve tiirevlerde durum boyle
degildir. Clinkii keyfi mertebeli (Tamsay1 mertebeli olmak zorunda degil) tiirev ve integral fikri, yaklasik
300 yildan fazla fiziksel ve geometrik yorumlamalar agisindan olduke¢a zayiftir. Bunun yani sira gesitli
yazarlar Kkesirli tiirevin ve kesirli integralin tam olarak bir fiziksel ve geometrik yorumunu yapamamakla
birlikte ¢esitli yaklasimlar ve 6zel fonksiyonlar i¢in uygulamalar vermislerdir. Yapilan uygulamalar kesirli
tliirev ve kesirli integral modellemesine uygun fonksiyonlar ve yapilardir. Son yillarda kesirli tiirevler,
kesirli integraller ve Kkesirli diferansiyel denklemler i¢in cesitli problemler ortaya atilmis ve bunlarin
cozimleri calisilmistir. Klasik integral ve Kesirli integrallerle ilgili olarak, S.G. Samko(1993), G.A.
Anastassiou(2009), Z. Dahmani(2010,2011), S. Belarbi(2011), F. Qi(2000,2003), Q.A. Ng6(2006) ve L.
Bougoffa(2007) gibi yazarlar ¢alismalar yapmislardir. Bu yazarlardan Feng Qi klasik integraller i¢in bazi
integral esitsizliklerini ifade ve ispat etmesinin yani sira, integral esitsizlikleri icin bir¢ok acik problem
yazmistir. Daha sonra bu problemler ¢oziilerek Qi esitsizlikleri olarak adlandirilmistir(Boukerrioua K.
2007, Liu W.] 2007). (Liu, Cheng ve Li, 2008) ve (Ng6, Thang, Dat ve Tuan, 2006) ¢alismalarinda asagidaki
ilging integral esitsizlikleri verilmis ve ispatlanmistir.

2. Materyal ve Metot

Calismamizda kullanacagimiz bazi Tanim, Teorem ve Lemmalari verelim.

Teorem 1.1. f(x) >0, [0, 1] arahginda stirekli bir fonksiyon olmak iizere

[ f()dt = [1dt,vx ]0,1] (1)

sart1 altinda
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j £ bdt > ljr“ f(0)dt, )
[ sz [ ®)

esitsizlikleri vardir. Burada ¢ > 0 ve o €[] ( Ngb6, Thang, Dat ve Tuan, 2006).

Teorem 1.2. f (x) >0, [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere
b b
[ £ @yt = [ (¢ =a)y"™ ™" dt, vx €[a,b] )
sart1 altinda, & > 0 ve 8 > 0 her reel sayisi igin,

[ o f-ar 1o, (5)

dir (Liu, Cheng ve Li, 2008).

Tamml.3: f € Ll(a,b) olmak iizere

(72.1)( )——j(x 0" f(z)dr, x>a, a>0, (6)

(V¢ f)(x)_mj(r X)) f(r)dr , x<b,a>0, (7)

seklindeki integrallere Riemann-Liouville Fractional integraller denir(Samko S.G., Kilbas A.A. ve Marichev
0.1, 1993). Katugampola, f € Ll(a,b) olmak iizere (6) ve (7) ifadelerini

( f)( ) = (o 1_-;1))_ I(x’”'—r’”' “Pf(r)dr,x>a, a >0, p>-1, (8)
(J5/) @)= o)) F( ) i(r’”' XY f(r)dr,x <b, a>0, p>-—1, ©9)

seklinde yeniden tanimlayarak bu ifadelere . mertebeden sirasiyla sag ve sol tarafli genellestirilmis
Riemann-Liouville Fractional integraller demistir(Katugampola U.N., 2011). Burada X pozitif bir reel say1
olmak tlizere

['(x)= Tt""e"dt (10)

ifadesi Gamma Fonksiyonudur.
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(8) ifadesindeki sag tarafl genellestirilmis kesirli integral igin,
g _ ga+p
Jo I f(x)=J7"f(x), 20, B20 (11)
yar1 grup ozelligi ve
g _ 7B 700
5T () = TP (x) 12)

seklindeki degisme o0zelligi vardir (Katugampola UN. 2011). Klasik Riemann-Liouville Fractional
Tiirevlerin bir genellestirmesini, Katugampola asagidaki esitliklerle vermistir (Katugampola U.N., 2011).

(p+1)a—n+l d" x

("D2f)(x) = SR j - YT f (e =[] +1 (13)
P N n p+1 o dn f p+l p+iNn—a-1_p
("DL /) (@) =(-1) (F(nza) dxﬂ!(t XY f(dt,n =[]+ 1. (14)

Lemma 1.4. [Genellestirilmis Cauchy Esitsizligi].a + f =1 sarti altunda, o ve 8 pozitif reel
sayilar1 ve tiim pozitif X ve y reel sayilar icin,

ax+fy=>x“y’
seklindedir.
3. Ana Sonuglar ve Ispatlar

Burada Feng Qi nin bazi esitsizliklerini daha genel olarak asagidaki iki teoremle birlestirip, elde
edilen esitsizliklerde a,b,a,ve [ ya ozel degerler vererek Feng Qi nin bazi esitsizliklerini elde edecegiz.

Teorem 1.5. f(x) >0, [a,b] aralig1 iizerinde

b b
Ifmin{l,ﬁ}(x)xpdxz I(xpﬂ —aP "y B P dx ix e [a,b] (15)

sartini saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her pozitif &« >0 ve 8 > 0 reel sayilari igin,
b b
[ £ oxre = [ (7 =ay fF (x)x"dx, (16)

esitsizligi vardir.

Ispat. Teoremin ispati i¢in Lemma 1.4. gdz dniine alindiginda,

ﬁ fa+ﬁ(x)+ o (Xp+] _ap+])a+ﬂ > (xp+] _ap+])af/i'(x)
a+ a+p

B
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yazilir. Bu esitsizligin her iki yaninin @ dan b ye kadar integrali alinirsa,
b

ﬂjfmﬂ (x)xpdx+aj(xp+1 _ap+l)a+ﬂxpdx2 (a +ﬂ)j(xp+1 _ap+l)afﬂ (x)x"dx (17)

a
veya

( p+l ap+l )a+ﬂ+l

(p+1)(a+p+1)

Bl £ ()xPdx+a >(a+p) [ —a Y fP (x)x"d

esitsizlikleri yazilir. Ayrica bu esitsizliklerin sag tarafindaki ifade i¢in,

(a+B) [ =a"y fP(xrdx =a (e =a” ) fP () dx+ B (77 —a? Y fF (x)x"dx

a

(bp+] _ap+] )a+ﬂ+]
20
(p+1)(a+p+1)

+ B[ =ah) £ (x)x’ e

yazilacagindan (17) esitsizligi,

( p+1 _ap+l)a+ﬂ+l (bp+l _ap+l)a+ﬂ+l

(p+1)(a+ﬂ+1)_a(p+1)((x+/3+1)

Bl £ (x)xPdx +a + B[ (e —at™y £ (xr)xP

olarak yazilacaktir. Buradan da
b b
[ £ oxre = [ (! =a ) fF (x)x"dx, (18)

esitsizligi elde edilir. Bu da teoremin ispatidir.
Teorem 1.6. f (x) >0, [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

( p+l ap+l )a+ﬂ+l

(p+1)(a+p+1)

[t —aty fP (x)x"dx > ,a>0,8>0 (19)

dir.
Ispat. Teoremin ispatini iki asamada yapalim. ilk olarak 0 < 8 <1 durumunu géz éniine alalim.
Bu durumda,

b b
I(xp+l_ap+l )a—l (I fﬂ (t)tpdt) xpdx

[J' 1P (t)tpdt]d(xf”‘ —aPthye

X

(xP—aP™y* £B (x)xPdx (20)

el
et

yazilir. (20) esitliginin sol tarafinda (15) esitsizligi goz dniine alinirsa,
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b

[t —ary U Vi (t)tpdt]xpdx

a

a X

b b
> (e —art)™ ( [ —ar )ﬂtpa’t]xpa’x

= j).(xpﬂ _aP+] )a—l (bp+] —ap+] )ﬂH —(xp+] —ap+] )ﬂH
a (p+1)(B+1)
:mh(ﬂ” —a”)*! (bp” —a" )ﬂ+] xpabc—j‘(xp+1 —q""! )a+ﬂ P dx

(bp+] _ (lp+] )a+ﬂ+]

a(p+1)'(B+1)

xPdx

b

a

bulunur. Elde edilen bu son ifade (20) de yerine yazilirsa,

(bp+l _ ap+l )a+ﬂ+l

(p+)(a+pB+1)

b
[ =aty fP (x)x"dx >
yazilir.

ikinci olarak 8 >1 olsun. Bu durumda Lemma 1.4. yardimiyla,

%f” (x>+%(xp“ —a 2 ) -ty

21

yazihr. Bu (21) ifadesinin her iki yam (x”"' —a”"")*x” ile carpilarak a dan b ye kadar integrali
alinirsa,

J'(xp+l _ap+l)a fﬂ (x)xpdx+(ﬂ _l)j(xpﬂ _ap+l)a+ﬂ xPdx > ﬂj(xpﬂ _ap+1)a+,8—1f(x)xpdx’ (22)

oldugu kolayca gériiliir. (22) ifadesinde f (x) > (xp 1 _gr! ) olusu kullanilirsa,

b s ptina pB ) _ (bp+l_ap+l)a+ﬂ+l (bp+l_ap+l)a+ﬂ+l
!(x S )x (B 1)(p+1)(a+ﬂ+1)2 (p+1)(a+B+1)

yani

b o g 0B , (bp+l_ap+l)a+ﬂ+l
!(x a”™M* £P (x)x dxz(p+l)(a+ﬂ+l), (23)

esitsizligi elde edilir.
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Buradaki (23) ifadesinde a,b,o,ve [ ya ozel degerler verildiginde, kaynaklarda elde edilen
esitsizliklerin bir coguna kolayca ulasacagimizi gosterelim.
Eger 6zelolarak a =0, b=1, p=0, o =1 ve [ =1segilirse

1
[ () > 3

0
esitsizligi, a=0, b=1, p=1, a =1 ve f =1 segilirse
1

3 1
[ f(x)x > -

0
esitsizligi, a =0, b=1, p=0, a =n+1ve f =1 segilirse
1

[ f (x> 1
n+3

0
esitsizligi, a =0, b=1, p=0ve a =n+1 segilirse
1

[ f7 (dx >

0

n+p+2

esitsizligi, p = 0 segilirse

a+p+1
(x— a)a P (x)dx > M

a+p+1

Q C— >

esitsizligi, a =1 segilirse,

(bp+l _ ap+l )ﬂ+2

(p+1)(B+2)

(x’”' —a’" )fﬁ(x)x”dx >

Q C— >

esitsizligi, @ = n+ I secilirse,
(bp+] _ ap+] )n+ﬂ+2

(p+1)(n+p+2)

j)-(x’”' —a"" )n+] FP(x)xPdx >

esitsizligi hemen goriliir.

Diger yandan(lS)ifadesinde, ilk olarak a =0, b=1, p=0, a =n ve f# =1 segilirse her neN

icin,

jf”” (x)dx > jx"f(x)dx
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olacaktir. ikinci olarak ta a =0, b=1, p=0, a =1 ve  =n segelim. Bu durumda her neN igin (18)

ifadesi

jf”” (x)dx > jxf” (x)dx

sekline indirgenir.
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