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Oz

Bu makalede, stokastik diferansiyel denklemlere Lie simetri analizinin bir uygulamasi olarak asil ¢ziimiin nasil elde edilecegini gosterece-
giz. Yapacagimiz bu analizler stokastik faiz oran1 modellerinden Hull-White modeli 6zelinde yapilacaktir. ilk olarak Hull-White stokastik
modeline karsilik gelen Hull-White (1+1) lineer parabolik kismi tiirevli denklemini elde edecegiz. Daha sonra, elde ettigimiz bu denklemin
Lie simetri analiz yontemleriyle 6zellikle de degismezlik kriterleri altinda klasik anlamdaki 1s1 denklemine doniisebilecegini gosterecegiz
ve ilgili doniistimleri bulacagiz. Son olarak da, Hull-White kismi tiirevli diferansiyel denkleminin asil ¢dzlimiinii, buldugumuz bu donii-
stimlerle ve 1s1 denkleminin literatiirdeki 6zelliklerini kullanarak elde edecegiz.

Anahtar Kelimeler: Stokastik diferansiyel denklemler, 1s1 denklemi, Lie simetri analizi

Abstract

In this paper we present, as an application of the Lie symmetry analysis, that how to obtain the fundamental solution of the stochastic dif-
ferential equations. Especially, we focus on Hull-White stochastic interest rate model, among others. First of all, we obtain the correspond-
ing (1+1) scalar linear parabolic partial differential equation (PDE) to the Hull-White stochastic model. Later on, we exhibit that this Hull-
White PDE can be converted to the classical heat equation under the invariant criteria, and we achieve the related transformations. Finally,
we obtain the analytical solution of the Hull-White PDE with these transformations using the properties of heat equation in the literature.

Keywords: Stochastic differential equations, heat equation, Lie symmetry analysis

I.GIRIS

Giliniimiizde stokastik diferansiyel denklemlerle modelleme yapmak sadece matematiksel finans veya ekonomi alanlari
icin degil fizik, oyun teorisi, elektrik, meteoroloji gibi birgok temel bilim ve mithendislik alanlar1 i¢in kaginilmaz araglar ara-
sinda yerini almig bulunmaktadir. Stokastik diferansiyel denklemlerle calismak her ne kadar gergek olaylart dogru veya daha
az hatayla modellemek agisindan giizel bir yontem olsa da isin dogas1 geregi bazi zorluklart da agmak bir o kadar gii¢ ola-
bilmektedir. Oyle ki, birgok stokastik diferansiyel denklemin acik ¢oziimii bulunamamakta veya agik ¢oziimii olanlarin bile
¢ozlim bilesenlerinin iginde rassal terimlerin olmasi asil ¢6ziime ulagsmada bazi ekstra islem veya adimlarin olmas1 gerekli-
ligini yaninda getirmektedir. Iste tam bu noktada, simiilasyon tabanli sayisal yontemler olduk¢a on plana gikmaktadir. Son
zamanlarda bu duruma alternatif bir yaklasim olarak stokastik diferansiyel denklemlere Lie simetri analizleri uygulanmasi
oldukg¢a 6nem arz eden caligsmalar arasinda literatiirde yerini almis bulunmaktadir. Béylece, dogas1 geregi karmasik yapiya
sahip olan stokastik diferansiyel denklemler, Lie simetri yaklasimi ile daha anlasilir ve bilinen forma indirgenebilmektedir.
Indirgenen form yardimiyla da ilgili stokastik denklemin ¢dziim veya ¢dziim uzay1 hakkinda daha kapsamli bilgi elde etmek
miimkiin olabilmektedir.

Biz de bu ¢alismamizda Hull-White [ 1] stokastik faiz oran1 modelinin numerik ¢6ziimii yerine, stokastik kalkulus ile elde edi-
len ve ona karsilik gelen (1+1) lineer skaler parabolik kismi tiirevli denkleme Lie simetri analizini uygulayarak klasik anlamdaki
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1s1 (birinci tip Lie kanonik formu) denklemine doniisebilece-
gini gosterecegiz ve ilgili doniisiimleri elde edecegiz. Daha
sonra ise, Hull-White kismi tiirevli diferansiyel denkleminin
asil ¢6ziimiini buldugumuz bu doniisiimlerle ve 1s1 denklemi-
nin literatiirdeki 6zelliklerini kullanarak elde edecegiz.

Literatiire baktigimizda bu konudaki 6ncii ilk calisma
Gazizov ve Ibragimov [2] tarafindan 1998 yilinda Mer-
ton-Black-Scholes [7] denklemine uygulanarak yapilmistir.
Hemen sonrasinda 2000 yilinda Goard [3] Lie metodu yar-
dimiyla bono fiyatlandirmasi i¢in kullanilan kismi tiirevli
denkleme yeni bir ¢6ziim bulmustur. Pooe ve arkadaslart si-
fir-kupon bono fiyatlandirma problemine temel ¢dziim bul-
duklart ¢alismay1 ise 2004 yilinda yaymlamislardir [8].

Mahomed 2008 yilinda, (1+1) lineer skaler kismi tii-
revli denklemlerin siniflandirmasi konusunda oldukga kap-
samli bir ¢aligmaya imza atmistir [6]. Bu ¢alismada, Maho-
med (1+1) tipindeki lineer skaler kismi tiirevli denklemlerin
Lie’nin 1881°de [4] buldugu dort kanonik formdan han-
gisine indirgenebilecegi konusunda gerek ve yeter kosul-
lar1 ortaya koymustur. Daha sonra Mahomed ve arkadaslari
2013 yilinda yapmis olduklari ¢aligmada degismezlik kosul-
larin1 finans alaninda sik¢a kullanilan bazi denklemlere uy-
gulamanin yani1 sira Hamiltonian adi verilen yeni yaklagimi
da sunmuslardir [5].

Bakkaloglu ve arkadaslari ise 2016°da [9] Lie simetri
degismezlik kosullari ile optimal yatirim ve harcama prob-
leminin ¢dziimii iizerine makale yaymlamislardir. Buna ek
olarak, Bakkaloglu ve arkadaslar1 2017 yilinda yayinladik-
lar1 makalelerinde [10] de Vasicek ve Cox-Ingersoll-Ros-
s(CIR) rassal faiz oranlart i¢in degismezlik kriterlerini uy-
gulayarak bu modellerin sirastyla birinci ve ikinci tip Lie
kanonik formuna indirgenebilecegini gostererek, temel ¢o-
ziimleri lizerine ¢alismislardir.

Benzer sekilde, 1zgi ve Bakkaloglu da 2017 yilinda ma-
tematiksel finans alaninda yaygin bir sekilde kullanilan Ho-
Lee ve Black-Derman Toy stokastik faiz oran1 modelleri i¢in
temel ¢oziim bulma odakli ¢aligmalarini Lie simetri tabanli
analizleri kullanarak yapmislardir. izgi ve Bakkaloglu, Ho-
Lee modelinin ikinci tip (klasik 1s1 denklemi) Lie kanonik
formuna indirgenebilecegini gosterdikleri [11, 12] ¢aligma-
larinda model parametrelerinin kalibrasyonu konusunda da
simiilasyon destekli sonuclar ortaya koymuslardir. Diger bir
calismalarinda ise, Black-Derman-Toy rassal faiz orant mo-
delinin {i¢iincii tip Lie kanonik formuna indirgenebilecegini
gosterip, ilgili (1+1) lineer skaler kismi tiirevli denklemin de
asil ¢oziimiinii bulmuslardir [13].

Makalenin geri kalan bdliimleri ise su sekilde organize
edilmistir. Tkinci boliimiinde kisaca Hull-White stokastik
faiz oran1 modelinden bahsedilecektir. Uciincii béliimde
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lineer parabolik (1+1) kismi tiirevli denklemleri i¢in Lie
simetri yontemi ve degismezlik sartlart sunulacaktir. Dor-
diincii boliimde ise Hull-White modelinin icin ilk olarak
ikinci kanonik forma indirgenmesini saglayacak doniisim-
ler elde edilecektir. Daha sonra ise degismezlik kosullari al-
tindaki temel ¢6ziimii bulunacaktir.

IILHULL - WHITE STOKASTIK FAiZ ORANI
MODELI

Hull-White stokastik diferansiyel denklemi 1993 yilinda
John Hull ve Alan White tarafindan yayinlanan makalele-
rinde [1] tek faktorli faiz oran1 modeli olarak ortaya atilmig-
tir. Hull-White stokastik faiz oran1t modeli

dre(t) = [b(t) — k»(£)]dt + cdW(t)

formundadir. Buradaki siiriiklenme katsayisinda bulu-
nan »(t) rassal faiz oranini, ksabiti ortalamaya doniis hi-
zim1 gostermektedir. Ayrica difiizyon katsayisinda sabit olan
g volatiliteyi, Wt} de tek boyutlu Brown hareketini gos-
termektedir. Ozellikle, arbitrajm olmadig1 modellerin gelis-
tirilmesindeki 6ncii modeller arasinda bulunan Hull-White
modeli her ne kadar Vasicek faiz oran1t modeline benzese de
stiriiklenme katsayisinda bulunan b{t’} parametresi iki mo-
del arasindaki en temel farki temsil etmektedir. Oyle ki, Va-
sicek modelindeki siiriiklenme katsayisi olan “k” sabit bir
say1 iken, Hull-White modelinde bu katsayi1 zamana (¢’ye)
bagli rassal olmayan bir fonksiyondur. Bu durum tipki Ho-
Lee modelinde oldugu gibi ger¢ek datalara yaklasim yap-
mak i¢cin Hull-White modelinin olduk¢a 6nemli bir 6zelligi

olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Ayrica, Hull-White faiz orant modeline Lie simetri ana-
lizlerini uygulayabilmek i¢in ilk olarak ona karsilik gelen
kismi tiirevli diferansiyel denklemi bulmak gerekmektedir.
Bu noktada stokastik diferansiyel denklemlerdeki stokastik
kalkulus veya Ito kalkuliisundan yararlanmak gerekir. Eger
ulx,t)'te (buradaki x, +’yi temsil etmek iizere) Ito kalku-
lusii uygulanip, gerekli islemler yapilirsa

1

5 - .
u, = gluy, — [B(t) — kxlu, + xu (1)

; 2

Hull-White (1+1) lineer skaler kismi tiirevli denklemi
elde edilir.

Ill. LINEER PARABOLIK (1+1) KISMi TUREVLI
DENKLEMLER iGiN LIiE SIMETRiI YONTEMI VE
DEGISMEZLiK SARTLARI

Bu boliimde kisaca, F. Mahomed’in Lie simetri tabanli
(1+1) parabolik kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin
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elde etmis oldugu degismezlik kosullarindan bahsedecegiz
[1]. Mahomed [1]’de bir zaman ve bir uzay boyutlu (1+1) li-
neer kismi tlirevli denklemlerden asagidaki formda bulunan
denklemleri incelemistir:

up = alt, x)uy + bt x)u, + elt, x)u

Buradaki a. b ve ¢ katsayilar1 ¢ ve rdegiskenlerine bagl
olan siirekli fonksiyonlardir. Lie 1881 yilinda yapmis oldugu
calismasinda [4] skaler lineer parabolik kismi tiirevli denk-
lemlerin dort farkli kanonik tiplerinin oldugunu gostermis-
tir. Biz de bu ¢alismamizda Hull-White (1+1) lineer kismi
tirevli denkleminin, bu dort kanonik formdan ilki olan ve
bilinen anlamda 1s1 denklemine doniistimiiyle ilgilenecegiz.
Diger ii¢ kanonik form ve ayrintilari i¢in [6] nolu ¢alismay1
inceleyiniz.

Bu noktada, F. Mahomed’in literatiire kazandirdig1 (1+1)
lineer kismi tiirevli denklemlerin asagidaki dort kanonik
formdan

Up = Ly

Up = Uy +—Zu.A =0
2

Up = Uy + clxu e =0, 4/ %1

hangisine diisecegini belirleyen ve makalemizde de so-
nuglarindan faydalanacagimiz degismezlik kosullarini ige-
ren teoremleri sunacagiz.

Theorem 1 [Mahomed, [6]]. Lineer parabolik (1+1)
kismi tiirevli denklem asagidaki dontisiimler yardimiyla bi-
rinci tip E = E kanonik forma (1s1 denklemine) doniistii-
rlilebilinir:

E= olt).
F=+ f[qﬁn{t,x]‘i]%d.r + 5,

a = vit)lalt. x)I- 14u§xp{f blexd)

(e
1@( dx )2 1 13 ( dx )
—-< - - = —— dx
g3 JFI_:.r_rfll'-'= :fE:.f_Ij at JF| (g2 |2 +

(SN
Ll
1
oy
L
=
S

Buradaki ¢ ve a ayni isaretli olmak ve ¢, § ve v de asa-
gidaki denklemleri saglamak iizere,

[

bl rx‘l lf 1 3
|=(t2d |22

2 (f =) ax

[=(tx3 |

q‘.n:'—_.f-l- .r

::tx"

+f(ﬂ(f|=r;;|-—) +9(*}U T )+ (D

oyle ki buradaki J, f{t), g(t) ve h(t) ise sirasiyla

jmo be box Ge 3o o B
2 2o 4 16 o 2o 4n

1 (g) 3(§
O <3577 3l
B B
{t:] = iE; [@)is2 i%(:j.jﬂji :)r
1 1(8)° s
h{t) —‘—}E+ET -I-;

esitlikleri yardimiyla elde edilecektir.
Theorem 2 [Mahomed, [6]]. Asagidaki kosullar birbir-
lerine denk kosullardir:

(a) Skaler lineer (1+1) parabolik kismi tiirevli diferan-
siyel denkleminin 6 tane asikar olmayan simetrileri yani1 sira
sonsuz sayida da superpozisyon simetrileri de mevcuttur.

(b) (1+1) parabolik kismi tiirevli diferansiyel denkle-
minin katsayilari, J Teorem1’deki gibi ve L, M, N ise asagi-

daki gibi olmak tizere,

L=lal*3lal L), a =lal*=|lal3, (2] .

£

& ()

v = lal 82 (5 v =l

olmak tizere
2L, +2M, - N, =0

degismez denklemlerini saglar.
(c) lineer parabolik (1+1) kismi tiirevli diferansiyel

denklemi Teoreml’deki doniisiimler yardimiyla klasik 1s1
s _ 3%z

ar

bplex) 2 "
’r+£'r:cirr_xj d‘r_%f|=:jr;:.|-.-=:?{f|::::ﬂ|._.:) dx
+1® U|:i:|) +g(®) (f—) +h(t)=0
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IV. LiE SIMETRi ANALIZi iLE HULL-WHITE
KISMi TUREVLI DENKLEMIiNIN ¢6zZUMU

Bu bolimde 2. Boéliimde elde edilen Hull-White kismi
tirevli denkleminin (1), 3. Bolimde ortaya konan Lie si-
metri teoremleri ve degismezlik kosullari yardimiyla ¢6zii-
miinii bulacagiz.

Ilk olarak (1) nolu Hull-White kismi tiirevli diferansiyel
denklemini, (1+1) lineer parabolik denklemle

up = alt, x)uy + bt x)u, + elt, x)u
karsilagtiracak olursak, katsayilarin

1,
alt,x) = -5t

bit,x) = —[bt) — kx]
.::":t,x:] =x

oldugu kolaylikla goriiliir. Ilk olarak Teorem 2 (b) yar-
dimiyla klasik 1s1 denklemine doniisebilecegini gosterelim.
Oyle ki bunun igin ilk olarak Teorem1’de tanimlanan

jmo e B0 Ge 3o o B
2 2o 4 16 @ 2a  4n

a.bvec katsayllarl yardlmlyla gerekli islemler yapil-

diktan sonra | = x — = + oo

olarak bulunur.
Simdi de L, M, ’yi hesaplayalim.

L= |n|1"':[|n|""':fr] oldugundan, L = i:(i“—:) ==
olarak elde edilir. Ote yandan, i

M = |al¥? [||:1|""':|59‘r (f—c)]x,veﬁf la| 1287 (Icli':) igin

gerekli islemler yapildiktan sonra

M=0 N=0 (4

olduklari kolayca goriliir. Degismezlik sarti altinda, yani
2L, + 2M, — N, = 0 denkleminde L, M ve IV yerlerine
konulursa

2{%)I+2.n—n:n

olur. O halde Hull-White kismi tiirevli denkleminin Teo-
rem 2 yardimryla klasik 1s1 denklemine indirgenebilecegini
sOyleyebiliriz.

Simdi ilk olarak f{t}, g (¢} ve hit} fonksiyonlarimni Teo-
rem 2’de tanimlanan

-

a blead 1 1 ] dx
T+5d o t”_EJF|=:::_I:I|'-'=¥{JF [

= zaltxd |=CE2d]t 2

) dx

+f(&) (J‘ﬁ] +g(t) ([ﬁ] +h() =0

denkleminden elde etmeye calisacagiz. Bu denklem,
a= —% o7 oldugundan ve bazi terimler 0 olacagindan asa-

gidaki forma donisiir.

J+6.f ax+ @ (I
hit) =0

) +90 - -

dx
[ex|2 alt ~.|1 2

Burada, ilgili katsayilar 15181 altinda gerekli basit kalku-
lis hesaplamalarindan sonra f; g ve & fonksiyonlari

olarak elde edilir. Simdi de bu fonksiyonlar1 Teorem
1’deki kosulda asagidaki gibi yerlerine koyarsak

ENENN £(2) = i
Lﬁr.ﬁ. ela/, 4

13 B —1f B 1 /B kb(ny
§12 B g1 By _ 10 _mo, )
Taa(@ti? ozl VI o &
12 tlBF v _k_Pape B r_k_ P
4 @ v 2 5 4d 4 @ v 2z 252

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin her biri gerekli
katsayilar hesaplanip, yerlerine konulduktan sonra ¢oziimle-
nirse sirastyla

1
plt) = - tan (k)

por= [ |z (*"ff'

¥ = gxp (.r {:— 2o

"
252

kb(t)

+ cr) sec'[r'crjdr] dt

fan (k) - S[f (222,

o

cr] sec(kt) u’t]: cns:{kt:]}dt]

108
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fonksiyonlart elde edilir. Simdi bu fonksiyonlar ile Teo-
rem1’de ¢izgili koordinatlarda tanimlanan doniistimleri elde
edebiliriz. Ilk olarak

1
E= Etan{kt]

kolayca elde edilir. Benzer sekilde, Teorem1’de

7=+ [[da(t. .rj'l]%d_r + B(t)

mist1. Burada gerekli olan

seklinde tanimlan-

. 1,
alt.x)= -3

q'jl:c::l 12
alt,x)

jﬁ[lii (elale )] dx

W -
— sec| it
— sec(k)

.

w2 .
—xsec(kt)
T

terimleri yerlerine konulduktan sonra

kBt

#=+ sec(kt) + f [£vIf (H2 - E2 L

o ) sec(kt)dt] dt

olarak elde edilir. Benzer sekilde # ve & yardimiyla da
Hull-White kismi tiirevli denkleminin ¢izgili koordinatlar-
daki ¢oziimiini Teorem1’deki

v(®) lalt, x) - Hugxp(f

bltx)
altx)

1'@( dx )3 1 1 3 ( dx ) —
=] —=]——= - — | dx
B3 JFI:: tx)|t2 :'rc:.r__rfl at 'rln::.r_rill1 2 +
1_8 f dx ]

@42 |alral|r2

-

&

- %_n + r.r) seclkt) ﬂ’t] cus{kt]) {%)}

olarak elde edilir. Ayrica, Pooe, Mahomed and Soh klasik
1s1 denkleminin ¢izgili koordinatlardaki ¢éziimiiniin

1 @

—exp [— e

24tn 4t

=

seklinde oldugu 2004 yilindaki makalelerinde verilmistir
[8]. Bu sonug yardimiyla da
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-1/4

u exp {;L: [&{t:]_r -

nﬂ:_t:l

=t [—_;i:] = v(t) |—$|:r

R

=]~ Skean (k) S+ (V2 [ (22
o) sec(iet) dt] cos(ke) ) ()}

+

)

VIx

esitligi elde edilir.

Sonug olarak, Hull-White (1+1) lineer parabolik kismi
tiirevli denkleminin Lie simetri analizi ile degismezlik kri-
terleri yardimiyla ¢oztiimii

ulx, t) =

1 -
_:GL

1

NEr

exp [~ |exp
kB(L)

SN
)sec(kt} u’t] cns{kt]:] MEI)}

-1

[b(t}x -

olarak elde edilir. Dikkat edilecek olunursa, esitligin sag
tarafinda bulunan ¢izgili koordinatlardaki parametreler (i
ve £ ) yerlerine yazilarak elde ettigimiz asil ¢6ziim tamamen
daha ag1k olarak da yazilabilinir.

V. TESEKKUR

Makalenin yazim asamalarindaki desteklerinden &tiiri
Murat Ozkaya’a, ayrica dergi editér ve hakemlerine yapici
elestirileri ve tavsiyerlerinden dolay1 kendilerine tesekkdir-
lerimizi sunariz.
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