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Yeni Bir iterasyon Yontemi icin Hemen-Hemen Biiziilme Déniisiimleri
Altinda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Some Fixed Point Theorems for a New lteration Method Under Almost Contraction
Mappings

Yunus ATALAN 1

1 Aksaray Universitesi, Matematik Bolimii, 68100, Aksaray, Tiirkiye

Oz

Bu makalede (1) ile verilen iterasyon yonteminden daha sade olan yeni bir iterasyon yontemi tanimlanmistir. Bu
iterasyon yonteminin hemen hemen biiziilme doniisiimii sartin1 saglayan iki operatoriin ortak sabit noktasina
yakinsak oldugu ispatlanmistir. Ayrica yeni iterasyon yonteminin (1) ile verilen iterasyon yonteminden daha hizli
oldugu gosterilmistir ve bu sonucu destekleyen bir nlimerik drnek verilmistir. Son olarak, hemen hemen biiziilme
doniisiimii sartin1 saglayan iki operatdr igin yeni tanimlanan iterasyon kullanilarak veri bagliligi sonucu elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yeni iterasyon yontemi, Hemen hemen bizilme ddniistimleri, Yakinsaklik hizi, Veri bagliligi
Abstract

Throughout history, the emergence of scientific knowledge in real life has been associated with fields such as
Physics, Chemistry, Biology, Medicine, Economics, Computer. Under these names, each field contains many
abstract or practical problems to implement in itself, or as a result of the association with one of the others.
Mathematical models of such problems are either an equation type or an equation system. The methods that can be
used for solving the obtained equation systems can be listed as differential-integral equations or operator-functional
equations.

Generally, in research on the existence of solutions of many problems which are belong to integral equations,
differential equations, partial differential equations, dynamic programming, system analysis and fractal modeling,
fixed point theory emerges as a useful method. This theory can also be applied to problems encountered in approach
theory, game theory, mathematical economics and applied sciences.

The mathematical modeling of the real-life problem in historical development first began with Isaac Newton's idea of
modeling the movements of planets with mechanical laws. In differential calculus found by Newton and Leibniz at
the same time, the Euler equation for dynamic systems, the Lagrange equation for motion, the Fourier equation for
heat diffusion, the Navier-Stokes equation for viscosity and the movement of fluids, the Maxwell equation for
electromagnetic field and Schrodinger and Dirac equations for quantum mechanics were solved with the help of
differential equations; thus, many scientific and technological developments were opened up. With this rapid
development of the differential calculus, many equations could be solved in closed form. However, qualitative and
guantitative details which belong to the problem, along with initial and boundary values that are important for some
equations, have become apparent with the application of the iterative method developed by Picard for the solution of
differential equations.
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With the help of the iteration method used in the integral or differential equations to be solved, the limit of obtained
sequence gives the solution of equation. For this reason, the iteration methods are gradually developed from several
equations of the type f(x)=xwhose solutions are fixed points of the f function.

However, the largest share in the placement of applications, which are outside of the basic differential and integral
equations, into an abstract framework belongs to Stefan Banach. Banach Contraction Principle (BCP), which is
proved by Banach in his doctoral thesis, from Hilbert spaces to metric spaces, has given a new direction to the study
of the existence of fixed points in any space. BCP, which is very useful in solving differential and integral equations
of different kinds, is also used as an effective tool to solve nonlinear problems. In addition to having a wide
applicability, researchers have generalized BCP by putting new conditions on mapping or space.

With the process that started with Picard, fixed point iteration methods have attracted the attention of many
researchers because they have wide application areas in science and they have come up to these days as a large
working area. In this process, a number of iteration methods have been developed for certain classes of mappings to
investigate their strong convergence, equivalence of convergence, rate of convergence and whether fixed points of
these mappings are data dependent.

The equivalence of convergence between two iterations is expressed as follows:

When an iteration method for a given mapping converges to the fixed point of this mapping, does the other method
converge to the same point? Based on this problem, many researchers have studied the equivalence of convergence
of iteration methods for various classes of mappings, and a large literature has been created in this sense.

For two iterative methods that are equivalent in the sense of convergence, the knowledge of which method converges
faster than the other is of great importance in applied mathematics. In this context, the rate of convergence of the
iteration methods, which are in literature and newly defined, has been compared for the different classes of mappings
by many researchers.

When constructing an iteration method, another mapping can be used that is close enough to the mapping chosen and
is called the approach operator. Moving from this approach operator accepting that it has a different fixed point, the
questions of how close the fixed point of the chosen mapping and fixed point of this approach operator to each other
is and how the distance between them will be calculated, have revealed the concept of data dependence of these fixed
points.

In this work, we show that the new iteration method, which is simpler than the iteration method (1), converges
strongly to the common fixed point of two operators satisfying almost contraction condition . Also, we prove that the
new iteration method is faster than the iteration method (1) and in order to show the validity of this result we give a
numerical example. Finally, we obtain a data dependence result for two operators satisfying almost contraction
mappings condition using new iteration method.

Key Words: New iteration method, Almost contraction mappings, Rate of convergence, Data dependence

I. GIRIS

Sabit nokta teorisi, matematik disinda fizik, kimya, biyoloji, mithendislik ve ekonomi gibi bilimin birgok
dalinda genis bir uygulama sahasina sahip oldugundan pek ¢ok aragtirmacinin dikkatini ¢eken ilging bir
¢alisma alamdir. Sabit nokta tamimuini hatirlatacak olursak; X bostan farkli bir kiime ve U:X — X
herhangi bir doniisiim olsun. Eger

Ug=q
olacak sekilde bir ge X varsa bu gnoktasina U doniigiimiiniin sabit noktasi denir ve U ’nun tiim sabit
noktalar1 kiimesi F(U) seklinde gosterilir.

Sabit nokta teorisinin temel amaci F(U) =& olabilmesi icin X kiimesinin veya U doniisiimiiniin {izerine

konulacak uygun sartlar1 belirlemektir. Bir doniistimiin sabit noktasimn varligi gosterildikten sonra bu
noktaya ulagsmak i¢in adina iterasyon denilen algoritmalar tanimlanmustir. Ik olarak Picard [1]’1n
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tanimladigl iterasyonla baslayan siirecte gliniimiize kadar birgok iterasyon yontemi tanimlanmis ve belirli
doniisim smiflar1 i¢in bu yOntemlerin kuvvetli yakinsaklign (norm yakinsama), yakinsakliklarimin
denkligi, yakinsama hizlar1 ve bu doniisiimlerin sabit noktalarinin veri bagli olup olmadig: arastirilmsgtir

(bkz. [2]-[16]).

2011 yilinda S.H. Khan [17] {i¢ adiml1 bir iterasyonu su sekilde tammlamigtir:
X, =(1-b, —c,)x, +b Ty, +¢,Sz,
y, =—a,—B,)x, +a,TX, + 5,52,
z,=(1-a,)x, +a,Sx,
(nel),

(1)

burada {,}", {8}, {a,}.,, {b,}., ve {c,}  dizileri [0,1] arahgndadir. Bu iterasyondan esinlenerek
tanimladigimiz yeni iki adimli iterasyon yontemi ise su sekildedir:

Xn+1 = Tyn
y, =(A—a, - B,)X, +a,Tx + 3,5, (2)
(nel),

burada {a,}”

n=1

ve {4}, dizileri de [0,1] araligindadur.

Bu ¢alismada (2) ile verilen iki adimli iterasyon yonteminden elde edilen dizinin hemen hemen biiziilme
doniigtimii sartin1 saglayan iki operatoriin ortak sabit noktasina yakinsadigi ispatlanmigtir. Ayrica bu
yakinsamanin (1) ile verilen iterasyondan elde edilen dizinin yakinsamasina gére daha hizli oldugu
gosterilmistir. Ayrica bu sonucu desteklemek icin bir 6rnek {izerinden grafik ve tablo verilmistir. Son
olarak hemen hemen biziilme doniistimii sartim saglayan iki operatér i¢in (2) ile verilen iterasyon yontemi
kullanilarak veri baglilig1 sonucu elde edilmistir.

Simdi temel sonuglarimizi elde etmek i¢in ihtiyacimiz olan bazi 6n bilgileri verelim:

Lemma 1.[18] {a,}  ve {b}”

_, asagidaki esitsizligi saglayan, negatif olmayan iki dizi olsun:

an+1 < (1_/un)an +bn

Burada her n>n, igin u«, (0,1 ve i,un =00 ayrica N — oo igin b—"—>0. Bu durumda lima, =0.
n=1 /Jn

Lemma 2.[19] {a,} negatif olmayan bir dizi, her neD igin x, €(0,1), iynzoo ve n, >0 olsun. Her
n=1
n>n, icin
an+1 < (1_/“ln)an + 1,
esitsizliginin saglanacag sekilde bir n, sayist mevcut olsun. Bu durumda
O0<limsupa, <limsupz,

n—ow n—owo
esitsizligi saglanir.

2003 yilinda, Berinde hemen-hemen biiziilme doniistimiinii su sekilde tanimladi:

Tamm 1. [20] X bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty)<sd(x,y)+Ld(y,Tx) 3
olacak sekilde bir & e(0,1) sabiti ve bir L>0 mevcut ise, T "ye bir hemen-hemen biiziilme doniistimii
denir.

Berinde tarafindan ortaya konulan asagidaki teorem, (3) ile verilen sarta oldukg¢a benzer ek bir sartla bir
hemen-hemen biiziilme doniisiimiiniin sabit noktasini teklikle belirlemeyi miimkiin kilmaktadir:
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Teorem 1. [20] X bir tam metrik uzay ve T:X — X donlisimi asagidaki sarti saglayan bir hemen-

hemen biiziilme doniisiimii olsun: Eger her x,y e X icin

d(Tx,Ty)<8d(x y)+Ld(x,Tx) 4)
olacak sekilde 5 (0,1) sabiti ve L, >0 mevcutsa, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

(2) ile verdigimiz iterasyon yontemi iki operatorle insa edildiginden (4) ile verilen sartt normlu uzaylarda
iki operator i¢in yeniden diizenlemek zorundayiz. Bunun en iyi yolu, her iki operatorin de normlu bir
uzayda (4) ile verilen sart1 ayr1 ayr1 saglamasidir. Yani, & e (0,1)sabiti ve bir L >0 sayis1 igin

[Tx=Ty|| < &[x—y[+ L |x-TX|
ve
[[Sx—Sy|| < &|x—y|+ L.[x—Sx|

esitsizlikleri gegerlidir.

Tamm 2. [10] {u,}” ve {v,}” aym p, sabit noktasina yakinsayan iki dizi olsun. Eger,

lim 3l P)
e d (v, p.)
ise {u,}", dizisi p, noktasina {v,}" dizisinden daha hizl yakinsar denir.

Tamm 3. [19] T,T, : C —C iki operatdr olsun. Her xeC ve sabit bir £ >0 igin [T x-T,x|<¢ ise T,’ye
T,’in
yaklasim operatorii adi verilir.

Il. TEMEL SONUCLAR

Teorem 2 C kimesi, X Banach uzaymin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi ve x, € C olmak
uzere T,5:C —>C tamimli (4) sartin1 saglayan hemen-hemen biiziilme doniisiimleri ve F(T)NF(S)#J

olsun. {x,}”, (2) ile verilen iterasyondan elde edilen bir dizi ve {a,} {8} _ kontrol dizileri [0,1]

araligina ait olmak tizere 3 (@, + B,) = o sart1 saglansin. Bu durumda {x,} _ dizisi T ve S operatorlerinin
n=1

teklikle belirli olan ortak p. sabit noktasia kuvvetli yakinsar.

Ispat p.’in Tve S operatorlerinin teklikle belirli olan ortak sabit noktas: oldugu (4)’ten kolaylikla

gorulebilir. n— oo i¢in x, - p, oldugunu gostermemiz gerekmektedir. (2) ve (4)’ten

"yn - p*" = "(1—6‘{” _ﬂn)xn +anTXn +ﬂnSXn - p*"
< (1—0!n _ﬂn)"Xn - p*||+05n "Txn - p*||+ﬂn "an - p*"

(5)
S (1_an _,Bn)"Xn - p*||+an5||xn - p*”+'3n5||xn B p*"
= [1_(an +ﬂn)(1_5)]||xn - P
ve
||Xn+1 — P " < 5”)/” —P. " (6)

esitsizlikleri elde edilir. (5) esitsizligi (6)’da yerine yazilirsa,
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[¥0os = B[ < S[1=(a, + B,)A-5)]| X, — P.
olacaktir. Son esitsizlikte timevarim uygulanirsa

"Xn - P " < 5[1_ (an—l + ﬂn—l)(l_ 5)]||Xn—l - P "
”Xn—l - P, " < 5[1_ (O!n72 + ﬁn—Q)(l_ 6)]”Xn—2 - P. "

()
||X1 - p*" < é‘[1_ (al +ﬂ1)(1_5)]||xo - p*”
olur. (7)’den
[0 = 2.l < = P8 TTI~ (o + )0 0] ®)

yazilabilir.
5 €(0,2) oldugundan [1-(a, + 5,)(1-6)] <1 olur. Klasik analizden her x €[01] i¢in 1-x <e ™ esitsizliginin
saglandigr bilinmektedir. Bu gerg¢ekten hareketle (8) esitsizligi

||Xn+1 —p. " < ||X1 _ p*”é-n f{e—(lﬂs)(awﬂi)

LI A)
=l —p.fore
seklinde yazilabilir. Son esitsizlikte limit alinirsa n— oo i¢in x, — p, oldugu goriilir. Bu ise ispatt
tamamlar.

Teorem 3 C kumesi X Banach uzaymin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi olmak iizere
T,5S:C—>C tamiml (4) sartin1 saglayan hemen-hemen biiziilme doniisiimleri ve F(T)NF(S) =< olsun.

u, =x eC olmak Uzere, «, >u>0veya B > u>0sartlar1 altinda (2) ile verilen iterasyon yonteminden

elde edilen {x,}” dizisini ve bn+cn<ﬁ ve lim, (b, +c,)=0 sartlar1 altinda (1) iterasyon

yonteminden elde edilen {u,}”

", dizisini g6z onine alalim. Bu durumda {x}  dizisi Tve s

operatérlerinin teklikle belirli olan ortak p. sabit noktasmna {u,}  dizisine gore daha hizli yakinsar.

Ispat (8)’den asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

[ = ol < b = P67 I~ (e + )00 (©)
Ayrica [17] no’lu referanstan
||un+1 - P = "u1 - P ilf[l[l_ (bi +G )(1_ 5)] (10)

esitsizligi elde edilir.

(9) ve (10) esitsizliklerinden
o= o= Pl Tl + A1)
v =P~ 12 0, + )1

yazilabilir.
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5" 11~ (e + )2~ O)]

L n
- (b, +)(1-6)]

seklinde tanimlayalim. Bu durumda
Vi _ 5[1_ (an+1 + n+1)(1_ 5)]

Y, [1_ (bn+1 + Cn+1)(1_ 5)]

olup hipotezden
) a,>uveya B, >u=a,+p,>u
= 1-5)e, +B,) > uld-9)
=1-(1-6)(a, + B,) <1- u(1-5)
ve

i) b, +c, <$2(bn +c,)1-0)<1

elde edilir. O halde
Vi _ Ol (G + fpr)(1=5)]
Y, [1_(bn+1 +cn+1)(1_5)]
O[1—p(@-9)]
(6, +C,,)(A-0)]
olur. Ayrica lim,_,_(b,+c,)=0 oldugundan
O[1—u@-9)]
== 1= (b, +C,,,)(1-0)]

elde edilir. Bu nedenle lim,__,, v, =0 olur. Tanim 2°den {x,} " dizisi, ortak p. sabit noktasina {u,}"

n=1

= O[L- u(-5)] <1

dizisine gore daha hizli yakinsar.
Ornek 1 X =0 ve C=[0,1] olmak iizere T,S:C — C operatorleri her x e C igin sirastyla T (x)= x—1+ix
€

ve S(x)= ﬁ seklinde tanimlansin. T ve S ’nin ortak sabit noktasinin p, =0 oldugu agiktir. Baglangic

degeri x, =0,99 olmak Uzere kontrol dizilerini «, =4, =a, =b, =c, :% seklinde secelim. MATLABR-

2015a programi kullanilarak elde edilen asagidaki tablo, (2) ile verilen iterasyon yonteminin, (1) ile
verilen iterasyon yonteminden

daha hizli oldugunu gostermektedir:
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Tablo 1. Yakinsaklik hizi1 kargilagtirilmasi

Iterasyon Adim Sayisi Yeni Iterasyon Yontemi (1) ile verilen iterasyon yontemi
1 0,99000000000000 0,9900000000000
2 0,28631303118539 0,85540857025091
3 0,02914867897021 0,73958412716685
4 0,00033163252152 0,64002711558702
S 0,00000004344287 0,55450559890724
6 0,00000000000000 0,48104624276882
277 0,00000000000000 0,00000000000001
278 0,00000000000000 0,00000000000000

Tablo 1 gostermektedir ki, yeni tanimladigimiz iterasyon yontemi 6. adimda sabit noktaya ulasirken (1) ile
verilen iterasyon yontemi 278. adimda sabit noktaya ulagmistir. Asagida verilen grafik bu durumu

gostermektedir:

0,75 —

0,53 -

0,34 —

012 -

LT | [Eras}rnn

ilerasynn (1.1}

5

50 100

200

iterasyon Adim Sayisi

Sekil 1-iki iterasyon ydntemi i¢in yakinsama hizlarinin grafik gosterimi

Teorem 4 C kimesi, X Banach uzaymin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi olmak iizere
T,5:C—>C tammh (4) sartim saglayan hemen-hemen biiziilme doniisiimleri ve ortak sabit noktalar1 p.
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olsun. T, ve S, operatorleri ise x, ortak sabit noktasina sahip ve sirasiyla T ve S operatdrlerinin yaklagim
operatorleri olsun. T ve S operatorleri kullanilarak insa edilen (2) iterasyon yonteminden elde edilen dizi
{xn}::1 olmak Uzere, T, ve S, operatorleri kullamlarak olusturulan asagidaki iterasyon yonteminden elde
edilen {u,}” dizisini géz Gniine alahm:
u, €C,
Uy, =TU, (11)
v, =(1-a, = B,)u, + T, + B,Su,

Burada {a,} .{B,}  kontrol dizileri [0,]] arahgmna ait olup her nel igin %S(an+ﬁn) sartim

saglamaktadir. Tp, =Sp, = p.ve T,x, =S,x, =x, olmak Uzere n— o igin u, — x, ise, bu durumda ¢ >0
sayisl i¢in
3e

<—
1-0

Ip. —x.
esitsizligi gecerlidir.
ispat (2), (4) ve (11) kullanilarak,
"yn _Vn" < (1_an _ﬂn)"Xn —u, "
+at, [Tx, =T, ||+ 8, [|Sx, = S, |
< (1_an _ﬂn )"Xn - un"
+at, ([T, =Tu, [ +[Tu, =T, ) (12)
+53, ([15%, = Su, | +[[Su, = S,u,)
< [1_ (an + ﬁn)(l_ 5)]"Xn - un "
+a, + B)L|X, =T, |+ (a, + B,)e

ve
||Xn+1 - un+1|| = "Tyn Ty, "
<[ Ty, =TV, || +[Tv, =T, | (13)
<5y, =Vall+ LY, =Ty, |+ €
elde edilir.

(12) esitsizligi (13)’te yerine yazilirsa,

||Xn+1 _un+1|| < 5[1_ (an +ﬂn)(l_5)]||xn _un"
+5(a, + B)L %, = Tx ||+ 5 (e, + B,)e (14)
+L|y, =Ty, |+&
elde edilir. Hipotezden

1-(a,+8,) < (a,+5,)
olup 6 e(01) oldugundan (14) esitsizligi asagidaki gibi yazilabilir:
[ —Upa| < [1= (@, + B)A= )] X, = ||+ (e, + B )L X, =T, |
+a, + B)e+2(a, + BIL|Y, Ty, |+ 2(a, + B,)e
=[1-(a, + B,)A1=3)]|X, —u, |
L%, =T, [+ 2L |y, =Ty, |+ 3¢}
1-9)

+(an +ﬁn)(1_5)
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Eger
a, ="Xn _un”
ty = (a, + 5,)1-6) € (0,1)
_ {L]x, =T, ||+ 2L ]y, =Ty, |+ 3}
" 1-9)

seklinde segilirse Lemma 2’den
0< limsup|x, —u,|

{L %, =Tx,[|+ 2Ly, =Ty, | +3<}
(1-0)

< Iimsup{

n—ow

3
1-9)
elde edilir. Teorem 2’den x, — p, elde edilmisti. Dolayisiyla

3¢
||p*—x*||ﬁm

elde edilir.

Tesekkiir Yorum ve onerileriyle bu makaleye katkida bulunan hakemlere tesekkiir ederim.
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