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Ozel Bir Hamiltonyen Denklemi icin A-Simetri ve Prelle-Singer
Metodu

A-Symmetry and Prelle-Singer Method for a Special Hamiltonian Equation
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Oz

Lineer olmayan adi diferansiyel denklemler i¢in mevcut olan indirgeme metotlarindan 6nemli iki tanesi A-simetri ve Prelle-Singer metodu-
dur. Bu metotlar ayn1 zamanda bahsi gecen denklemlerin ilk integrallerini ve integrasyon ¢arpanlarini bulmak icin oldukga elverislidir. Bu
¢alisma Riemann sifirlarmin spektral realizasyonunu tanimlayan bir model olan 6zel bir Hamiltonyen denklemine, bu metotlarin uygulan-
masini sunmay1 amaglamaktadir. Ayrica A-simetri ve Prelle-Singer metotlar: arasindaki baglantiya yer verilerek, bu iliskinin sagladig: ko-

layliklar detaylarryla agiklanacak ve Hamiltonyen denklemine uygulamalari birgok farkli durum i¢in sunulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Lie simetrileri, A-simetrileri, Prelle-Singer metodu, integrasyon garpant, ilk integral

Abstract

Two of important methods that are used to reduce degree of nonlinear ordinary differential equation, are known as A-symmetry and Prelle-
Singer methods. These methods are also very suitable to find first integrals and integrating factors of mentioned equations. The purpose
of this study is to present applications of these methods to a special Hamiltonian equation that is known as a model equation describing
the spectral realization of the Riemann zeros. Furthermore, it has significant connection between A-symmetry and Prelle-Singer methods,
which provides some advantages that are explained in detail and implementations of a special Hamiltonian equation are illustrated for many
different cases.
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L.Giris

Lineer olmayan diferansiyel denklemler matematik, fizik ve ekonomi gibi pek ¢ok uygulamali alanda var olan problemlerin
modellenmesiyle; literatiirde ¢oziimii, pek ¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekecek sekilde yer bulur. Diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiiniin varligina ve tekligine yonelik olan galigmalar klasik olarak oldukga etkili bir sekilde devam etse de, ¢oziimiiniin
yapisini inceleyen calismalar da biiyiik 6lctide dikkat cekmektedir. Problemlerin ¢ok ¢esitli olmasi ¢oziime yonelik metotla-
rin da ¢ok yonlii ve detayli sekilde aragtirilmasint dogrudan etkiler. Bu ¢alismalardan en eskiye dayanan ve sonrasinda gelis-
tirilen metotlarin temeli niteliginde olan arastirma 1870 li yillarda Norvecli matematik¢i Sophus Lie’nin kendi ismiyle anilan
Lie grup teorisidir. Bu teori, doniisiim gruplari ile belirlenen Lie simetrileri yardimiyla, eger ¢alisilan denklem kismi dife-
ransiyel denklem ise bu denklemi adi diferansiyel denkleme indirgemeye, ele alinan denklemin adi diferansiyel denklem ol-
mas1 durumunda ise bu denklemin mertebesinin diisiiriilmesine olanak saglar. Ayrica Lie simetrileri kullanilarak ifade edilen
yeni denklemler degismezlik (invaryantlik) sart1 altinda elde edildiginden, bu denklemlerin ¢6ziimleri ayn1 zamanda orjinal
denklemlerin de ¢oziimiidiir. Lie’nin bu koklii teorisi ¢ok zahmetli islem yiikiinden dolay1 uzun yillar aragtirmacilarin ilgisin-
den uzak kalmistir. Gegen zamanda, konu tizerinde Bluman, Kumei ve Olver tarafindan yazilan kitaplar ve uygulamalar ile
konu oldukga dikkat ¢ekici hale gelmistir [1-2]. Ayrica gelisen bilgisayar teknolojisi ile ortaya ¢ikan Mathematica ve Maple
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gibi programlar ile hesaplamalarin daha elverisli ve algorit-
mik olmasiyla Lie grup teorisi arastirmacilarin ilgi odakla-
rindan biri olmustur.

Lie’nin teorisi temel niteliginde olsa da problemlerin
cesitligi zaman igerisinde farkli simetri ¢esitlerinin ortaya
¢ikmasina olanak saglamistir. Ornegin her adi diferansiyel
denklem Lie simetrisine sahip olmayabilir bdyle durumlarda
yeni bir yaklasim olarak Muriel ve Romero tarafindan 1-si-
metrileri gelistirilmistir [3-5]. Bu simetrilerin mantig ilk
olarak vektor alanlarinin iistel ifadeler icermesi fikriyle OI-
ver tarafindan kitabinda ifade edilse de teorisi Muriel ve Ro-
mero tarafindan genisletilmistir ve ismi onlar tarafindan ve-
rilmistir. Aslinda A ifadesi simetrilerin bulunmasini saglayan
uzanim formiiliine eklenen bir fonksiyondur. Bu fonksiyon
yardimiyla sifirdan farkli yada asikar olmayan yeni sonsuz
kiigiik ifadeler (vektor alanlarmin katsayilari) bulabilmek
miimkiin olur ve denklemleri saglayan A-fonksiyonuna ayni
zamanda simetri denilir. Lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlerin A-simetrileri yardimiyla ilk integralleri ve in-
tegrasyon carpanlari bulunabilir ve bu ilk integraller kulla-
nilarak denklemin analitik ¢6ziimlerine ulasilabilir [6-8]. Bu
metot lineer olmayan denklemler kadar lineer olanlarda da
oldukga etkindir. A-simetrileri Lie simetrisine sahip olmayan
denklemlerin ¢6ziim arayis1 fikri ile dogmus olsa da, eger bir
denklemin Lie simetrileri biliniyorsa, bu simetriler kullani-
larak A-simetrileri belirlenebilir. Lie simetrilerini kullanarak
elde edilen A-simetrileri ile bir adi diferansiyel denklemi in-
dirgemek, integrasyon carpanini ve ilk integralini elde et-
mek tamamen algoritmik bir metotdur ve oldukca etkindir.

Adi diferansiyel denklemlerin benzer sekilde integras-
yon carpani ve ilk integrallerini bulmak i¢in bir diger 6nemli
metot Prelle-Singer olarak literatiirde yer bulur. Temel ola-
rak bir adi diferansiyel denklemin, genellikle rasyonel se-
kilde, basit fonksiyonlarla ifade edilen bir ¢6ziimii oldugu
kabul edilir ve bu ¢6ziim Prelle-Singer metodunun basamak-
lar1 ile belirlenir. Bu basamaklar integrasyon ¢arpani R ve
null formu § ‘i igeren belirleyici denklemler olarak adlan-
dirtllan ti¢ denklemin ¢6ziimiine yonelik ortaya ¢ikar. Eger
tiim bu denklemlerin ¢6ziimiine ulasilir ve R ve S fonksiyon-
lar1 elde edilebilirse, bu fonksiyonlar kullanilarak ¢alisilan
denklemin ilk integrali belirlenebilir [9-10]. Fakat her za-
man bu belirleyici denklemleri ¢6zmek miimkiin olmamak-
tadir. Boyle durumlarda A-simetri ve Prelle-Singer metotlart
arasinda kesfedilen, biiyiik dl¢lide iglem yiikiinii rahatlatan
onemli bir iligkiden yararlanilabilir. Bu baglantt 1 = —5 ve
A-simetri metodundan elde edilen integrasyon ¢arpant x4 ol-
mak tizere u = —R seklindedir.
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1.1.Makalenin Amaci ve Problemin Tanim

Neredeyse ylizyil kadar 6nce Polya ve Hilbert, Riemann’in
hipotezini ispatlamak i¢in spektrumunun sanal kismi asikar
olmayan Riemann sifirlart igeren kendine eslenik bir ope-
rator bulmak gerektigini 6nerdiler. Michael Berry 2008 y1-
linda kuantum versiyonu Polya-Hilbert hipotezini gercekle-
yen ve ayni zamanda bazi 6zel kosullar1 saglamasi gereken
klasik bir Hamiltonyen’in varligini 6neren bir fikir ortaya
att1 [11]. Berry, ilk klasik Hamiltonyen’i H; = ¥p seklinde
onerdi. Fakat daha sonra Berry ve Keating bu Hamiltonyen
icin saglamasi gereken 6zel kosullardan biri olan, kaotik ve
asal sayilarla iliskili izole edilmis periyodik yoriingelerde
olmasi sartint saglamadigini ifade ettiler [12]. Bu Hamilton-
yen’e ait farkli bir modifikasyon Sierra ve ¢alisma arkadas-
lar1 ile Berry ve Keating tarafindan, sinirli klasik yoriinge-
lere ve ayrik kuantum spekturuma sahip olmasi ig¢in 2011
yilinda asagidaki sekilde onerildi

E=y(p+3). (1)

f!5', momentum boyutlarinin esleme sabiti olmak tizere

(1) Hamiltonyen’nine karsilik gelen Lagrange fonksiyonu

L=—28,/yly -y,
seklindedir [13-14]. Bu Lagrange fonksiyonunun bilinen

Euler-Lagrange denklemlerine koyulmasiyla, kendisine kar-
silik gelen ikinci mertebe diferansiyel denklem

.Y .
y+?—®+ﬂ=& (2

olur. Bu denklemin Lie simetrileri ve denkleme Jacobi
metodunun uygulamast Nucci tarafindan yapilmistir [15].
Ayrica denklemin ilk integralleri kendi esleniklik ve karak-
teristik metodu ile literatiirde yer bulmustur [16-17].

Bu ¢alismanin amaci ilk 6nce denklemin Lie simetrile-
rinden hareketle A-simetrilerini belirleyerek A-simetri me-
todunu uygulamak, bu metoda gore ilk integralleri ve in-
tegrasyon carpanlarint bulmaktir. Ardindan A-simetri ve
Prelle-Singer metodu arasindaki iliski kullanilarak Prel-
le-Singer metodunun sonuglarina gore farkli integrasyon
carpanlari, null formlari1 bu sonuglara gore de farkl: ilk int-
regraller elde etmek planlanmaktadir.

Bu ¢aligmanin 2. boliimiinde bahsi gegen metotlarla ilgili
temel bilgilere yer verilmistir. 3. boliim ise (2) denklemine
bu metotlarin uygulamasini ve elde edilen sonuglarin deger-
lendirilmesini igermektedir.
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I1.Temel Bilgiler

2.1 A-Simetri Metodu

"+ mertebe bir adi diferansiyel denklem

iz y™) =0, (3)
(¥} degiskenleri M S X *x¥V =R ojinde bir M
acitk kiimede olacak sekilde tanimlansin [5]. kel i¢in,

M™ = ¥ » V& jet uzaymna karsilik gelen uzay MR olarak
verilsin. Bu kiimenin elemanlart {-13 ¥ m} = (X0 ¥ e Vi)
seklinde ve i = 12,4, K icin .'-"'I'D ler ¥’nin *’e gore I mertebe
tirevini temsil etsin. (3) denkleminin integrasyon ¢arpant,
0 = k = n araligindaki baz1 ¥’lar i¢in u (x, _‘}-‘Iz;"j:] olsun. Eger (3)
denklemi uix. v m:] ile ¢arpilirsa, Az, y I:ﬂ_ﬂ:l seklindeki bazi

fonksiyonlar i¢in toplam tiirev operatorii D, ile ifade edilebilir
olarak

uley™ ). A (e y™) = Dy Agxy™ 1) @

esitligi belirlenir. Toplam tiirev operatorii asagidaki sekilde bir
formiiliizasyona sahiptir

a
apli-1 "

a ., .32 r
D= gat Yoyt Ihay® 3)

(4) denklemindeki A(x, }-":ﬂ_ﬂ:] fonksiyonu (3) denklemi igin

bir ilk integraldir ve D, (4 {J.’, ¥ fn-t) }:] bir korunum formudur.

Ayrica (4) denklemi ile baglantili olarak I, (A {x, ¥ (-0 }:I =10

tam diferansiyel denklemi igin bir 4 —simetrisi belirlenebilir ve

)=C CeR

In-11

asikar olarak mertebe indirgemesi ile :i‘l{.r, ¥

sonucu elde edilir.

Tanum 1: [3] Yeni uzanim formulii

Her A e ={M':ﬂ} keyfi fonksiyonu i¢in yeni bir uzanim

formili ¥ wvektor alam ile tanimmlanir. Bu vektor alam

2 g
v=E(x,y) i +nlx. y) 3y seklinde M {izerinde ifade edilsin.

V'nin n. mertebe -l-uzamml

L . [

vl ile ifade edilmek iizere M ™ de tanimlanan bu vektor alani
(ol

byl [, (o0 (x, _‘}-‘:] = ??{I, _‘}-‘:] olmasi durumunda

g

\| d (i1l i
v = £, y) oot a0y )

. ) [0
seklinde tanimlanir ve 0 = & = 7 i¢in 7 [a.(a {L ¥ - } ifadesinin
acik formu toplam tlirev operatorii kullanilarak asagidaki gibidir
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g0 (g, 0 = D {??Ll':i—ﬂ: (. },'ﬁi—ﬂ}] _
D (£Ce, )y + Aln ™= (ay42)

£Ce. ) -
[2]  kitabinda
» = E(x, v) % + nlx, ) ai}_ vektor alan1 i¢in

karakteristik  olarak  adlandirilan  ifade

Q@ =nix.¥) = {x v)y (6)

seklindedir. Bu karakteristik ile birlikte formiiliize edilen vektor
alani

[y _ \ i i
vg = ;{D,_, + Q) oy, (7)

[

. " n] asqes
olsun. Béylece ¥ uzanim formiili

min (n]
pHnll = v‘é.‘l'm Y+ Flx,v)D,.
olarak da ifade edilebilir.

Dsksn—1 DAz y™ =0

igin

rec=(M%)

saglanmasi

durumunda eger

i g4
T, + 4001 30 0,(®)
kismi diferansiyel denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ise, o zaman

v = 8y, (3) denkleminin bir A-simetrisidir.

(8) denklemi v+ = B}. simetrisi icin § = 1 ve &0 olmasindan

dolay1 (7) denkleminin karakteristik @ = 1 icin ifade edilmis
formudur. (8) denklemi ayni zamanda bir diferansiyel denklem

i¢in A-fonksiyonunu iceren uzamm formiiliidiir, bu denklemin
acik formda yazilmasi ve tiirev katsayilari ile belirlenen belirleyici

denklemlerin ¢dziilmesiyle A-fonksiyonu ve sonsuz kiiciik
fonksiyonlar (vektor alani katsayilart) elde edilir [18].

2.2 Lie ve A-Simetri fliskisi

Boliim 2.1de 4 ~simetrilerinin teorisi genel cerceve de ™ mertebe

denklemler igin verilmistir fakat Lie ve A =gimetri arasindaki
direkt baglantt Muriel ve Romero tarafindan ikinci mertebe adi
diferansiyel denklemler i¢in detayli bir sekilde agiklanmistir [4].
Ikinci mertebe bir adi diferansiyel denklem
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¥ =l y ), %)

formunda olsun. (9) denkleminin Lie simetrileri yada bir baska

deyisle sonsuz kiigiik fonksiyonlart § ve M olmak iizere bunlarla
ifade edilen vektor alani

& a
X =Ixy) E-I-?’.I{.r;}-‘:]a—y;

seklindedir.

Teorem 1: [4] Vektor alam V' = BJ-‘, (9) denkleminin bir 4

-simetrisidir ancak ve ancak bu ‘l—fonksiyonu

AQ)
A=— 10
0 (10)

ifadesi ile belirlenir.

A_simetri metodu lineer olmayan ve lineer denklemlerde olduk¢a
etkili bir yontemdir. Ancak bir oénceki bolim 2.1 de bahsedilen

sekilde (8) denklemini kullanarak bir denkleme A_simetri
metodunu uygulamak bazen ¢oklu belirleyici denklemleri ¢6zmeyi
gerektirebilir, bu da denklemlerin lineer olmamasindan dolay1
oldukca zahmetli hesaplar ortaya ¢ikarabilir. Boyle durumlarda

eger caligilan denklemin Lie simetrileri biliniyorsa, Lie ve 4
-simetri iliskisine dayanan basit bir algoritma ile denklemin ilk
integrallerine ve integrasyon carpanlarina ulagilabilir. Bu algoritma
asagidaki dort adimla 6zetlenebilir.

1A= =y

¥. }:':], (8) denkleminin ozel bir ¢oziimii olsun. ¥

i

simetrisi i¢in birinci mertebe

=1

-uzanimi Tanim 1 de verilen yeni

WEREN)
uzanim formiilinde ™ alinarak ¥ ile ifade edilmek

[1.010]

v nin birinci mertebe invaryanti yada ilk integrali

lizere,

wy + Awy =0, (11)

denkleminin 6zel bir ¢oziimiidiir.

[FREN) I . o
“*““nin invaryantlarinin tam bir sistemidir

2. {x. v ¥} kiimesi 7
ve (9) denklemi {x. . %7} cinsinden indirgenmis birinci mertebe

bir adi diferansiyel denklem olarak yazilabilir. IV, {d{x, u:]} =0
, bu indirgenmis birinci mertebe denklemin bir korunum formu

olsun. (11) denkleminin ¢dziimiinden ¥ ve ¥ ifadeleri W cinsinden

yazilarak D, (ACx, w(t.y,¥)) = 0D, (Alx, w(t v.¥)) = 0

seklinde orijinal denklemin bir korunum formu (ilk integrali)
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belirlenir ve bdylece (9) orijinal denklemi W cinsinden ifade
edilmis olur.

3% ya bagh indirgenmis denklemin ¢oziimiiyle ilk integral

(x.w) cinsinden Axw)=Gl,wl=C CeR

Alx,w) =Glx,w)=C, CeR

denkleminin integrasyon ¢arpant

olarak ifade edilir ve (9)

U= Gowy,

formiiliizasyonu ile belirlenir.

Son olarak ilk integralin £+ ¥+ ¥} tiiriinden ifadesi icin

yani Glxwixy, .ﬂ) yazilmasiyla

Iz, 9) = 6(x. wix,y. ),

(9) denkleminin D, [I(x.y.9)] =0 ecsitligini saglayan ilk
integraline ulasilir.

2.3 Prelle-Singer Metodu

Integrasyon carpam ve ilk integrali bulmaya olanak saglayan
bir diger metot Prelle-Singer metodudur. Bu metodun temelleri
ilk defa birinci mertebe adi diferansiyel denklemler i¢in Prelle
ve Singer tarafindan atilmistir [19]. Ardindan ikinci mertebe
adi diferansiyel denklemlere uygulanabilirligi Duarte ve ark.

tarafindan ispatlanmistir [20]. Metodun en genis anlamda ™
mertebe adi diferansiyel denklemlere uygulanisi Chandrasekar
ve ark. ile yapilmis ve pek ¢ok metotla iligkisi de detaylariyla
aciklanmistir [9-10]. Metoda yonelik bazi temel 6zellikler asagida
agiklanacaktir.

M Nt
kompleks polinomlar iken, ikinci mertebe bir adi bir diferansiyel
denklem rasyonel sekilde bu fonksiyonlar kullanilarak

zaman olmak {izere; £.3 ¥ nin analitik fonksiyonlar1 ve

M

§= T=® M,N e Clt.y. ¥]. (12)

ifade edilsin.

£

, ¢oziimler iizerinde bir sabit olmak iizere (12) denkleminin bir
ilk integrali / (£, 3.9 = € glsun. Bu ilk integrale (5) formuyla

verilen toplam tiirev operatdrii uygulanirsa

DI = I.dt+ I dy+ I,dy =0, (13)
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|-formu elde edilir. Eger (12) denklemi (M/N)dt —dy =0
(M/N)dt—dy =10

olarak yeniden yazilir ve

5. . .1}:':]}:' dt — S{t*}"* }5:] dy seklinde null terimi eklenirse
asagidaki 1-form elde edilir

M
(E +5}:~] dt—Sdy—dy =0. (14

Her ikisi de ¢oziimler iizerinde tanimlandigindan (13) ve (14)
I-formlar1 orantili olmalidir ve (14) denkleminin R(t.y.y)

Rit.y.y) integrasyon g¢arpani ile ¢arpilmasiyla,

dl = Rlg + 5y)dt —RSdy —Rdy =0, (15)

ifadesi elde edilir. (13) ve (15) denklemlerinin karsilagtirilmasiyla 1

5

ilk integral, R integrasyon ¢arpani ve = null terimini iceren

Ir = R':EP + _‘J-:'S:].- I_].' = —RHS,
iliskiler elde edilir. Bu terimler arasindaki 1 ty = e, 1 = IJ-‘ t

Ly =Ipe Typ =Iyy
5. R

uyumluluk (compatibility) kosulunun

saglanmastyla yi igeren belirleyici denklemler

Se+ V5, + ¢S5, = -+ 5S¢, +5° (16)

R.+ ¥R, + pR, =Rlp +5), (17)

R,=R,S+RS5,, (18)

seklindedir. Hesaplamalar acisindan (16) nolu denklemin

R

¢ozlimiiyle 3 bulunur ve (17) nolu denklemle de ** elde edilir. Son

olarak (18) denklemi Sve R ye ait kisitlayic1 denklemdir ve bu
denkleminde saglanmast halinde (16)-(18) denklemini saglayan

R

en uygun ¢oziimler bulunmus oldugu gergeklenir. Boylece

5

integrasyon ¢arpani ve = null terimi ile belirlenebilen ilk integral

"= J‘R{qh + 5)dt e

= f{RS + i 1) dy, {19 iken

d
ey y) =1 —1y — f[R + o (r—rldy, (20)

denklemi ile verilir.

2.4 ‘A'-Simetri ve Prelle-Singer Metodu fliskisi

Prelle-Singer metodunun algoritmasini  belirleyen (16)-(18)
belirleyici denklemlerinin ¢éziimiinii her zaman kolaylikla bulmak

miimkiin olmayabilir. Tk olarak Muriel ve Romero d-simetri ve

Prelle-Singer metodu iliskisine 4 = —5 ve @ = —HR seklinde
kisaca [4] makalesinde deginseler de, daha genis cercevede,
uygulanabilirliginin 6nemini gostermek icin orijinal 6rneklerle
Mohanasubha ve ark. tarafindan detaylica sunulmustur [10].

Sonug¢ 1: A-simetrisi ile null form arasinda 4 = —5 integrasyon

carpani 1 ile ff fonksiyonu arasinda 4 = —H iligkisi mevcuttur.

11. A-SiMETRI ve PRELLE-SINGER METODUNUN
(2) DENKLEMINE UYGULANMASI

ikinci mertebe lineer olmayan bir adi diferansiyel denklem olan

sI(3.R)

(2) Lagrange fonksiyonu denkleminin cebiri ile Uretilen

sekiz parametreli Lie nokta simetrileri

=L

X =8 X :}’a}*xz ='}—_ﬂ'}.’X4 =-J-_'BJ"

X, = e y*(3, + 2y8,).
X, =e~¥y(8, +v8,).  (21)
X =& (8 +2y8,),

X = e* (3, + 2y3,). seklindedir [15].
3.1 (2) Denklemi i¢in A-Simetri Metodu

(21) denklemindeki (2) denkleminin Lie simetrileri kul-
lanilarak ayni denklemin A-simetrileri Boliim 2.2 ye dayana-
rak belirlenecektir.

Durum 1. %% vektor alant bir diger ad1 iiretecine gore £=1
1= 0 qir. (6) denklemine gore elde edilen karakteristik ¢ = —¥
olur ve (5) denklemindeki operatére gore uygulanan Teorem 1’e

A

dayanan, (10) denklemine gore elde edilen “*-simetrisi

olarak bulunur. Boliim 2.2 ifade edilen dort basamakli algoritma
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asagidaki sekilde uygulanir. Oncelikle (22) ile verilen A—fonksiyonu
(11) denkleminde yerine konulur ise bu denklemin ¢6ziimii

w=In [M (23)

¥ —}

seklinde bulunur ve (23) ¢6ziimiinden hareketle

—e" +4y% — e — 4e¥y?
2y

}5:

.

),' = ; (_g:h' (gh' +y'l9:“‘ _ ’-}gh'j.‘: J
2)‘!\“'9:11' - +g'l1'y=

-y (—e“" (e“‘ + {m) Wty (4 VW +e°(4 WJDJ

¥ ve ¥ ifadeleri W ve ¥ cinsinden ifade edilmis olur. Algoritmadaki
2. adima gore bu tiirevlerin orijinal denklem (2) de yerine

konmastyla
Ww=0 (24)

indirgenmis denklemi elde edilir. Algoritmanin 3. ve 4. adimina
gore yukaridaki (24) indirgenmis denkleminin ¢dzliimiiniin asikar

G ik integralinin (23) ile verilen
gerektirir. Boylece (2) denkleminin integrasyon carpani ve ilk

olmasi W ‘ya esit olmasmi

integrali

_‘.I-E
2}.': — 3}'}' +J_5: !

My =

seklinde belirlenir. Burada X; vektor alani i¢in uygula-
nan Boliim 2.2 ifade edilen dort basamakli algoritma de-
taylartyla agiklanmigtir. Diger vektor alanlart ig¢in de ben-
zer islemler ayni sekilde yapilmistir ve elde edilen sonuglar

asagida verilmistir.

Durum 2. %2 icin ise Lie nokta simetrileri (sonsuz kii¢tikler) £=0
ve 1 = ¥ seklindedir. Bu Lie simetrileri ile elde edilen 4-simetrisi,

integrasyon carpani ve ilk integral sirasiyla

Fi

}_ 25
g @)
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U = i

ST 2yt = 3yy e
It i_z

Q:mg G ),

bulunur.

Durum 3. %3 iiretecine gore Lie nokta simetrileri (sonsuz kiigiikler)

§=0 ve n= ¥ olur. Bu durumda elde edilen sonuglar asagidaki
gibidir
h=2—£, (26)
}Z‘
uz=e ¥y, Iy = e y(y — yl

E‘GI.'

Durum 4. 4 vektor alanma gore £=0 = ¥ seklinde olup

A

bu Lie nokta simetrilerine gore elde edilen
carpani ve ilk integral sirasiyla

-simetrisi, integrasyon

@7)

I = 7" yly — 2y),

olarak belirlenir.

— ~—32f
py=e Ty,

Sonug 2: X iireteci ile elde edilen A= = 43 oldugundan p= = iy
velz = Iyolurveaymsekilde Xz icind g = Aq. g = pq g = I,
; A7 vektor alam ile A = 44, t7 = piy . I5 = I son olarak Xg

tireteci igin Ag = 44, fg = py . Iy = Isolarak belirlenirler.

3.2 (2) Denklemi i¢in Prelle-Singer Metodu

Bu boliimde (2) denklemine Prelle-Singer metodu Bolim 3.1 de

denklemin Lie simetrileri yardimiyla elde edilen A simetrileri ile
iliskili olarak uygulanacak olup, (2) denkleminin null formlari,
integrasyon carpanlart ve ilk integralleri belirlenecektir. (12)

ifadesinden ¥ null formunun en genel sekli
dear i

5:—22—6+—,}+l, (287
7 ¥ ¥

olarak kabul edilebilir [9]. Sonu¢ 1.de vurgulanan Prelle-Singer
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ve “-simetri iliskisi (22) denkleminin (28) denkleminin eksi
isaretlisine esit olmasiyla gerceklenir. Fakat daha farkli ve genis

-'d-'.l

¢ercevede integrasyon carpani ve ilk integral elde etmek {izere,

B

ve € “ler ’nin fonksiyonu ve ¥ sabit olmak iizere integrasyon

garpant olan R fonksiyonu £

olacak sekilde

zaman parametresinden bagimsiz

R= Y
T (Aly) + By + Cly)eTyr

(29)

ansatz ile tanimlanabilir. (28) ve (29) denklemleri SyeR ’ye baglh

(16)-(18) belirleyici denklemlerine uygulanir ve ¥ tiirev katsayilart

ile belirlenen kismi diferansiyel denklemler ¢oziiliirse AB o C

o

fonksiyonlart bulunur ve * ve B sabit olmak iizere

¥
(ﬂJ’G‘ — 2y + BY — ¥)
PEE

(30)

iz

7

integrasyon c¢arpani elde edilir. R ve 5 kullanilarak (19)-(20)
denklemi uygulanmasiyla

2y¥2 G - 2)

n (20 =22 +56 -)

...J

(2) denklemine ait bir ilk integral Prelle-Singer metodu

F]

ile elde edilmis olur. Prelle-Singer metodu ile belirlenen ilk
integraller I notasyonu ile gosterilmistir.

Simdi, Prelle-Singer ve A-simetri metotlar1 arasindaki
iliski temel alinarak Boliim 3.1 verilen durumlara gore elde
edilen A-simetrileri ile null form A = —5 baglantiya gore
Prelle-Singer metodunun uygulamalari incelenecektir.

Durum 1. (22) denklemi kullanilarak d3=-5 seklinde alinir.

Fakat integrasyon carpanma karsilik gelen R fonksiyonu i¢in bu

5d her

defad ve B Eye ¥>ye bagh ve T sabit olmak iizere, ayrica
durum i¢in null formunun paydasini gostermek iizere

Sd
R @e) + 858G
ansatz 1 temel alinarak degerlendirilecektir. Bu durumda
5 ve R’ye baglh (16)-(18) belirleyici denklemleri ancak r nin

(31)

68

bazi 6zel degerleri i¢in saglanmaktadir. Bu durumlar asagi-
daki gibidir:
=73 R

olmak tizere elde edilen “* ve ilk integral I

_ yy
11 {gu},s.-'z I ﬂ};},:.-'zjz '

R

f _ ¥ - J_:'

S ay(y - 2y)
r=3/2 ye karsilik gelen R veilk integral !
P ¥y ,

1z = {—25:}-‘4-"9 + a};},l.-'!:]!.-':

; _ b -9 - 2y)
GENCES A

Durum 2. (25) denklemine gore Az=-5

R

2 alinarak ve (31) ifadesi

kullanilarak belirlenen “* ve ilk integral I

1
R: = }'{—:1. {Eg_rﬂ + Er_lg:]
1602 ta + e By + (2e7ta + T A)Y) 2,

Be™ 2y —¥)

I;=1/(af + iE

seklinde olur.

Durum 3. #2 = =52 olmast halinde ayni islem algoritmalarinin
yapilmastyla

1
Ry = —u=y(e*F (o8 +ayy -0,

3 L_ 3
L _ et e g ey -yt
P a(r — 1) '
elde edilir.
Durum 4. 44 = =54 iken yapilan iglemler sonucunda belirlenen

ifadeler bir 6nceki duruma benzer olarak

L0 .
Ry = —u= _}-‘{e‘[f' lf'lr{e?‘rﬂ + ayly —2yN7T,
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AT E Ty T
B e‘l'r-?’ lf'r{e‘[?’ e B +ay(y— 2y))t T

elr—1)

s
I

il

seklinde bulunur.

IV. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu calisma Riemann sifirlarmin spektral realizasyonunu
tanimlayan bir model olan 6zel bir Hamiltonyen derkle-
mine karsilik gelen (2) denkleminin Prelle-Singer ve A-si-
metri metotlalarina yonelik uygulamalarini igermektedir. (2)
denklemi literatiirde yer alan birgok metotla kolayca integre
edilebilir, nonlineeritesi ¢ok yiiksek olmayan bir denklem
olsa da, burada farkli metotlarla daha genel ilk integralleri
ve integrasyon ¢arpanlart bulunmustur. Belirlenen tiim ilk
integraller D.I = 0 esitligini ger¢eklemekte ve (2) denkle-
mini bu sekilde saglamaktadir. Elde edilen sonuglar agisin-
dan (2) denkleminin A-simetrileri daha once literatiirde yer
almamaktadir ayrica Prelle-Singer metodu ile belirlenen ilk
integraller ve integrasyon g¢arpanlari literatiirde denklemle
ilgili calismalar incelendiginde olduk¢a genel formda belir-
lenmistir [15-17].

(2) denklemi fiziksel anlamda olduk¢a Onemli olup,
Nucci’nin denklemi Lie simetrileri ile degerlendirmesi, as-
linda [11] de verilen kuantum yaklasimini Lie simetrileri
bakis acistyla ele almaktir. Bu ¢aligma fiziksel anlamda li-
teratiirde boylesine yer almis (2) denkleminin farkli yakla-
simlarla, literatiirden farkli ilk integrallerini ve integrasyon
carpanlarint sunmaktadir.
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