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C H A M P S D E V E C T E U R S NON T A N G E N T I E L S 1 ) 

N. U R A L 

Dans ce travail, les propriétés de la courbure normale, de la cour­
bure géodésique et de la torsion géodésique d'un champ de vecteurs tan-
gentiels relativement à une courbe de la surface sur laquelle le champ est 
défini, les directions asymptotiques et principales relativement à ces éléments, 
les parailles des certaines notions et des relations de la théorie des surfaces 
et des courbes constituées pour les champs de vecteurs tangentiels est 
étendu aux champs de vecteurs non tangentiels. 

0. Introduction. Si à chaque point régulier P d'une surface S on attache 
u n vecteur v situé dans le plan tangent en ce point, on constitue ainsi ce que 
l 'on appelle un champ de vecteurs tangentiels. En 1932 W.C. GRAUSTEIN [ 4 ] , 
en 1952 et 1956 T .K. P A N [ 3 ] ont respectivement défini la courbure géodésique, 
la courbure normale et la torsion géodésique d'un tel champ, relatives à une courbe 
C de S passant par P et en ont obtenu quelques propriétés. Plus tard, en 1974 
et 1975 F. §EMÎN [ I , 2 j a exprimé ces propriétés de façon invariante, a rectifié 
quelques erreurs de T .K. P A N [ 7 ] , a obtenu l'extension de quelques formules 
de la théorie des surfaces aux champs de vecteurs tangentiels, a établi certains 
invariants différentiels et après avoir établi les formules de FRENET d'un champ 
de vecteurs tangentiels relativement à une courbe de la surface, a surtout défini 
les courbes de la surface relativement à ce champ qu'i l a nommées: droite, courbe 
plane, hélice, cercle, ligne de BERTRAND et a défini la "développée" et la 
"développante" du champ. 

Dans ce travail nous essayerons d'étendre ce qui a été trouvé par T .K. P A N 
et F. SEMÎN pour les champs de vecteurs tangentiels, aux champs de vecteurs 
non tangentiels. Dans ce que suit nous supposerons que toutes les fonctions sca­
laires ou vectorielles que l 'on va envisager sont des fonctions dérivables et que 
les points P prissur S sont des points réguliers, à moins que le contraire soit men­
tionné d'avance. 

Rappelons d'abord certaines formules que l 'on va utiliser dorénavant. 

Soit un espace Euclidien de dimension 3, une surface S donnée par ses l ig­
nes de courbures et un point P de cette surface, un vecteur unitaire normal à la 

') Je remercie vivement M. le Professeur F . Çemin qui m'a suggéré la sujet de ce travail 
et qui m'a aidé de ces conseils judicieux pour l'élaboration de ce dernier. 
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surface n, les vecteurs unitaires des directions principales t et t * , et 9, G* les direc­
tions orthogonales déterminées par les vecteurs unitaires des tangentes aux 
courbes C, C* d'un réseau orthogonal tracé sur S au point P, à l'aide des relations 

a = t Cos 9 + t * Sin 0 , a* = - t Sin 9 + t * Cos 9 . (0.1) 

Soit 

v = t Cos <t> + t * Sin $ , y* = — t Sin <J> + t * Cos <\> (0.2) 

et (v, v*, n) le trièdre trirectangle au point P. 

T.K. P A N et F. §EMÎN ont étudié les différentes propriétés du champ de 
vecteurs tangentiels v (<f)) relativement au trièdre trirectangle (v, v*, n). Par exemple, 
les dérivations invariantes de direction 9, des vecteurs unitaires constituant 
le trièdre trirectangle, sont, d'après [* , (2-9a)] : 

V = ~ ^ g e T + ftnn ! (0.3) 

Les coefficients JcgQ, v k m , vtg& désignent respectivement la courbure géodé-
sique, la courbure normale, la torsion géodésique du champ de vecteurs tangentiels 
v (4>) relativement à C au point P [3'4,5]. 

Les valeurs de ces coefficients en fonction de <j) et de 9 sont données d'après 
(4-1)] , par les formules 

- * » = fe+ +i) C o s 6 + (g* + <h) Sin 9 j 

vkm = k Cos <f> Cos G + k* Sin <j) Sin 9 ( (0.4) 

vtgQ = /c* Cos <j> Sin 9 - k Sin $ Cos 9 . ) 

Dans ces formules k, k*, g, g* désignent les courbures principales et les cour­
bures géodésiques des lignes de courbure; les indices inférieurs 1, 2 désignent les 
dérivations invariantes effectuées dans les directions principales. 

Comme les relations (0.4) montrent que les coefficients vkg(j, vkno, sont 
des fonctions de direction, pour toutes les courbes se trouvant sur S et étant tan­
gentes à C au point P, les valeurs de ces coefficients au point P sont les mêmes. 
Et au lieu de parler de la courbure géodésique, la courbure normale, la torsion 
géodésique du champ de vecteurs tangentiels v (4>) relativement àC en P, on parlera 
de la courbure géodésique, la courbure normale, la torsion géodésique du champ 
de vecteurs tangentiels v(cj>) relativement à la direction 9 en P. 

1. La courbure géodésique, la courbure normale, la torsion géodésique d'un 
champ de vecteurs non tangentiels w d'une surface S relativement à une courbe C 
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en un point régulier P. Soit w, le vecteur unitaire du champ de vecteurs géné­
raux de la surface S, au point P. Soit (j> l'angle que fait le plan (w, n) avec le plan 
(t, n) et posons 

w. n = Cos <J> . 

Soit v, le vecteur unitaire, colinéaire à la projection orthogonale de w sur le plan 
tangent en P. On peut écrire 

w = v Sin cj> - j - « Cos cj>. (1.1) 

Dans le plan tangent considérons, le vecteur unitaire v* orthogonal à v et véri¬

fiant la condition v, v* = + — et le vecteur w* défini par 

w* = w A v* • 0-2) 

On obtient 

v* = - t Sin cj> + t * Cos c|> , w* = - v Cos + n Sin $ . (1.3) 

Soit (w, v*, w*) le trièdre trirectangle de la surface S au point P. Les déri­
vations invariantes de direction 0 de ces vecteurs unitaires sont, d'après les formu­
les f 1 , (2-9a)] 

w ; * = — wkno w — wtg9 V* . 

Les coefficients Jcgq, JcnQ, wtg6 de ces formules sont définis en remplaçant 
v par w, n par w*, v* par v* dans [\ (2-6); (2-7); (2-8)] 

A B = W / - T * = — W . V . A o = W / - W * = — w . w z *> = V • w* = - Y * . W 7 * 

et sont nommés respectivement, courbure géodésique, courbure normale et torsi­
on géodésique du champ de vecteurs w (if>, c|>) relativement à C en P. En se servant 
de ce qui a été défini ci-dessus on voit que ces coefficients vérifient les relations 

A 9
 = A c S i n $ - V í g ó Cos^ 

¿ifi = Aro C o s Ï + >46
 S i n " + ' 

Dans le cas où le champ w est donné, Ies formules (0.4) et (1.5) montrent 
•que íes coefficients de (1.4) dépendent seulement de ô c'est-à-dire que chacim 
d'eux est une fonction de direction. Donc, sur S pour toutes les courbes tangentes 
à C en P, les valeurs de ces coefficients en P sont les mêmes. 
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Cas Particuliers. 

1) Pour 4 = 0 on a : w = n , Jcn = nkgQ = - vtM , iVkne = ^ = vkm , 

_ 7C 

2) Pour (t) = Y o n a : w = v , = Jcg0, Jcm = v£,i6, = ,/M . 

Propriétés. 
a) D'après les formules (1.5), on obtient 

( A e ) 2 + US6f = W 2 + UJ2 • 0.6.) 

Comme on peut le voir le côté droit de l'égalité ne dépend pas de tj> et on peut 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème 1.1. En un point régulier P d'une surface S, la somme des carrés 
de la courbure géodésique et de la torsion géodésique du champ de vecteur w (<f), $) 
relativement à la direction 9 ne change pas quand le vecteur du champ w (cj>, $) 
tourne autour de P, en restant dans le plan (v, n), et est égale à la somme des carrés 
des mêmes éléments du vecteur v. 

b) D'après la seconde formule de (1.5) : 

Théorème 1.2. Si le long d'une courbe C d'une surface S, le vecteur du champ 
w, fait un angle constant avec la normale à la surface, on a 

k — k 
à chaque point P de C. 

c) Si l 'on prend la direction 4* — § + — orthogonale à 4>, ou bien w* 

au lieu de w les formules (1.5) donnent 

Jlr — f tL- =_ L- tf t¬
w go if'ce ' w no «•"'ne ' w go w go ' 

La courbure absolue du champ w relativement à C au point P. 

w/ = A 0 w , A e > « » w 2 = 1 0.7) 
le coefficient wkaQ défini ci-dessus est la courbure absolue du champ w relativement 
à C en P. On retrouvera cette notion quand on parlera des formules de FRENET 
d'un champ yv. 

D'après (1.4;1) et (1.7) on obtient 

( A o ) 2 - ( A e ) 2 + ( A 0 ) 2 - 0.8) 

Le vecteur de DARBOUX d'un champ w relativement au trièdre trirectangle 
(w, V*, w*). 
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On sait que les vecteurs W/jV/*, w 7 * dérivés des vecteurs unitaires constitu­
ant un trièdre trirectangle sont coplanaires et que le vecteur 

— Jga W A n V * " I " Ao W^ (1.9) 

qui leurs est orthogonal est le vecteur de DARBOUX du champ w relativement 
au trièdre trirectangle w, v*, w* en P. 

Ce vecteur vérifie les relations suivantes : 

W J = A A w , v/* = iVd0 A v* , w j * = ,„d0 A w* , (1.10) 

W / = W / W " W / ' * + (A e )/ W * • Ciii) 
2. Expressions invariantes. En se servant des formules f 1 ,4-1] et (1.5) 

on obtient 

Ao = [(S + 4>i) Sin $" + A Sin 4 Cos ^ ] Cos 6 + 
+ [ te* + <i>2) S i n ? — C o s 4 Cos f ] Sin 0 

^ n e = (jt Cos <|> - ^ ) Cos 0 + (jfc* Sin cf> - $ 2 ) Sin G 

= [ (g+ cpi) Cos Ç - A: Sin <|) Sin $ ICos 0 + 
H- [ t e * + <t>2) Cos <f + k* Cos <b Sin ] Sin 0 . 

(2.1) 

On voit clairement que Je 
de 0. 

w^ga ' I A O ' x»tga s o n i des fonctions de direction dépendant 

En remplaçant 0 par 8* = 8 + - y - dans ces formules on obtient 

Jc^ = ~ [(g + h) Sin < H - * Sin <f> Cos <J> ] Sin 8 + 

+ [te* + +2) S i n ï - *̂ C o s + C o s *t> ] C o s e  

iv/cn9* = - (k Cos $ - $,) Sin 0 + (jfc* Sin <j> - ^ Cos 0 J (2-2) 

„ V = - [te+ <h) Cos /c Sin ^ S in^ ] Sin 0 + 
+ [ t e * + +2) Cos"$ + /c* Cos <J> Sin <|> ] Cos 0 . 

En se servant de [\ (1-9)], [ 2 , (2-7); (3-7)], d'après (2.1) et (2.2) on peut écrire 

( A e ) 2 + ( A B * ) 2 = = C M 2 S i û 2 ï - * S i n 2 + + ( M C o s 2 * 
(Ao)2 + (Jc^y^Mkri -K-2 (k Cos (|> +A:* ? 2 Sin cj>) + $2 + 

W + Uo') 2 =AvO 2 Cos2 $ + # Sin 2 f + (Mfc„ 0 * - Ä ) Sin 2 f 
( A * 0 Z = & 2

g C l , + k%
SCv* • 

(2.3) 

On peut exprimer ces relations par le théorème suivant : 
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Théorème 2.1. En un point régulier P d'une surface S, la somme des carrés 
des courbures géodésiques ou des courbures normales, ou des torsions géodésiques 
d'un champ de vecteur w par rapport aux directions orthogonales a (0) et a* (0*) 
ne dépend pas de la direction 0. 

La somme de la première et de la troisième des relations (2.3) donne après 
avoir remplacé par leurs égales dans [ 2 , (3-7)] , p , (1-9)] 

( A o ) 2 + W 2 + ( A * * ) 2 + O n V = A v O 2 + Mkn<b* - K 

= tí, + ^ s v + £ » 0 * • ( 2 - 4 ) 
D'où : 

Théorème 2.2. En un point régulier P d'une surface S, la somme des carrés 
des courbures géodésiques et la somme des carrés des torsions géodésiques d'un 
champ de vecteur w, par rapport aux directions orthogonales a (0) et a* (0*) du 
plan tangent en P, ne dépendent pas de ces directions, ni de l'angle § ; et les carrés 
des courbures géodésiques des lignes du champ Cv, Cv* des champs de vecteurs 
tangentiels v, v* sont égaux à la somme des carrés de la courbure normale et de 
la torsion géodésique de Cv* , 

Si 0 = 4> en se servant de [l, (3-la)] à partir de (1.5) on peut écrire 

wkg$ = kgCf Sin <|> — tg</) Cos 4> ) 

Jri = ts<p Sin $ + kgCv Cos^ . ) 

Ici , l'indice /* représente la dérivation invariante de direction $ . 

3. Certains invariants différentiels. Dans [ 2 , (2-6), (2-7), (2-8), (2-9)] 

on a montré que 

= k(g+ fa) Cos <j) + k* (g* + ^ Sin $ 

& = A D + v* V F < B * - kscv
 lri + kscv* kri' 

= -k(g + < M Sin (j> + k* (g* + <|>2) Cos 4 

= k{g+ 4>2) Sin 4 + £ * te + c )̂ Cos 4> 

= k te* + 4)2) Cos <}> - k* te + <K) s i n $ • 

A partir de p , (3-la), (3-lb)] on peut voir facilement que 

(3.1) 
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» V ' = ~ A s * • O - 2 ) 

Si l 'on utilise ces dernières formules dans les relations (3.1) on obtient une forme 
plus symétrique 

^ = vKb A » + A o * A e * 

# = As + A o * Ao* 

^ "~ A e v̂ ge* ~~ A e * ^ g e 

^ = ~ A o A o * + A 

Ajoutons à ces égalités 

A o • 

(3.3) 

K = A 0 v W A G * rh (3.4) 

(3.5) 

que l 'on obtient en se servant de (3.2) dans [', (9-7)] et 

Mtg$ = ytgo A e A e * A 0 * 
que l 'on peut obtenir par calcul. 

Pour les champs de vecteurs généraux on peut écrire les six relations semb­
lables à celles citées ci-dessus pour les champs de vecteurs tangentiels. 

1 A o Afo k * yr gt) 

m — 1c t 4- A a * Î * 
M» se 

— le t * — A o •Ao 

— Je le • + „ Ko* J< 

K ' 1A10 lAe* lAo 

1 \J^ii(3 iAe A o * wlge 

(3.6) 

Pour obtenir les valuers de , â$ , , B , K et S se trouvant dans les 
relations (3.6) i l suffit d'utiliser les égalités 

(a Cos 0 + b Sin 0) {à Cos 0 + b Sin 0) + 
+ (b Cos 0 - a Sin 0) (6 Cos 0 - â Sin 0) = aâ + bb 

{a Cos 0 + b Sin 0) (â Cos 0 - b Sin 0) -
— (b Cos 0 — a Sin 0) (6 Cos 0 + à Sin 0) = aâ - bb . 

Par exemple pour la valeur de stf dans (3.3) on peut écrire 

= <t>i) Cos 4 + * * ( g * 4 - (f)2) Sin c|), 

car à partir de (3.7) on a 

(3.7) 

(3.8) 
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a = g- + <j>j , & = g* + 4>2 , â = k Cos (J) , 6 = A* Sin cj>. 

Pour si si l 'on note 

a — (g + <J>i) Sin ^ + k Sin <j> Cos cj> , â = k Cos 4» — i>l 

è = (g* 4- cjg Sin i — fc* Cos ^ Cos i , b = k* Sin <|> — $ 2 

et si l 'on applique (3.7) on obtient 

~st = (fc Cos 4> — i t ) [ (g + <t>|) Sin i + k Sin <j> Cos ] + 
+ (fc* Sin ^ - i 2 ) [ (g* + c)>2) sin - fc* Cos cj> Cos $ ] (3.9) 

ou bien après avoir ordonné 

^ = [ ^ - (ff* + *â) +2 ~ + 4>i) ï i ] sin ï + 
+ f fc* Î 2 Cos tj> — A 4>"j Sin (j> — A f r f i 0 ] Cos <j> . (3.10) 

En se servant de (3.7) pour 3ê, «? et de (3.8) pour # , ^ , K on obtient 

¿9 = [ te+ 4>i) Sin i + k Sin <|> Cos <jT] [(g + <J>,) Cos "$ - A: Sin cj> Sin ] + 

+ [ te* + +2) s i n + - * * C o s + C o s î ] [te* + +2) Cos f + k* Cos <f) Sin|" ] , 

# = [ t e + ^ S i n ^ + A: Sin 4 Cos [te* + <t>2) Cos ? + Ar* Cos 4> Sin"$] -
~ [ t e + «K) Cos i - k Sin 4> Sin $] [ (g* + < y Sin $" - fc* Cos ((> Cos ? ] , 

¿1 = — (/c* Sin $ — (jïj) [te + h) Sin 4> + k Sin $ Cos $ ] + 

+ (k Cos 4> - [ (g* -|- c|>2) Sin Ç — Jfc* Cos cjj Cos $ ] , 

" Z = - (k* Sin 4 - [te + <K) Cos cj> — A: Sin <f> Sin f ] + 

H- (/c Cos<i> - i , ) [ (g* - f c|)2) Cos f 4- A:* Cos $ Sin f j , 

Z = (fc Cos 4 - i , ) [(g + <(>,) Cos i — & Sin 4 Sin ] 4¬
4- (k* Sin 4 - i 2 ) [ (g* 4- <|>2) Cos "$ + k* Cos tj> Sin "|] 

ou bien après avoir ordonné on obtient 

^ ^ _ ^ C o s 2 ^ 4 - - i - [ ( „ V ) 2 - Mkn^ +K] Sin 2 ^ , (3.11) 

¥ = (3.12) 

® = [ 0 - te* + +2) ?!_ + te + «>,) fc] Sin + 
4- [ k 4>, Cos <j> + cj)2 Sin tj> - X ] Cos (j>, (3.13) 

* = [ ^ - (**_+ 4>2) +1 + te + fc) $JCos $ + 
4- [K- k* t|)I Cos <f> ~ /c (j)2 Sin 4> ] Sin <j> , (3.14) 
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* = [ j * - (g* + <£2 ~ (g + +,) if! j Cos $ + 
- f [ M f t f 0 + Sin <f> — jfc* <f>2 Cos <|> ] Sin $ . (3-15) 

A partir de (3.12) on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème 3.1. En un point régulier P d'une surface S, les invariants et 
^ du champ de vecteurs w et du champ de vecteurs tangentiels v (<j>) sont égaux 
c'est-à-dire que ne dépend pas de l'angle <jj que fait w avec la normale à la surface 
et Von a 

w^bq Jge* ~ A e * w'go " v'cse Ad* ~ A o * Ae. ~ ^gcv
ki\<t>* — ^.scyt ?g0 • (3-16) 

D 'autre part en comparant (3.13) et (3.14) avec (3.10) et (3.15) on voit que 

&+&=[ß-(g* + ^+(g+^) 4>aF + Cos*—**2S»n(j>Ja, (3,17) 

t ^ 2 + ^ 2 = [ ^ - ( g * + c t > 2 ) Î 2 - t e + c | > I ) $ 1 ] 2 + [Aft^+fc?, ShKj i - f t t i ; Coscj)]2. (3.18) 

ce qui est l'extension de la formule (3-64)]. 

Théorème 3.2. En un point régulier P d'une surface S, la courbure normale, 

la courbure géodésique et la torsion géodésique d'un champ de vecteurs w(<j),<j>) 
relativement à une direction a (G) sont liées, quelle que soft la direction Q , par la 
relation (3.19) dont les coefficients m dépendent pas de 0 . 

4. Direction asymptotique relative à la courbure géodésique d'un champ de 
vecteurs w. 

La direction y 1 de 0 pour laquelle 

est appelée direction asymptotique du champ de vecteurs w (<{>,c|>) relativement 
aux courbures géodésiques du champ au point P. 

Notons f 1 la direction orthogonale à y 1 , c'est-à-dire 

En éliminant Cos 0 et Sin 0 dans les expressions données par (2.1) pour Je 
/c„n et on obtient la relation 

+ ^ 0 (3.19) 

0 

2 
(4.1) 

D'après (2.1; 1) on obtient 

tg Y = — 
(g + cf),) Sin $ + k Sin $ Cos 4> 

(4.2) 
(g* + 4 > 2 ) S i n $ — k* C o s <t> c ° s <t> 
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D'après (4.2), à l'aide de (7-2)] et [2, (3-3)] on obtient respectivement pour 

è = 0 et î = -
2 

Y1 = P1 > y 1 = y 3 • (4.3) 

Le premier terme du côté gauche de (2.3; 1) étant égal à zéro on obtient 

( A v O 2 = ( A v O 2 Sin 2 $ Sin 2 Ç + (M/c n 0 , - ¿0 Cos2 £ . (4.4) 

D'après la formule d'EULER (1-6)] 

k„x = fc Cos2 y 1 + k* Sin 2 y» . 

A l'aide de la valeur de t ^ i donnée dans (4.2) et en se servant de (1-8), 
(1-9)] , -f , (2-7), (2-45), (3-7)] on obtient 

, - _ K (*»«.« C o s 2 ? + W S" 1 2 ? ) + fc^ + ^ fe^) Sin 2 $ 

En se servant encore de la valeur de tg^i donnée dans (4.2) et de la for­
mule de BONNET se trouvant dans [*, (1-7)] 

tky, = D Sin y ' Cos y 1 , D = k* — k 

on obtient 

A v = - *> (S + <W te* + <J>2_)_Sin2 * + * te* + <W Sin <|> 

- k* (g + < h ) C o s $ S i n * C o s ^ s i n $ C o s + C o s 2 4> / U î ï O 1 • (4.6) 

En comparant la valeur 

, te*+ <j>2) S in ï -Â: * CoscJ) Cos^ (g + <M Sin<j> + Sin cp CosÇ t A ^ 
'Agv1 — ' — — . — — - _. - , — (4.7) 

Cos y 1 Sin y 1 

trouvée à l'aide de (2.2; 1), (4.1), (4.2) et (4.4) avec 

^ S i n ^ S i n y 1 Sin Cos y"1 

vtgYi = • — = --- — — = (4,8) 

te+cjg Sin $ +/c Sin 4> Cos cj> te*+4>2)Sini[) -^CoscfjCoscj) 

trouvée à l'aide de (4.2) de f 1 , (4-1, 3)] et de [ 2, (2-8)] on obtient 

^ S i n ^ 
= - -rrr*- • (4.9) 

Le côté gauche de (1.5; 1) étant égal à zéro pour y 1 , à l'aide de la formule 
(4.9) on obtient 
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Cos (j) 
^ = ¡ 7 — 1 - (4.10) 

En utilisant (4.7) dans les égalités 

KCosè - S'mà TTCos è - ^ S i n è ^ _, 
- 1 = x_ Smy 1 — ~ . _ Cosy1 

( g + ^ S i n ^ + ^ S i n ^ C o s ^ fe*+<|>2) Sinc^-fc* Cos<|) Cos<|> 
(4.11) 

trouvées à l'aide de (4.2) de [\ (4-1; 1)] et de [ 2, (2-9)] on voit que 

- i ? C o s ^ + B S i n ^  
v/c„Ti = T ^ : ( 4- l4) 

IV" s v1 

A partir de (1.5; 3), (4.9) et (4.10) on trouve 

(jt? cgi 
.pfgÇi = —— , (wtg^i)2 = • (4.13) 

Pour ^fc^i- on se sert de (4.2) dans (2.1; 2) à l'aide de [ 2, (2-9)] et de 
(3.13) en considérant que 

W - \B + (g + <\>0 f L - (g* + cf>2) Î J Sin £ + 
+ [fc* ^ Cos cf) + fc<t>2 Sin (f) — K] Cos c|) 

on obtient 

~B Sin y 1 ^ 2 Cos y 1 

Ĥ -HY1 

(g + <t>i) Sin <j) + Sin cj) Cos $ (g* + <|>2) Sin <j) — k* Cos 4 Cos <f> . 
(4-14) 

En comparant cette relation avec (4.7) on a 

wfc„Y' , , (in -̂iiy1) - , _ \2 • (4-15) 

5. Direction principale relative à la courbure géodésique du champ de vec­
teurs w. 

La direction 0 pour laquelle wkgQ est max. est appelée direction principale dit 
champ de vecteurs w (<)>, §) relativement aux courbures géodésiques au point P. 

Comme cette direction doit vérifier la relation 

en dérivant (2.1; 1) par rapport à 0 et en l'annulant on remarque que la direc­
t i o n obtenue est la direction v 1 orthogonale à y 1 , c'est-à-dire 
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(g* + tf>2> s i r t 4> - k* c ° s ^ Cos c|> 
i y y l — " _1 — ~ 

(g + <W Sin^ + k Sin $ Cos <J) 
(5.2) 

D'après (5.2) à l'aide de [ l , (7-4)] et [ 2, (3-5)] on remarqué que l 'on 
—: JJ 

â respectivement pour <j> = 0 et tj> = — 

v 1 = n ' , v 1 = v 1 . (5.3) 

Valeurs de klivi , tgVi, vtg^i , vknvi , dcg^i, wkgVi, ,vi(iVi , n>^nvi • 

D'après la formule d'EULER p, (1-6)] on a 

ArBïi = Cos2 v 1 + &*Sin 2 v \ 

A l'aide de la valeur de tg^r donnée dans (5.2) et en se servant de p , (1-11)], 
(2-40), (2-46)] on obtient 

k _ ^ ( ^ ^ + ^ g C v * ) S i n 2 ^ + ( ^ / : ^ - M ^ ) Sm2$+[(Ml~K)^*-MK\ Cos 2$ 

(5.4) 

ou, à l'aide de (1-4)] où peut écrire 

len-x = M—k„ï>. 

_ 
De même en remplaçant v 1 = y ' + dans la valeur de [ ! , (1-7)] écrite 

pôUf 0 = Vf , on obtient 
tg-vl = — tffi. (5.5) 

En se servant de (5.2) de [ ' , ( 4 4 ; i ) j et à l'aide dé (4.7), (4J), P, ( l -7) j , 
p , (2-5)] on trouve 

i- - _ - ^ S i n ^ - A f ^ Cos % 
vKnyi — • • ————- , (P-O) 

wK.gHi 
De même, en se servant de (5.2), (4.7), (4.1), p, (2-7)], P, (1-9)] dans 

[ J , ( 4 - l ; 3)] on obtient 

St Sih ? - (Mkn0i - K) Cos j 
v^v* = ~ . ( 5 - 7 ) ••^n-g-^s 

Encore à l'aide de (5.2), (4.7), (4.1), [\ (2-7), (3-7)] dans p , (4-1; 2)] on a 

M : s v l ) 2 S i n i - ^ C o s " $ 
v /c g v i— • -—- - ——— . v->.o/ 

u>'Cgtl 

En utilisant (5;7) ét (5.8) dé (1.5; 3) et en considérant à partir de (3.11) que 
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m = - 39 Cos 2 cj) + [(v/fgv02 + # — Mfc B J j *] Sin 4> Côs <(> 

on obtient 

- - ^ ^2 _ ^ 
ii/ffv1 — i i Kwtgv'j — " t i _ -«2 * W-9) 

I l résulte de (5.7) et (5.8) de (1.5; 1) que 

. Uf^)2 S i n ' f - ^ S i n 2 f t + (M/;„0* - jg) Cos2 j . . . 
u/Cffvi — — " — " — J î t^t" • p . i u ; 

Ce résultat se trouve dans (4.4). 

En dernier, en utilisant (5.2), (4.1), (4.7), [ l , (1-7)], [ 2, (2-5)] dans (2.1; 2) et 
en considérant à partir de (3.10) que 

^ = [ ^ - ( g + ( [ ) J ) f 1 - ( g * + 4 > 2 ) y S i n ^ - | - [ M / B C « - - Â : ^ 1 Sin $+k*$2Cos 4>]Cos$ 

on obtient 

„,/C„vt , — ' , ( I V ^ J I V 1 ) ~~r , J • (5.H) 

Résultats obtenus à partir des relations des paragraphes 4 et 5 . 

a) En comparant (4.11), (4.15), (5.9) et (5.11) on remarque que 

h -, k -\ W t -, 

Jc^i SÍ wk^i & iFtfrt 

b) D'après (4.9), (4.10) et (4.13) on peut écrire 

(rt^f + ( , ^ 0 2 - = U-7')2 • (5-13) 

c) En comparant les angles y 1 , v 1 , y 1 , v 1 on obtient le théorème suivant : 

Théorème Si l . La condition nécessaire et suffisante pour que les diteçtions 
asymptotiques ou les directions principales relatives aux courbures géodésîques du 
champ de vecteurs w (cfi, cj)) et du champ de vecteurs tangentiels v ((j)) soient égales 
est que la relation 

tf-A(g*+ <|>2) Sin c|> 4 - ¿ * te + Cos <|> = 0 

soit vérifiée en P. 

(5.12) 
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d) On peut écrire les relations suivantes 

^ 2 J " ^ 2 teO2 + ( n * ^ ) 2 d'après (4.13) et (4.15) (5.14) 

( A v ' ) 2 

(w/cg;i) 

m2+l$2 

(w/CgVi) 

= UKvf + te)2 d'après (5.9) et (5.11) (5.15) 

= te)2 + te)2 d'après (4.13) et (5.9) (5.16) 

= Grfoi) 2 + te)2 d'après (4.13) et (5.11) (5.17) 

= feO2 + (Jc&¥ d'après (4.15) et (5.9) (5.18) 

= ( n f c ) 2 + W W ) 2 d'après (4.15) et (5.11). (5.19) (}Vkgvi)2 

Dans ces relations on a 

( A v i ) 2 = {vK^f Sin 2 - ^ Sin 2 i + (Mkn0. - K) Cos2 Ç . (4.4) 

6. Directions asymptotiques relatives à la courbure normale d'un champ de 
vecteurs w, 

La direction âl de 0 pour laquelle wknQ — 0 est appelée direction asympto-
tique du champ de vecteurs ' w (<}), 40 relativement à la courbure normale du champ 
au point P. 

D'après (2.1; 2) cette direction est déterminée par la relation 

_, k Cos tb — è, 
t g a 1 = - . « n 

fc* Sin <dp« —~ v ' 

Notons 9 1 la direction orthogonale à ci 1, c'est-à-dire 

â 1 = 0 l + . (6.2) 

D'après (6.1), en se servant de [*,(6-2)] si <£ — cte. tout le long d'une courbe 
C de la surface 5, on remarque que a1 — a1. On peut donc énoncer le théorème 
suivant : 

Théorème 6.1. Si tout le long d'une courbe C de la surface S, le champ 

w (cf),(j)) fait un angle constant avec la normale à la surface, les directions asymp-

totiques relatives aux courbures normales des champs w (<[>,<}>) et v (<jï) sont les 
mêmes le long de C. 
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Valeurs de knai, tg^i, vtgai , vknai, vkga: , wkgai , Htga' • 

D'abord, le premier terme du côté gauche de (2-3; 2) étant égal à zéro 
on trouve 

U„ e,) 2 = Mkn0 - K - 2 (k ^ Cos <J> + k* $ 2 Sin <j>) + g + g . (6.3) 

Avec la méthode utilisée dans le paragraphe 4 on obtient les valeurs suivantes 

, Kkm - 2K($2 Sin <j) + Cos + $2 + 4i 
(Jt no1)2 

(k* - k) (KS'm <j> Cos ((> - /cc|>2 Cos <J> - /c*^ Sin 4> + ^j>2) . 
W ~ 7"TT^T~ ' ("•->) 

A* Sin <j) — 4>2 k Cos tj) — (j>1 

Cos â 1 Sin â 1 
wk,roi = ^ — ^ Q . F t l , . (6.6) 

fc<t>2Sin <{> + k*^ Cos cj> - K ^ 
Içk/IQl 

_ A * ^ Sinifr — fccj>2Cos (j> . . 
= — , (o.s; 

^ = y H J i 1 - f e H , ) t ; - a > ( 6 . 9 ) 

(6.10) 

et d'après (3.14) en considérant que 

K=[@+(g+$i)$2-(g*+$MCo&$+ EAr-A*i ,Cos<|)-A : i 2 Sin<i)]Siii* (6.11) 
on a 

K 
wtgii= — . • (6.12) 

7. Direction principale relative à la courbure normale d'un champ de 
vecteurs w. 

La valeur de 9 pour laquelle Jc„Q est max', au point P, est appelée direction 

principale du champ de vecteurs w(cj>,4>) relativement aux courbures normales au 
point P. 

Cette direction devant vérifier la relation 

- ^ " * " . s s s ° (7.1) 

en dérivant par rapport à 9 (2.1; 2) et en annulant on remarque que la direc­

tion obtenue est la direction 81 orthogonale à et1. C'est-à-dire que on a 
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t g g i ^ ^ U L l ï . (7.2) 
k Coş <j) — cj)I 

Si, tout le long d'une courbe C de S, <j> = cte., d'après I 1 , (6-9)] on a 

On peut donc énoncer le théorème suivant ; 

Théorème 7.1. Si tout le long d'une courbe Ç de la surface S, le champ 

w fait un angle constant avec la normale à la surface, les directions principales 

relatives aux courbures normales des champs w ($, §) et v (§) sont les mêmes le 
long de C. 

Valeurs de kn6i, tgg¡, vtg0¡, vknQi, ykBg', wkgg\, wtSûı. 

Avec la méthode utilisée dans le paragraphe 5 on obtient 

k„~<_= M — knii = 
( M 2 - i í ) f c , 1 0 - M A : - 2 ( A : z 4 1 C o s ( j ) + / c * 2 í 2 S i n í } ) ) + ^ ? -\-k*fê 

Mkn0 - K - (¿t<j>i_Cos <j> + k*i>2 Sin $) 
u^- na i 

. . _ s* - (s + 4>i) 4>i - (g* + 4>2) 4>2 n n 

* = I* - (g* + <î>2) +2 - (g + +1) 4>iîCos<i>+ 

Résultats obtenus à partir des paragraphes 6 et 1. 

a) D'après (6.12), (6.10), (7.8) et (7.9) on remarque que: 

(7.3) 
d Ane 1) 2 r 

Uh--t^it (7.4) 

Mtg0 - f Sin <f) — fc*<j>2 Cos cj> 
v f s e , ^ - • — , 

vfcW G l = v T 1 , ^ - ' Y 2 ^ • (7-6) 

wkn~QÎ ' v & T 2 / T 2 T 1 T I (7.8) 

+ [ M i Ä 0 + ^ j Sind>— fc*<f2Cosd>] Sin$ , 

wkSQi = r/r~" • (7-9) 
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wtga* 

K H^B 1

 = _f_ 

K Si 

b) On peut écrire les relations suivantes : 

K2 + B% 

si 

(7.10) 

(u^wo1)2 

(iv^wo1)2 

Z 2 + ^ 2 

Ctf̂ Y/0')2 

) 2 + ( A s 0 2 (6.10) et (6.12) 

( w f « 0 2 + U « 0 2 (7.8) et (7.9) 

te)2 + te)z (6-12) et (7.8) 

U i O 2 + ( A * ) 2 (6-12) et (7.9) 

^ 2 4- <f2 

- T T V = U&f + U « 0 a (6-10) et (7.8) 
Vif* «0 v 

^ 2 + - ^ 2 

GC^MO 1) 

Dans ces relations on a 

= G f e O 2 + (6.10) et (7.9). 

(7.11) 

(7.12) 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

(7.16) 

( A â O 2 = Mkn0 - K - 2 (fck Cos cj> + /t*4>2 Sin <j>) + cj>2 + <$>\ . 

8. Direction asymptotique relative à la torsion géodésique du champ de vec­
teurs w. 

La direction p 1 de 9 pour laquelle 

0 

est appelée direction asymptotique du champ de vecteurs w(<J>, <j>) relativement aux 
torsions géodésiques du champ au point P. 

D'après (2.1; 3) cette direction est déterminée par la relation 

f ni' — (S -\- 4>i) Cos ib — /c Sin cj) Sin ij> 
g (g* + 4>2) Cos <j> - M * Cos <p Sin"$ ' 

Notons Tj1 la direction orthogonale à p 1 . C'est-à-dire 

(8.1) 

7t (8.2) 



18 N. TJRAL 

Dans les cas où <j) — 0 et $ = -^-» d'après [ 2,(3-3)] et [S (7-2)] on a res­

pectivement 

P1 = ? , P1 = P1 • (8-3) 

Valeurs de kn$i, tg^< , vtg$i, y/c„Bi, vlts$j, wkgpi ? ^«p 1 • 

D'abord, le premier terme du côté gauche de (2.3; 3) étant égal à zéro on 
trouve 

(wtfni)2 = iA^f C°s 2 $ + & Sin 2 j + (M/c„0* - X ) Sin 2 . (8.4) 

Avec la méthode utilisée dans les paragraphes précédents on obtient les valeurs 
suivantes : 

Kk„0* Sin 2$"+2 À"fc^Sin$ Cos<j> + (<gkgCy+@kgCv«) Cos2$ 
kn& = ( t • \1 " — '' > (8-6) 

[k* O H , ) Co&ï-kig**^ Sin tf>] - A Sin 2<f>Sin2i 

D
 (

 ( 8- 7 ) 

_(£*-H^CosÏH-/c*Cos<f)Sinci O + ^ C o s i - j t S i n ^ S i n Ç G , 
^ - — ^ r ~ ^ - ~ ~ ^ r - - • <8-8> 

v i g p i = - — - Cosc)}, (8.9) 

^ C o s é + ÎTSinè 
^ = — ^ —3 (8.10) 

,/cgpi Sin "cj> , (8.11) 
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9. Direction principale relative à la torsion géodésiqve du champ de vec­
teurs w. 

La valeur de 0 pour laquelle lvtgg est max. au point P, est appelée direction 
asymptotique du champ de vecteurs w (4>, <j)) relativement aux torsions géodésiques 
du champ au point P. Cette direction devant vérifier la relation 

en dérivant (2.1; 3) par rapport à 0 et en l'annulant, on remarque que la direction 

obtenue est la direction r ] 1 orthogonale à p 1 . C'est-à-dire qu'on a 

t g r? = <h) Cos j + fc* Cos<J> Sin ^ 
(.S + $1) Cos cj> — k Sin <j) Sin <j) 

D'après [ 2, (3-5)] et [l, (7-4)], pour d> = 0 et <p = -—•• on a respectivement 

x\x ~ v 1 , rf = T) 1. 

Valeurs de k„^i , i ^ i , ¥ f ^ i , vfc„^i , v/cĝ i „ Jcg?ti , wk,^\ . 

Avec la méthode utilisée jusqu'à présent on obtient les valeurs suivantes : 

k„ni — 
(MBCp-\-mkgCv*) Cos2^-\-(Mm-KkgCv,) Sin2^+ | ( / t f 2 - i Q £ „ 0 * - A f i q S i n 2 i 

~ f f - \2 " (9-2) 

tfnï = — igpi, (9.3) 

t - - (Mkm*-K)Sm$+<%Cos \\> 

_ j / C o s ^ + M ^ S i n ^ 
vrgyi1-

_ ( ^ V Q 2 Cos 4) + J 1 Sin (|> 
Agv)1 — , _ > (9.6) 

w^gn1 ~ ' TZ ' ) (9-7) 
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Résultats obtenus à partir des paragraphes 8 et 9 . 

a) En comparant (8.12), (8.13), (9.7), (9.8) on remarque que 

wlCg$l 

" K ' ic^-gi1 wktl7ii 

W iî viß1 

vfc HT)1 
— î 
K 

1 

(9.9) 

b) D'après (8.9), (8.11) et (8.12) on peut écrire 

O^f + te)2 - — = u » o a (9.10) 

c) En comparant les angles p*1, r\l, p. 1 , n.1 on obtient le théorème suivant: 

Théorème 9.1. En un point régulier P d'une surface S, la condition néces­
saire et suffisante pour que les directions asymptotiques ou les directions princi­
pales des champs de vecteurs w , et v (cj>) relativement aux torsions géodésiques 
soient les mêmes est que la relation 

c€ = k te* + c})2) Sin 4 + k* te + 4>,) Cos <j> - 0 

soit vérifiée en P. 

d) On peut écrire les relations suivantes : 

%2 + K2 

(ic^gï]1)2 

m1 + s 1  

~ä2-\-v2 

C'gT]1)2 

Gĉ gn1)2 

K2 + m2 

(if̂ g'O') 

Z 2 - f ^ 2 

( A ß 1 ) 2 + teiO2 = ( A , 1 ) 2 (8.12), (8.13) et (1.8) (9.11) 

( A i 1 ) 2 + teO2 = W w ) 2 (9.7), (9.8) et (1.8) (9.12) 

( A ï O 2 + ( A ë 1 ) 2 

( A ë 1 ) 2 + ( A v ) 2  

(AßO 2 + ( A i 1 ) 2 

(8.12) et (9.7) 

(8.12) et (9.8) 

(8.13) et (9.7) 

(8.13) et (9.8) . 

Dans ces relations on a 

teO2 — ( A v O 2 Cos2 ï + m Sin 2 $ + (M km* - K) Sin 2 $ . 

(9.13> 

(9.14) 

(9.15) 

(9.16) 
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Résultats obtenus en comparant les relations des paragraphes 4, 5, 6, 7, 8, 9 . 

1) 

— ïAg'Ô1 • wk/io* ~ I / £ / J V ' • iv&gv1 (7-9), (5.11) 

$ = wtf,i . lv/cgvi = A i 1 • «•'gi1 (5-9), (9.7) 

vkg$i . wtg^i = — wtgyi. „kgvi (8.12), (4.11) 

- wkgZ1 • \J<n6l ~ X i 1 • A v 1 (6-10), (4.15) 

Ami1 • wtgri1 — wtgQ1 • A ë l (9-8), (7.8) 

,/c„pi . wtfnr = — „,̂ ¿1 . Jc„qi (8.13), (6.12). 

i f 

s' 

K 

(9.17) 

Ces résultats peuvent être énoncés directement en utilisant les directions ortho­
gonales ö 1 et G1 , ß 1 et r\l , y1 et v 1 dans la définition des invariants si, 3§, B, 
<?, K donnée dans le paragraphe 3. 

2) En comparant si et 2, W et ^ , é" et K dans (9.17) on trouve 

Wk„yl lv/cnvi \Ana1 

wAget.1 vAgtf k ~ 

te - \Agrt1 ïAgv1 

vit gl1 wtgv' M>tgï]1 

Mitgtt.1 wtgol wtg-/)1 

\An&1 vAirti1 lAnij' 

(9.18) 

3) En comparant les relations (4.4), (6.3) et (8.4), (2.3) on obtient 

(wtgn'f = (JS0)Z + (wtgfff 

et l'énoncé'du théorème 2.1 peut s'écrire alors sous la forme suivante : 

Théorème 2.1'. En un point régulier P d'une surface S, la somme des carrés 
des courbures géodésiques, la somme des carrés des courbures normales, la somme 
des carrés des torsions géodésiques d'un champ de vecteurs w relativement à deux 
directions orthogonales ne dépendent pas de la direction 0 et sont égales respecti­
vement au carré de la courbure géodésique maximale, au carré de la courbure nor­
male maximale, au carré de la torsion géodésique maximale en ce point. 

file:///Agrt1
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En prenant pour directions orthogonales a 1 et 91 , ß 1 et r j 1 , y 1 et v 1 d'après 
(9.19) on peut écrire 

( A v O 2 = ( A i O 2 + ( A < ; 0 2 = ( A * 0 2 + ( A * 0 2 ) 

(AüO 2 = (A3O2 + G A ; 0 2 = ( A ï O 2 + ( A v O 2 ( 9 - 2 ° ) 

Oi^y = u&y + ( . . V v O 2 = U i ^ y + u * e o 2 - ) 

4) On peut écrire les relations suivantes : 

A r 1 • A ï 1 = v^ë1 • = — % C o s + d'après (4.10) et (8.9) (9.21) 

vtgyi. A ï ' = A ë 1 • . ^ V = ^ s i n ? d'après (4.9) et (8.11) (9.22) 

( A i * • A v O 2 - G<W • .v^-ô1)2 = ^ 2 + ^ 2 d'après (4.13) et (8.19) (9.23) 

(yt& . A v O 2 + (yt& . „t^f - m2 + (Mk,l0*-K)2 d'après (5.7) et (9.4) (9.24) 

G/W • A v O 2 + G A 1 • - W ) 2 = ^ 2 + ( M f Ä 0 ) 2 - (5.6), (9.5) (9.25) 

(Aï> • A " v ' ) 2 + ( A v • » ^ 0 2 = ( A v O 4 + &2 • (5.8), (9.6) (9.26) 

En se servant de (9.20; 1) dans (9.3), (9.20; 2) dans (9.16), (9.20; 1) dans 
(7.16) on obtient 

te)2 ( A v O 2 = ^ + ^ 2 , 

( A ê 0 2 U ^ ) 2 = ^ 2 + ^ 2 , 

( A v 0 2 ( A ê 0 2 = ^ 2 + ^ 2 

et à partir de (9.21) et (9.22) on obtient 

(vtSQi . }vtg^i)2 + ( A ß 1 • wtgr,1)2 — ^ 

(.vtgv1 • wkgv*¥ ~\~ G A r 1 • iv^gv1)2 = t^'2 

(yÎgpl . H>ÎgïlO "I" G^gY1 * If̂ -gvO2 = ^ 2 

5) Cas particuliers de la relation « A B + ®wtg&-KJcgä 

(9.27) 

(9.28) 

(9.29) 

a) Si 6 - a 1 , on a A ï 1 = 0 et 

l v i g C [ i K wtgari —0 . 

(9.30) 

0 de (3.19) : 

(9.31) 

Cette relation peut aussi être obtenue à partir de (6.10) et (6.12) 

b) Si 9 = p 1 , on a wtg$i = 0 et 

i f , A & 1 • k I A ß 1 = 0 • (9.32) 
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Cette relation peut aussi être obtenue à partir de (8.12) et (8.13) 

c) Si 0 = ^ — 1 , on a , A Y 1 = 0 et 

% A ' + wt& = 0 • (9.33) 

Cette relation peut aussi être obtenue à partir de (4.11) et (4.15) . 

6) Pour faciliter les calculs on peut se servir des valeurs suivantes de ( ,AQ0 2 > 
CA'vO2 > G ' - W ) 2 : 

C A O 2 = (** Sin 4 - ï 2 ) 2 H- (/c Cos (j> - ^ ) 2 , (9.34) 

C A O 2 = [ ( g 4 ^ 0 s i n Î + / c S i n c t ) C o s f ] 2 + [ t e * + c|)JSinf -^*Cos4Cosf] 2 , (9.35) 

te)2 = [ t e + + i ) Cosi-&Sin<|> Sinï] 2 +[(g*+c|) 2 ) CosJ+/c* Coscf) SinÇj 2 . (9.36) 

10. Indicatrices. 

Sur le pian tangent en P à S, le lieu géométrique du point Q défini par 

P Q = „ L _ a (9) ( i 0 - 1 ) 

sera appelé indicatrice des courbures géodésiques du champ de vecteurs w (<J>,40 
en F, le lieu géométrique du point Q défini par 

PQ - a (9) (10.2) 
wktto 

sera appelé indicatrice des courbures normales du champ de vecteurs w ((|>,<t>) en 
P, le lieu géométrique du point Q défini par 

P Q = — ! — a (0) (10.3) 

sera appelé indicatrice des torsions géodésiques du champ de vecteurs w (4>,<10 en 

P. Et elles seront notées respectivement par Ig , 4 , . 

Les axes de coordonnées étant les axes principaux de S en P, on obtient, en 
utilisant (10.1), (10.2) et (10.3) dans les formules (0.1; 1) et (2.1), les équations 

pour lg : [(g + <f)j) Sin $ + /c Sin <J> Cos <j>] + 

+ [te* + <t>2) Sin - /c* Cos 4> Cos i l X 2 - 1 = 0 (10.4) 

pour l k : (k Cos $ - \) X1 - f (A;* Sin 4> - ^ 2 ) JT2 - 1 0 (10.5) 

pour 7, : [(g + c)),) Cos f - /c Sin <j> Sin X1 + 

+ te* + <W C o s ï + &* Cos <f> Sin $] X 2 - 1 = 0 . (10.6) 
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On remarque que ces indicatrices sont des droites ne passant pas par P et 
que les points où elles coupent les axes principaux sont 

( l / [ f e + < M S i n ï + k Sin 4 Cos d>] , 0 j 

(0,T/[(ff* + 4»2)Sin4¡ - k* Cos 4 Cos"$] 

\ = (l/[jfc CostJ) - 4,1,0 
) • 

' o , Sin cp - 4 2 

) • 

( l / [ ( i T + <h)Cos $ - k Sin 4 Sin <j)], o ) , 

( 0 , l / [ f e * + 4-2) Cos $ + &* Cos 4 Sin <j>] 

(10.7) 

A partir des formules de 7A,, Ik, It, on voit que ces indicatrices sont paral­
lèles aux directions asymptotiques et orthogonales aux directions principales de 
même nom. 

Soit Qg, Qk> Qt les pieds des perpendicularies abaissées de P sur ces indicat­
rices, d'après les définitions des indicatrices et des trois directions principales 
on a 

—~— = wkg'^ , - — JCf^i, — — - = wtg~i . (10.8) 
Fl¿g

 F Q/ C
 r Q c 

Soit Qga, Qk6, Qls les points où une direction quelconque 9 coupe les indicat­
rices, à partir des triangles PQg QgQ, PQk QkQ, PQt QIQ on a respectivement 

k — k -, Cos ( 9 - v 1 ) , (10.9) 

Cos(9 - 0 l ) , (10.10) 

w^ge ~ \ytgi)1 Cos (9 - ïï1)- (10.11) 

En écrivant ces relations pour deux directions orthogonales 9 et 0* et en 
effectuant les calculs nécessaires, ou bien, en appliquant aux triangles rectangles 

obtenus à partir des indicatrices et des directions 0 et 9* , l'égalité — 4- — = — 
bz c2 h2 

où b, c sont les côtés orthogonaux et h est la hauteur relative à l'hypoténuse 
on peut écrire directement les équations (9.13) déjà obtenues. 

On peut facilement voir à partir des indicatrices que, les courbures géodé-
siques du champ de vecteurs w (<b,d>) pour deux directions symétriques par rapport 

file:///ytgi)1
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à la direction principale des courbures géodésiques, les courbures normales du champ 

de vecteurs w (4,4) P o u r ^ e u x directions symétriques par rapport à la direction 
principale des courbures normales, les torsions géodésiques du champ de vecteurs 
w (4)4) Pour deux directions symétriques par rapport à la direction principale des 
torsions géodésiques sont égales entre elles. 

11. Courbure normale, courbure géodésique, torsion géodesique d'un champ 
de vecteurs relativement à une troisième direction, en fonction des éléments de deux 
directions quelconques. 

Nous pouvons effectuer facilement les calculs en nous servant des indicat­
rices. 

Soit P1, P2, P 3 les trois droites passant par P du plan tangent ou point régu­
lier P à S. Soit Qj (j = 1,2, 3) les points où ces droites coupent Ik . La somme 
des surfaces algébriques des triangles Q^PQ^ , Q3PQ2

 e s t égale à la surface du 
triangle QtPQ2 • D'après la définition de 7̂  on a 

(11.1) 
rQ1 = -j^.rQz=-±-,PQ>=^-

1 tPp = Qp(p= 1,2,3) 

et 

(Sin 0 ) wk,m + (Sin £ 5 ) wknt>, + Sin ( 0 ) A 6 ( = 0 ( i l . 2 ) 

ou bien si l 'on note 

•on trouve 

y\ y\ y\ 
Ams = vfcm > I * 2 = v > 3,2 = v t , 1,3 = v 2 •, (11.3) 

= A e . S i n v l + À e a Sin V 2 ^ j ^ 
Sin v 

De même on peut écrire 

Sin v 

.et 

f __ wtgp, Sin V] — »./g6l. Sin v 2 ^ 
w e ° Sin v 
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12, Certaines fonctions de directions et certains invariants différentiels qu'elles 
définissent. 

Les fonctions de directions étudiées par F. SEMÎN dans [ 2, (2-14), (2-16), 
(2-25)] peuvent s'écrire, en considérant que 

A i * = ¿so" 

AgB* 

(12.1) 

dans (3.2), sous une forme plus symétrique 

¥
k
n<t = (AQ) I~kgc • vkr,B* 

= ( , ' » ) / > ° 2 ' 2 ) 

vkgQ = (Ase)/ - k gc • Ad* • 

En utilisant de nouveau (12.1), à partir de p , (2-17), (2-18), (2-27)] on obtient 

Ano* vtgo*.— (/*«*)// • ,tü 

(12.3) 

vAo*^ vkgo* = (/Se*)" + kgc* ' A e • 

Les invariants [ 2 , (2-21), (2-23), (2-29)] prennent la forme 

Â0 ~ v*' s e * = Â ô + Âe« = & Cos 4), + (** Sin 4>)2 + 
+ fcg* Cos 4> — g Sin 4> = M¡* + 

+ v* V = ¿ + = (A* Cos cj>)2 - (k Sin 4X -
- /cg* Sin <j> - g Cos <j> = - si 

Ao + À » = vkso + = fe + <j>i). + te* + $2)2 + 
+ g* - g c j v 

Les indices /* et II* désignent les dérivations invariantes de directions <j) et 

(12.4) 

Dans [ 2 ] , la dépendance des fonctions de direction Jcm , vtgQ, v*kng*, v . i g 6 . 
à 9 et <j> a été sous entendue. Soit 5 = (p — 9 , J£e la fonction de direction de 
LAGUERRE, @9 la fonction de direction de D A R B O U X , dans p , (12-15) et 
(2-16')] on a 
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vk„Q = Cos 8 + ^ Sin S + Jcn . vtt 

(12.5) 

* 80 ' v ne " 

et de même on écrit 

- J5?9* Sin 6 + Cos 8 - „./c, 

^ . Cos 5 - f & . Sin 5 + (12.6) 

La dépendance de J2?e et ^ 9 à 0 est déterminée par f 1 , (9-31) et (9-32)] . 

D'abord on peut écrire les expressions de JcnQ, vtgf}, ¥*fcW 6*, v*tg6* dépendant 
directement de 0 et de § , pour pouvoir s'en servir quand i l le sera nécessaire. 

Par exemple en utilisant (4-1; 1)] et la formule de L I O U V I L L E on trouve 
pour fim 

Jcw = [(k Cos o», -k*g Sin <p] Cos2 G + [(k* Sin <J>)2 + kg* Cos <p] Sin 2 0 + 
+ [(k Cos tj>)2 + (k* Sin 4X - f kg Cos cp - k* g* Sin cj>] Sin G Cos 8 . (12.7) 

De même, on obtient 

= - Kk Sin cp\ + k*g Cos cp] Cos2 0 + [(k* Cos <j))2 - /cg* Sin .<j>] Sin 2 0 + 
+ [(k* Cos <J>), - (A; Sin cp)2 - Sin $ - k* g* Cos cp] Sin G Cos G . (12.8) 

En remplaçant 0 par 0 = 0* + — dans (12.7) et (12.8) on trouve 
2 

Â e * = Kk C o s - ft* S Sin 4] Sin 2 0 + [(k* Sin cp)2 + kg* Cos cj>] Cos2 0 -
— [{k Cos <j>)2 + (k* Sin cp)1 + /cg Cos <p — & * g * Sin 4] Sin 0 Cos 0 , (12.9) 

^ = - [(k Sin 4)j + fc* g Cos $] Sin 2 0 + - [ ( * * Cos cf>)2 - fcg* Sin <p] Cos2 0 -
- [(jfc* Cos $\ - (fe'Sin cp)2 - kg Sin <p - k* g* Cos cp] Sin 0 Cos 0 . (12.10) 

Extension. 

En s'inspirant de (12.2) et (12.3) on peut écrire pour les champs de vecteurs 
généraux 

(12.11) 
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Ao* ~(A 9 * )J/ ~^kgt* • wKB 

wkm* =Ucgtf)n+K<? • Ao • 

(12.12) 

En remplaçant dans (12.11; 1) les valeurs de Jcm et wk„0* obtenues dans 
(1.5; 2) on obtient 

En utilisant la condition d'intégrabilité et pour calculer — <Ki+A f f c
( t , j/ o n a 

Âo = v̂ o + - ïn) Cos2 9 - (g* 4, + 4 2 2 ) Sin 2 9 -

- 2(g4t + 4 2 1 )S in9 Cos 9 (12.14) 

ou avec la valeur de ykne dans (12.7) on a 

wk„B = [(Je Cos cp), - A* g Sin <p + gip~2 - $ » ] Cos2 9 + 

+ [(k* Sincp)2 + fcg* Cos <p - g* ^ - 4 2 2 ] Sin 2 9 + (12.15) 

+ [(k Cos <p)2+(A;* Sin $), +/cg Coscp-A:*g* Sin<p~2 (g$l + <j>21) Sin 9 Cos 9 

et l 'on peut énoncer le théorème suivant : 

k 
Théorème 12.1. En un point régulier P d'une surface S, Vexpression 
= («Ana)/ ~~ ksc • wkw* r e l a t i v e à un champ de vecteurs w (<p, cj>) par rapport à 

un système de directions orthogonales a (9), a* (9*) est une fonction de direction, 
c'est-à-dire que cette expression est la même pour les courbes C tangentes entre 
elles au point P de la surface S et elle est déterminée par (12.15). 

De même on a 

Â ô * = [ (A 9 * )//+ k
gc* • Anol - - kgc* 5/ = 

§IUI — kgc* <f>/ • (12.16) 

TZ 
Ou en remplaçant 9 par 0* = 9 + — dans (12.14) et (12.15) on obtient 

2 

Â 9 * = Â 0 * _ + Oiïz " ïu) «in 2 9 - (g* + 4 2 2 ) Cos2 9 + 

+ 2(gcp1 + cp21) Sin9Cos9, 

Â 9 . = [(k Cos tp), - k* g Sin <p + g j 2 - f n ] Sin 2 9 + , 

+ [(/c* Sincp)2 + kg* Coscp - g * ^ - ï 2 2 ] Cos2 9 + 

(12.17) 

(12.18) 

- [(k Coscj))2+(/c* Sin(pX+^gCos(p-Â:*g* Sincp-2(g<p1 + <p21)] Sin 9 Cos 9. 
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D'après (12,14) et (12.17) on obtient 

Â e + A G * = Â e + Â 0 * + S $2 - <Fi - ï n - ?22 = 

= M , . + 0 + g ï 2 - g* 4i - ï n - Ï22 (12.19) 

qui ne dépend pas de 6. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème 12.2. En un point régulier P d'une surface S, la somme tvkm-\-Jcm* 
relative à un champ de vecteurs w (cp, cp), par rapport à un système de directions 
orthogonales a (0), a* (9), ne dépend pas de fa direction 0. Sa valeur donnée 
par (12.19) ne dépend que du champ de vecteurs w(cp, (p), c'est-à-dire que cette 
expression est une fonction de champ ou un invariant différentiel. 

Si le champ w (cp, cp) fait un angle constant avec la normale à la surface 
d'après (12.19) on a 

Si l'on applique la méthode utilisée pour Jcno à (12.11; 2) et (12.12; 2) on 
obtient 

JSo - As C o s + + J n Sin ï - M/cea =^ 

= ( Â „ + ^„?/) Cos ? + (y7g e - A e +/) S i n $ - 02.20) 

^ A-o* Cos $ + vf g E )* Sin ï - > s o * $ „ j = ^ 

= + , '„•*,/) Cos <j> + ( , V - v/cg8* f „ ) C o s <p (12.21) 

ou en utilisant (12.8) on peut écrire 

Â o = { [ - (* s i n H - k* S Cos cp - (g + 4>,)ÏJ Sin $ + 

+ [te + 4>,)i - g te* + tl>2) - - Sin cp] C o s ï ) Cos2 0 + 

+ {[(A* Cos cj>)2 - kg* Sin cp - (g* + 4>2) * 2 ] Sin $ + 

+ [fe* + <j>2)2 + g* te + <p,) + A* f 2 Cos cp] Cos cp"} Sin 2 0 + (12.22) 

+ {[(k*Cos$)1-(kSm$\-kgSm$-k*g* C o s c p - t e + c p ^ -

- te + <W $,] Sin ï + [te + 1̂)2 + te* + +2)1 + i te + +,) -

- g* te* + <W + £ * ï i Cos cp - /c <j>2 Sin cp] Cos^} Sin 0 Cos 0 . 

Théorème 12.3. £ « u« point régulier P d'une surface S, l'expression 

Jn = C'«>/ ~ kgc* • wtge* relative à un champ de vecteurs w (cp, cp) par rapport 
à un système de directions orthogonales a (0), a* (0*) est une fonction de direction, 
c'est-à-dire que cette expression est la même pour les courbes C tangentes entre 
elles au point P de S; et elle est déterminée par (12.22). 
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En écrivant Jg9 de (12.22) sons la forme 

J a a = a Sin 2 9 + b Cos2 9 + c Sin 9 Cos 9 (12.23) 

on a 

Jga* = a Cos2 9 + b Sin 2 9 - c Sin 9 Cos 9, (12.24) 

D'après (12.20) et (12.21) on obtient 

Jm + Àe* = (Ao + As*) C o s * + C M + A e * ) Sin ? - ^ - t lA f i 9« = 

( Â 0 + Â , * ) Cos $ -h (J8Q + ^ ) Sin $ -

- [fe + <h) ^ + te* + $2) <M Sin ? - [k Sincp ^ - fc* Coscp $2J Cos"? = 

= (Ao + Â e * ) Cos cf + (Jn + V7S0*) Sin $ + s? - si S i n | + Mtg0 Cos ? = 

- [Mu* - ^ - ï x te + * i ) - +î (g* -f <M Sin ï + (12.25) 

+ [te + +,)! + te* + <Wz + « • * + ! - £<1>2 - A Sincp f 4 + k* C o s H J Cos * = 

= [ M i i . - 2 j ^ S m ï + [ ( * + + , ) l + ^ . 

Le même résultat peut être également obtenu d'après (12.23) et (12.24) sous la 

Théorème 12.4. 2?» un point régulier P d'une surface S, la somme Jm-hJon* 
relative à un champ de vecteurs w (<p, (p), par rapport à un système de directions 
orthogonales a (9), a* (9*), ne dépend pas de la direction 9. Sa valeur donnée par 
(12.25) ne dépend que du champ de vecteurs w (cp, <p); c'est-à-dire que cette 
expression est une fonction de champ ou un invariant différentiel. 

En dernier, d'après (12.11; 3) et (12.12; 3) on a 

ÂQ = ÂB
 s i n ï - AB Cos ï + „tn ?, = 

= (ÂB + v i s 9 ï/) Sin $ - (/ g 9 - vkgt) Cos <p~, 

Â, ,» = A „ * Sin $ - v i g 9 * Cos <p~ + wtn. §n = 

= (vÂge* + v^ 9* ?//) Sin f - (vtg9* - vkg6* $"/7) Cos f 

ou à l'aide des valeurs obtenues ci dessus, on obtient 

(12.26) 

(12.27) 
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> M = { [ te + - g (g* + <f>2) - A ?, Sin 4>] Sin ? + 

-h [(A Sin cp), + A* g Cos cp + (g + <ps) ? J Cos ? } Cos2 0 + 

-!- {[(g* + fa)2 + te + * i ) + A* ï 2 Cos cp] Sin ? + 

+ [ - (A* Cos <p)2 + % * Sin cp -f- (g* + cp2)?2] Cos cp"} Sin 2 6 - f (12.28) 

-I-{[te-i~ + te* + fa\ + s te + <W ~ g * t e * + ^ + 
+ A*?, Cos cp- A? 2 Sin cp] Sin cp" - [(A* Cos <p)[ - (k Sin cp)2 -

— AgSincp - A*g-*Coscp - te + ( p 1 ) ï 2 - t e * + 4 ' 2 ) ï 1 ] C o s ? } SinO Cos6. 

Théorème 12.5. '£« un point régulier P d'une surface S, l'expression 

wkg9 (>vkSü)i — ksc,. wkg6* relative à un champ de vecteurs w (cp, (J>), par rapport 
à un système de directions orthogonales a (6), a* (G*) est une fonction de direction, 
c'est-à-dire que sa valeur est la même pour les courbes C tangentes entre elles ou 
point P de la surface S; et elle est déterminée par (12.28). 

Si l 'on noie 

JçgQ = ä Sin 2 6 + b Cos2 0 + c Sin G Cos G 

„.Ag(J* est de la forme 

JcS9* - ä Cos2 G + b Sin 2 0 - c Sin 8 Cos Q 
on a 

Ä o r- Jtf = z ( ^ « + ÄaO Sin ? - ( , f w + rtn.) Cos ? + J B 0 fa ~h JS9* fa, -

- (A* + Â » 0 Sin $" - .+ ¿ 0 Cos ? + 

+ l(g+fa)fa + te* +fa)fa] C o s ? - [k Sincp ? t - A*Coscp ? 2 ] S in?= 

= Ü „ + ^ » 0 S i n + - U « + / n * ) C o s ? - Cos$+Aff„ Sin? = 

- [ G r l - < M i + t e * + 4 > 2 ) 2 + S * + i - * ^ 

+ f - Mlt* + ja/ + (g + fa) fa + te* H- <t>2) ? 2 ] Cos ? = 

- Ete + M + te* + + g* <f>i - £<j>2 + Mtg0] Sin ? + 

- f t - M / j . + Z s f l C o s * ? - ^ . (12.29) 

Théorème 12.6. £n W H O O / H Î régulier P d'une surface S, la somme kon 4- A„„* 
relative à un champ de vecteurs w (cp, cp), par rapport à un système de directions 
orthogonales a (6), a* (6*) ne dépend pas de la direction 8. Sa valeur donnée 
par (12.29) ne dépend que du champ de vecteurs w (cp, cp), c'est-à-dire que cette 
expression est une fonction de direction ou un invariant différentiel. 
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13. Formules de F R E N E T d'un champ de vecteurs. 

Soit w le vecteur unitaire défini dans (1.7) en un point régulier P d'une surface 
S, le trièdre trirectangle constitué par les vecteurs unitaires w, w, w* = w /\ w 
est appelé le trièdre de FRENET du champ de vecteurs w (cp, tp) relativement 

à la courbe C. 

Avec la formule (1.7) nous avions vu que 

où l'indice / désigne la dérivation invariante effectuée dans la direction 6 de la 
tangente à C, wkao étant la courbure absolue du champ en P relativement à C. 

Les formules de FRENET du champ w (<p>4>) e û P relativement à C seront 
donc de la forme 

W 7 = A „ W J 
W/ = - }tk09 w + « w * > (13.1) 

w{* — — n w J 

où n est une valeur qui sera déterminée dans la suite. 

Si l 'on note 

w , w* = © 

on a 

w = v* Sinco + w* CosS , (13.2) 

w* = — y* Cos co" + w* Sin â . (13.3) 

En dérivant (13.3) par rapport à / et en utilisant les formules (1.4) on trouve 

W/* - (AQ C O S « ~ A B
 S i n » ) w - (wtgB - ïïj) w . 

En comparant cette dernière relation avec (13.1; 3) on obtient 

» = A > - S / » A Q C O S « - A B
S I N © = 0. 03-4) 

wtgB — mf est appelée la courbure absolue du champ w (cp,cj>) en P relativement 
à C; en la notant par wta6 on peut écrire les formules de FRENET 

w/ = A 9 w J 
W/ = - wKe w + ^ w* | (13.5) 

où on a 
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( A 9 ) 2 = ( A o > 2 + ( A e ) 2 

wkiw 

(13.6) 

Dans le paragraphe 1 , nous avions vu que Hkgs et Jc„0 étaient des fonctions 
de direction. Donc d'après (13.2), (13.3) et (13.6) les éléments wka% , ( Û , W , Ï Ï * sont 
aussi des fonctions de direction: On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème 13.1. Etant données les courbes C tangentes entre elles en un point 
régulier P de la surface S, la courbure absolue d'un champ w (cp, <p) relativement 
à ces courbes, l'angle co, les vecteurs unitaires w et w* sont les mêmes; c'est-à-dire 
que chacun d'eux est une fonction de direction. 

On n'a pas la même propriété pour la torsion absolue w t m , parce que géné­
ralement (ùf n'est pas une fonction de direction. D'après (13.6), (12.11), (3.6; 4) 

on trouve 

k k — k k 4- k 
— W"-JIO • »i"vge w'^so ' w^m > °" ,vgc ir 7, s 
0 ) / = . (IT^P- ~ — ' sc ~~ v s» ~ 1 

et l 'on voit qu'i l n'est pas une fonction de direction. 

Certaines propriétés et cas particuliers. 

1) En effectuant le produit scalaire de l'équation (13.5; 1) avec v* et w* à 
l'aide de (1.4; 1) et (13.2) on obtient 

A 9
 = A 9

s i n i » > A o = A o C o s « - ( 1 3 - 7 > 

A partir des deux relations de (13.7) on peut trouver (13.6; 3). 

2) Si la tangente à C en P est parallèle à la direction asymptotique relative 
à la courbure normale du champ w (cp, cp); 6 = et1 et d'après (13.7), (13.5;1), (6.10), 
(13.6; 2), (6.12), (6.3), (13.2), (13.3) 

Ana.1 ~ 0 , CO = — , wkaaj. = it/taai — 

iĉ oa1 = wi-go.1 = ~~Ç~2~ ' (13.8) 

w = v* , w* = w* , ( A o O 2 = Mkn0 — K — 2 (kfa Coscp + k*fa Sincp) + i î + ^ , 

qui est l'extension de [ 2, (4-18)]. 

On voit que, si la courbe C est une asymptotique relative à la courbure 
normale du champ w (cp, cp), le deuxième vecteur du trièdre trirectangle de 
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FRENET du champ relativement à la courbe C, reste tangent à la surface S, 
tout le long de C. C'est le même cas, le long d'une ligne asymptotique de S. 

3) Si la tangente à C en P est parallèle à la direction asymptotique relative 
à la courbure géodésique du champ w(cj>, cj>), 9 = y 1 et d'après (13.7), (13.6; 1), 
(4.15), (13.6; 2), (4.11), (4.4), (13.3) on a 

— ~ë$ 
wkgyl — 0 , 0 = 0 , iJCayl — wkfiyl ~ ' , ) wta~fl = W^St1 = ' I » (Ï-^.9) 

Hi/Cg V l H ^ g V * 

(AvO2 = G V ) 2 Sin 2 ï - & Sin 2? + (Af k„0* - Jt) Cos 2? , 
w = w* , w* = — V* . 

(13.9) est l'extension de [ 2, (4-19)]. 

4) D'après les formules (2.3), à l'aide de (13.6; 1) et en considérant (4.4), 
(6.3) on trouve 

UtaoY + (Je**? = (AvO2 Sin 2 ? - m Sin 2? + (M k„0* - K) Cos2 ? + 

+ M/c„0 - K - 2 (kfa Cos (p + fa Sin cp) + "$? + "g = 

= (,,W)2 + U s i 0 2 - (13.10) 

Théorème 13.2. En un point régulier P d'une surface S, la somme des carrés 
des courbures absolues relative à un champ w (cp, cp), par rapport aux directions 
orthogonales a (9), a* (6*) du plan tangent en P à S, ne dépend pas de ces directions 
et sa valeur est donnée par (13.10). 

5) En utilisant les relations (2.1) dans (13.6; 3) on voit que tgG et tgô> 
sont liées homographiquement. 

On a 

(k* Sin cp -"cp~ 2)tg9tgcù - [ (g* + fa) Sin ? - k* Cos cp C o s ? ] t g 9 + 

+ (k Cos cp - fa) tgco - [(g + cp,) Sin ? + k Sin cp Cos fa = 0 . (13.11) 

Ou bien 

t g 0 = ~ C o s 4> ~ fa) *g â + [(g + cp:) Sin j 4- fc Sin cp Cos fa 
(k* Sin cp - cp^ tg © - [(g* + cp2) Sin cp - /c* Coscp Coscp] 

En notant par a>* l'angle co correspondant à 9* = 9 + — , et en considé-
2 

rant (3.10), (4.4), (6.3), si l 'on calcule le produit tgO . t g 9 * = — 1 on trouve 

C/W) 2 tg f f l . tg a>* - ^ ( tgS + tg co*) 4- (AvO2 = 0 (13.13) 

qui est l'extension de [ 2 , (4-23)]. On voit dans [\ (6-13)] que Mkn0 — K = ( / n f ) i ) 2 

dans [ 2, (4-23)3 • 
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Théorème 13.3. Etant donnés une surface S et un champ w(cp,cp) défini sur 
celle-ci, tg rô et tg co* correspondant à deux directions orthogonales a (6), a* (0*) 
sont liées involutivement et les coefficients de cette relation involutive ne dépendent 
que du champ. 

JJ 
Notons par 0 et 0* les angles 0 correspondant aux directions ü),<a*=<ö-| ; 

2 
comme tg © . tg cô* = — 1, à l'aide de 
t 5 [(g+4>0Sin$+fcSin<j>Coffi  

g t ° (k Cos cp — ^ ) + (A* Sin cj> - cp~2) tgO 

obtenu à partir de (13.11) ou (13.6; 3), (2.1) on trouve 

{[(S* + <J>2) S i n ï - fc* Cos cp Cos ? ] 2 + (/c* Sin <p - ?2) 2} tg 0 tg 0* + 

+ {[(g + <M s i n î + / c S i n <i> C o s <M [fe* + 4>z> Sin ? - k* Cos tp Cos $] + 

+ (k Cos <p - fa) (k* Sin <p - ï y } (tg 0 + tg 0*) + 

+ [(g + fa) Sin ? + Sin cp Cos Çj 2 + (k Cos c p - ^ ) 2 = 0 (13.15) 

qui est l'extension de [ 2, (4-24)]. 

Théorème 13.4, Etant donnés une surface S et un champ w (fa tp) défini sur 
celle-ci, tg 0 et tg 0* correspondant à deux directions orthogonales to, ai* sont liées 
involutivement, et les coefficients de cette relation involutive ne dépendent que du 
champ. 

6) A l'aide des formules (13.6; 1), (13.6; 3), (2.1; 2 ) , (13.12) et en considérant 
(4.4), (3.10), (3.13), ( 6 . 3 ) on peut écrire 

1 ( „ f c g y Q 2 Cos2 <ä + (wk,l0-i)2 Sin 2 c5 - si Sin 2cô ( 1 3 x 6 ) 

(wkaè)Z 

qui est l'extension de [2, (4-25)] . 

A l'aide de (13.16) on peut obtenir 

_ j _ + _ 1 = (Av0 2 + U^0 2
 ( 1 3 _ 1 7 ) 

•qui est l'extension de [ 2, (4-26)]. 

Théorème 13.5. Etant donnés une surface S et un champ w (tp, cp) défini sur 
celle-ci, la somme des carrés des inverses des courbures absolues du champ corres­
pondant à deux directions orthogonales co et œ* ne dépend pas de ces directions, et 
sa valeur donnée par (13.17) ne dépend que du champ. 

En utilisant (13.10) on peut écrire (13.17) sous la forme 
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(1/Ào) 2 + ( i / X ï ) 2 

Théorème 13.6. Etant donnés une surface S et un champ w (cp, fa défini sur 
celle-ci la somme des carrés des courbures absolues du champ correspondant à 
deux directions orthogonales 0, 0*, divisée par la somme des carrés des inverses des 
courbures absolues du champ correspondant à deux directions orthogonales œ, cô* 
est égale à B z . 

7) Cherchons deux directions orthogonales 0 , 0* = 0 - f TZ/2 telles que les 
deux directions ro , tù* leurs correspondant soient aussi orthogonales. Pour cela, 
i l faut que 

t g 0 . t g G * = - 1 , t g ^ . t g o l * - - 1 . 

En remplaçant cô par CÙ , œ* par co* dans (13.13) et 0 par 0, 0* par 0* dans (13.15) 
et en considérant les conditions ci-dessus et les égalités tg© + tg©"* — 2/tg265, 

tg0 - f tg 0* = — 2 / tg 2 0 après avoir effectué les calculs on trouve 

t s 2 W = ( k J - ( k - # • ( 1 3 - , 9 ) 

t g 2 0 = UJU21 (13.20) 

t g 2 0 = U3/U2 , (13.20') 

où 

Ut = 2{[(g+ <|>^Sm$ + ASia<j>Cos ? ] [(g* + cp2) Sin? — le* Cos cp Cos <j> ] - f 

+ (k Cos cp - fa) (A* Sin cp - fa)} , 

U2 = [(g + cp,) Sin ? + k Sin cp Cos fa2 - [(g* + <p2) Sin ? - k* Cos <p Cos fa2 + 

+ (A Cos tj> - "?j)2 - (k* Sin cp - ^p~2)2 , 

U3 —2 (g+fa) fe* + < y + y i Sin 2 + S i n 2 ( p + — [ / c ( g * + cp 2 )S incp-
2 

— A* (g - f cpt) Cos cp] Sin 2 cp - A cp2 Coscp - A* cpx Sin cp + fa fa | , 

qui sont l'extension de [ 2 , (4-28), (4-29)] , et qui déterminent les couples 

(0, 0*), (M, S*) orthogonaux et homologues deux à deux . 

8) Si l 'on prend pour directions 0, les directions isotropes de P du plan 
tangent à S, d'après (13.6; 3) et (2.1), les directions © ' , co" qui leurs correspondent 
sont données par 
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_ _ [(g + fa) Sintj)+fc Sintj) Cos^] + e [(g* + <y Sin? —A* Coscp Cos^] i 

(k Cos <p — 40 H- e (A* Sin <p — cj>2) / 

ou en utilisant (3.10), (3.13) et (6.3) par 

tg co = 2 — ( s = ± l ) (13.21) 

qui est l'extension de p , (4-30)] '. 

Les directions 05' et to* sont symétriques par rapport à la direction 

_ to' + w" . . . a, = .—. . . (13.22) 
2 

D'où l 'on peut écrire 
tg ©' + tg m" 

tg2© = 
1 — tgtû'.tgû/ 

et en utilisant les valeurs de tgcô' , tgcô* dans (13.21) on obtient 

tg 2 co = = — . (13.23) 
si2 + B2 

v<r-«0V . / / „ \2 
Wt'«o1/ 

En considérant que 
si2 + ^ 2 = (A;0 2 u„^) 2 

(13.23) prend la forme 

En comparant cette équation à (13.19) on obtient comme résultat 

2çô = 2 ^ . (13.25) 

(13.25) est l'extension de [ 2, (4-31)]. 

Théorème 13.17. Etant donnés une surface S et un champ w (tj>, fa défini 
sur celle-ci, en un point P de S, les angles formés par les directions tô', m" corres­
pondant aux directions isotropes de P du plan tangent à S ont des axes de symétrie 
parallèles aux directions co , to* . Ce théorème est l'extension de [ 2, Théorème 4-7]. 

9) Si l 'on prend pour direction co, les directions isotropes du plan w , w * , 
les directions 9 ' , 9" leurs correspondant sont données par 

T Q _ Ks+fa) Simp~-t-fcSin<f> C o s j j - s ^ C o s c p - ^ E = + i (13 26) 
g ^[(g*+ip 2)Sin^-/ç*CoscpCos(p]+s(/c*Sinip-cp 2)ï ' ~ 

ou en multipliant le numérateur et le dénominateur de (13.26) par le conjugué 
du dénominateur et en utilisant (3.13) on trouve 
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t g 0 = UJU5, (13.27) 
où 

V4 = - [(g + fa)(g* + fa) + KSin 4» Cos cp] Sin 2 $ -

- \ [k (g* + fa) Sin cp - k* (g + <p,) Cos cp] Sin 2cf + 

+ &cp2 Cos cp + k* cpj Sin cp — fa fa + e H i , 

Î75 = [(g* + ^ Sin i - fc* Cos cp Cos"cj>]2 + [jfc* Sin <p - $ 2 ] 2 , 

qui est l'extension de [ 2, (4-32)] . 

Les directions 9' et 0* sont symétriques par rapport à la direction 

1 = ^ - - ( 1 3 - 2 8 ) 

D'où, à l'aide de la méthode utilisée pour la formule (13.23) c'est-à-dire en 
remplaçant dans 

t g 2 § t g § ' + t B 5 * 
i - tge' .tge* 

les valeurs de tg0' et tg0* de (13.27), et en effectuant les calculs nécessaires on 
obtient 

t g 2 ë = UJU2. (13.29) 

En le comparant à (13.20') on obtient le résultat 

2 9 = 2 9 . (13.30) 

Théorème 13.8. Etant donnés une surface S et un champ w (cp,cp) défini sur 
celle-ci, en un point P de S, les angles formés par les directions 9', 9* correspon­
dant aux directions isotropes de P du plan w , w* ont des axes de symétrie parallèles 

aux directions 9 , 0 * . Ceci est l'extension de [2, Théorème 4-8] . 

Note. Pour le calcul du dénominateur de (13.29), on obtient facilement 
le résultat, en écrivant sous forme de produit de facteurs la somme en dehors 
de 3) et 3 , se trouvant au numérateur de (13.27). 

10) Considérons les directions to , ôj correspondant aux directions conju­

guées 0 , 0 on aura alors d'après [l, (1-14)] , [2, (12-45)] et d'après les valeurs 

de (13.12) écrites pour 0 et 9 
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[K kn0 - 2 K cp~\ + A* $ 2 + H 2 ] tg a . tg g + 

+ { [ - * W - * * f e + + i ) + i + * C f f ^ Coscp~}(tgœ-j-tgrâ)+ 

+ [ ^ n 0 * Cos2 ï - JST^ Sin 2 Ï + C^ C v + ^ W > S i û 2 <M = 0 • (1 3-3 1> 
Ceci est l'extension de [ 2, (4-33)] . 

Théorème 13.9. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) 

défini sur celle-ci, tg & et tg © correspondant aux directions conjuguées Q et Q sont 
liées involutivement et d'après (13.31), les coefficients de cette relation involutive 
ne dépendent que du point choisi de S et du champ en ce point. 

Note. Le 2 du deuxième terme de [ 2, (4-33)] est une erreur d'imprimerie. 

14. Lignes d'un champ de vecteurs que l'on peut appeler droites. 

Nous allons voir que ces lignes ont des propriétés rappelant celles des 
droites d'une surface. C'est pour cette raison que nous les appelerons droites 
bien qu'elles ne soient pas des droites proprement dites. 

Définition. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) 
défini sur celle-ci, les lignes de S vérifiant la condition 

A o = 0 (14.1) 

seront appelées droites du champ w (cp, cp) relativement à S. 

Propriétés. 

1) Le long d'une telle ligne, d'après la formule (13.5; 1), on aura 

v/j = 0 . (14.2) 

D'où 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Cd de la surface S soit 

une droite du champ de vecteurs w (cp, cp) relativement à S, est que w reste le même 

le long de Cd . 

Autrement-dit, 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Cd de S soit une droite 

du champ de vecteurs w (cp, cp) relativement à S, est que la ligne d'action du vecteur 

w engendre un cylindre tout le long de Cd . 

2) Si la droite Cd d'un champ de vecteurs w (cp,cp) relativement à la surface 
S est réelle, d'après la formule (13.6; 1) on doit avoir 
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Ao = °> Ao = ° (1 4-3) 
ou d'après les paragraphes 4 et 5, on doit avoir 

Q = y l = d } (14.4) 

tout le long de Cd. En égalisant les valeurs de t g y 1 et tg â 1 de (4.2) et (6.1) et 
en considérant [ 2, (2-9)] et (3.13) on obtient 

3 = 0, (14.5) 

Ceci est l'extension de [\ (5-4)] . On peut exprimer ces résultats comme suit : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Cd d'une surface S, 

soit une droite réelle d'un champ de vecteurs w (cp, cp) défini sur S, et relativement 
à S, est qu'elle soit à la fois une géodésique et une asymptotique du champ par rap­
port à S. Tout le long d'une telle droite 2 = 0 et réciproquement. 

3) En utilisant les formules (3.1a; 1,2,3)] on peut écrire les relations 
(1.5; 1,2) sous la forme : 

(14.6) A ^ ^ o C o s S + ^ S i n ô ) - ^ 

A B = (Ko + S,) S i n ï + (kriQ Sin 5 - tg0 Cos 5) Cos"cp~ 

Si une ligne réelle Cd est une droite de S, on a 

*m, = 0 . * Ï C = o , A 9 = o . = ° (14.7) 

tout le long de Cd, et à partir des équations (14.6), on peut écrire 

tgQ Sin 5 - ^ = 0 , (14.8) 

§ ! Sin $ - tgS Cos 5 Cos <p~ = 0 . (14.9) 

D'où 

(Cos ô Sin^)j = 0 . (14.10) 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème 14.1. Si une droite réelle Cd d'un champ de vecteurs w (cp, cp) 
défini sur une surface S est une droite proprement dite, tout long de cette droite 
Cos 5 Sin cp = cte. 

4) Si une droite Cd d'un champ de vecteurs w (cp, cp) défini sur une surface 
5* n'est par réelle, (14.1) et (13.6; 1,3) montrent que 

tgâï = fi/ ( B = ± 1) . (14.11) 
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Les directions correspondantes sont les directions isotropes du plan w, w*. Dans 
ce cas, les directions tangentes des Cd sont les directions 0' , 0' déterminées par 
(13.27). 

Théorème 14.2. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w(cp, (p) 
défini sur celle-ci, il y a en général deux droites imaginaires Cd du champ relative­
ment à S et passant par P de S dont les directions tangentes en ce point 0',, 0' 
données par (13.27) sont symétriques par rapport aux directions 0, 0* définies 
par (13.20). 

15. Lignes d'un champ de vecteurs que l'on peut appeler ligues planes. 

Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp,cp) défini sur celle-
ci, une ligne Cp de S vérifiant la condition 

„'« = 0 05 .D 

sera appelée ligne plane du champ relativement à S. 

Nous allons voir que ces lignes ont des propriétés rappelant celles des lignes 
planes de S. 

Propriétés, 

1) D'après (13.5; 3) et (15.1) on peut dire : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Cp de S soit une ligne 
plane du champ relativement à S est que la ligne d'action du vecteur w* reste paral­
lèle à elle-même le long de Cp. 

Dans ce cas, quand P décrit Cp , le vecteur du champ w reste parallèle à un 
plan orthogonal à w*. Autrement-dit : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Cp d'une surface S soit 
une ligne plane d'un champ de vecteurs w (cp, <p) défini sur S, relativement à S, est 
que la ligne d'action du vecteur w* engendre un cylindre ayant pour directrice Cp, 
tandis que celles de w et w engendrent une surface réglée à plan directeur. 

2) D'après (13.6; 2) et (15.1) on voit que 

= 05.2) 
et on peut écrire : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Cp d'une surface S soit 
une ligne plane d'un champ de vecteurs w (<p, (p) défini sur S et relativement à S, 
est que l'on ait côj = wtSQ . 
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3) Si le long d'une ligne plane Cp d'un champ de vecteurs w(cp, cp) on a 

A . = ° 
on aura alors d'après (13.6; 3) et (15.2) 

œ = 0 , = 0 . 

En utilisant ces valeurs dans (3.6; 3) et (3.12) on obtient 

¥ = ^ = 0 

tout le long de Cp . En annulant la valeur de # dans [ 2, (2-8)] on obtient une 
relation à l'aide de laquelle on trouve l'expression de tg y 1 donnée dans [ 2, (3-3)] 
et celle de tg y 1 donnée dans (3.2). On peut dire de même pour les conjuguées 
y 1 et y 1 (Ce cas a été exprimé dans le Théorème 5.1). 

Théorème 15.1. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) 
défini sur celle-ci, si le long d'une ligne plane Cp d'un champ de vecturs w relative­
ment à S, Ja courbure géodésique est nulle, tout le long de cette ligne — ~ 0 
et comme y1=yl , le champ tangenîiel v (cp), d'où le champ w(cp,cp) est orthogonal 
à la direction conjuguée y1 de la direction asymptotique y 1 du champ et le vecteur 
v* reste le même le long de Cp . 

4) Si le long d'une ligne Cp d'un champ de vecteurs w(cp,cp) relativement 
à la surface S on a 

d'après (1.3; 6; 3.2) et (15.2) on aura 

m = Y> »'« = 0 ' 

En utilisant ces valeurs dans (3.6; 5) on obtient 

En remplaçant la valeur de & obtenue dans [ 2, (2-9)] et K=kk* Cos2cp+/cA;* Sin2<p 
dans (3.14), on obtient après calcul, d'après (8.1) et (6.1) 

a 1 = p 1 

tout le long de Cp. On peut obtenir directement ce résultat, en remarquant que 
l'angle qui vérifie en même temps. les relations wkIIQ = 0 et wtg(j = 0 est 
9 = â1 = p 1 . 

Théorème 15.2. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) 
défini sur celle-ci, si le long d'une ligne plane Cp de w relativement à S, la courbure 
normale est nulle, l'invariant K est nul tout le long de cette ligne. 
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16. Centre de courbure et axe de courbure d'un champ de vecteurs. 

1) Centre de courbure. Soit une surface S et un champ de vecteurs w (cp, <p) 
défini sur celle-ci. Le centre de courbure Mc de w au point P relativement à la 
courbe C de S est un point situé sur le deuxième axe portant w du trièdre de 
FRENET du champ en P, de sorte que la tangente en Mc au lieu géométrique 
de Mc soit orthogonale au champ w. 

Le vecteur x, étant le vecteur de position du point P décrivant C, le vecteur 
de position de Mc sera 

y = x + XW, ' (16.1) 

où la valeur de X est définie de telle façon que y , . w .= 0 . En considérant que 

X / = a = v C o s S - v * S i n ô [S (2-3; 1)] 

(1.1) 

(13.5) 

w = v Sin<j) + n Cos cp, . S — cp — 

w, — — k w 4 - t w* 

on obtient 

y/ = x / + w - + x Wi 

y ; . w — a . w + X w 7 . w 

x 7 = a = Cos 5 Sin cp w — (Cos 8 Cos <p Cos co -f- Sin 5 Sin 05) w + 

-}- (Sin Ô Cos tô — Cos 8 Cos <p Sin cô) w* 

y 7 . w = Sin <p Cos 5 

ou bien 

(16.2) 

X Sm cp (16.3) 

et le centre de courbure A f c vérifie l'égalité vectorielle 

P M C = Sin $ w . (16.4) 

Cette définition est l'extension de celle de P A N [ 6, 294] . 

D'après (16.2), pour le centre de courbure de y 7 par rapport au système 
orthogonal w, w, w* on voit que 

Sin cp .^ o s^. \ —CoscpCoscoCos8—SincoSinS 
l/Co0 // 

w 

0 . T C o s 8 Sm cp ——• j 

(16.5) 

w* a 0 Cos cpSincoCosS + CoscoSin5 J w * . 

En effectuant les calculs ci-dessus, on a considéré 
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v* = w Sin to — w* Cos co , j 

v = w Sin <j> — w* Cos $ , J (16.6) 

w* = w Cos to -4- w* Sin co J 

et pour le centre de courbure on a considéré que y , est orthogonal à w, c'est-à-
dire que sa composante sur w est nulle. 

En se basant sur la formule (16.3) et le Théorème (13.1) on peut énoncer le 
théorème suivant : 

Théorème 16.1. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, (p) 
défini sur celle-ci, le centre de courbure Mc du champ en un point régulier P de S 
relativement à deux courbes tangentes entre elles en P est le même, c'est-à-dire, 
ne dépend que de la direction 0 de la tangente commune à ces courbes. 

Cas Particuliers. 

TZ 
1) Si au point P, S = — , c'est-à-dire si le champ w est orthogonal à la 

2 
direction 0 , Mc = P. Si en un tel point, on a de plus 

Mc est alors indéterminé. 

2) Si le vecteur du champ w est normal à S en P, quelle que soit la direc­
tion 0, on a M„ = P. 

v 
3) Pour une droite Cd du champ de vecteurs w (cp, <p) relativement à S le 

centre de courbure est en général à l ' inf ini . Si Cos 8 et 1|,/cOQ sont en même temps 
nuls ily a indétermination. 

2) Axe de courbure. La droite passant par le centre de courbure Mc et 
orthogonale au plan w, w, ou parallèle au vecteur , w* sera nommée axe de 
courbure ou axe plaire du champ de vecteurs w (cp, cp) en P relativement à la 
courbe C de S passant par P. 

D'après les théorèmes 16.1 et 13.1, cette droite ne dépend que de la direc­
tion 0, c'est-à-dire de la direction tangente à C en P. On peut donc parler de 
l'axe de courbure relatif à une direction a (0) . 

Soit Tc, Nc les points où Dc coupe respectivement le plan tangent en P à 
S - ou ce qui revient au même, l'axe v* - et l'axe w*. A l'aide des relations 
existant pour le triangle rectangle PTC Nc, on obtient les égalités suivantes : 
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PT„ v X Cos 5 Sm cp — ; • y 

I _ 
c- T Cos 5 , 

= Sm <p •—- - — vr 
\v'Cna 

(16.7) 

Définitions. 

Le point r c est appelé le centre de courbure géodé-
sique du champ w (cf>, cf>) relativement à la courbe C de 
la surface 5' en P. 

Le point Nc est appelé le centre de courbure normale du champ w (cp, cp) 
relativement à la courbe C de la surface S en P. 

D'après les relations (16.7), l'axe de courbure Dc passant par les points 

T. et N , aura pour équation, relativement aux axes de coordonnées P (v* , w*) 

A « x l + A » - Sin cp Cos S = 0 . (16.8) 

Les équations [ 2, (1-4), (1-5), (1-6)] sont les valeurs de la courbure normale, 
de la courbure géodésique et de la torsion géodésique écrites pour les champs 
de vecteurs tangentiels par rapport à un système orthogonal 9, 0* , pour une 
direction différente 0, en prenant a — 0 — 0. En remplaçant 0 par 0 et en prenant 
pour système orthogonal cp, cp*, c'est-à-dire les directions v, v* , à l'aide de 
[\ (3-la)] et en considérant que 

«fanes ~ knB , vk„0* — t g 0 * tg 

vk
S0 — k g C v , J c g 0 * — k 

vtgv — tg 

(16.80 

JaK* ' k. > V*g0* ,viJ0 
on peut écrire ces équations sous la forme 

vKo = k»0 C o s 5 - t g 0 Sin S 

A 9 = / c
gc,CosS - / ^ C v * S i n 8 

ytgo = tg0 C o S S ~ Ksi* S Î n 5 " 

(16.9) 

(16.10) 

En utilisant ces valeurs dans (1.5), on obtient 

JCgB = (Kcv
 S m ï ~ tS0 C ° S Ï ) C 0 S 5 + (^«0* C 0 S Ï - kgcv* S Î n ï ) S ' n 8 

A B = (KB - "$/•) C o s 5 + du* - t 8 0 ) Sin 8 

ou /*, v; 77*, v* sont les dérivations invariantes calculées relativement à la direc­

tions 0 et on a considéré que cp, = cp,* Cos S — Sin 8 . 
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En mettant ces valeurs dans (16.8) et en notant t = tg5 on trouve 

[(kn0. Cos <p - / W Sin <p) x1 + (<p„* - tg0) x2] t + 

+ l(kgCvSi_$ - t Co_$) + (/c„0~ fa) x2 ~ Sin$] = 0 . 
(16.11) 

Comme l'équation (16.11) est linéaire par rapport à t, l'axe de courbure 

Dc passe par le point d'intersection Pc des directions 

(kgCv Sin cp - f 4 0 Cos cp) ^ + (fc„0 - cp,*) x2 - Sin <p = 0 
_ _ _ _ _ > (16.12) 

(kn0* Cos cp - / W Sincp) x i + (<P„* - W * 2 = 0 . ) 

A l'aide d'une forme particulière de (16.8'), (1.5) et (3.6; 4) on obtient la relation 

— (fc~FSin <p — tg0 Cos cp) (tg0 — cj>„*) + (kgCf Sin cp~" — kn0* Cos cp) (ArR0 - (p,*) = 

Ceci est l'extension de [ 2, (7-9)] et on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème" 16.2. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w(cp, <p) 
défini sur celle-ci, l'axe de courbure du champ en P relativement à la direction 
a (0), passe en général par un point fixe Pc , quand, a (0) tourne autour de P. 

Lieu géométrique du point Mc. 

Comme l'angle PMC Pc est droit on a le résultat suivant : 

Théorème 16.3. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) 
défini sur celle-ci, le lieu des centres de courbure du champ relativement aux 
courbes C passant par un point régulier P de S est en général une circonférence de 
diamètre PPC située dans le plan P (v* , Vf*). 

Centre de courbure Mc dans les cas particuliers. 

1) Si wkm = 0 on aura d'après le paragraphe 6, 0 = ce1 et d'après (13.6; 3) 
; it • •—-

dans ce cas particulier, co = et le centre de courbure Mc se trouvera sur la 

ligne d'action du vecteur v* . On aura, pour X, qui dans (16.3) déterminait la 
distance de Mc à P 

wAs0 • vAn0* ~\~ wkg0* 

qui sert à trouver les coordonnées de ce point d'intersection 

(tg0* + <Pfj0 Sin cp^ 2 _ k kgcv* Sin cp — k n 0 * Cos cp 
Sincp. (16.13) 
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„ ' „. -r Cos (cb — â T ) „ , „ 
X = SIXL <f> — — • (16.14) 

A l'aide de (6.1) on a 

Cos(cb - ce1) = Sin et1 f g 0 * + (16.15) 
k Cos tj>—cpj 

et en se servant de (6.6), (6.10) on obtient 

X = $ m $ ^ t M - (16.16) 

qui est l'extension de [ 2, (7-12)] . 

2) Si wkg6 = 0, d'après le paragraphe 4, 9 = y 1 et d'après (13.6; 3) dans 
ce cas particulier, ra = 0, le centre de courbure Mc se trouvera sur la ligne 
d'action du vecteur w*. On aura pour X qui dans (16.3) déterminait la distance 
de Mc à P 

X=$m$ 0 0 8 . (16.17) 

En se servant de (4.2), (4.7), [ 2 , (4-3;2)] , [\ (1-6)], [ 2, 180] on obtient 

k„c * Sin cb — k„0* Cos cb 
Cos (<p - y 1 ) = — ^ — (16.18) 

tiAg-v1 

et en utilisant (4.15) on peut écrire 

— k„c * Sin cb — kne>* Cos cb 
X = Sin cb — - v - — — — (16.19) 

qui est l'extension de [ 2, (7-15)]. 

3) Si }VtgQ = 0 d'après le paragraphe 8, 9 — p 1 , et d'après (13.6; 3), (9.9; 1), 
dans ce cas particulier on aura 

tg © = (16.20) 
K 

Pour la distance X on aura 

X = S i n i _ _ i z _ l . (16.21) 

En utilisant (8.1), (8.8), \\ (4-3; 2 ) , (1-6)] , [ 2, 180] on peut écrire 

Cos (cb - p 1 ) = * r v C ° ° » + ^ S m j ( U 2 2 ) 

et à l'aide de la relation 
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U^f = ( A ß 1 ) 2 + (AßO 2 = —, . , 2 (16.23) 
ff2 + j Ç 2 

(tf'gï)0 
trouvée d'après (8,12) et (8.13), et en se servant de (16.22) on- obtient 

X2 = s i n ^ ^ w C o ^ + ^ S i n ^ _ 
^ 2 + A: 2 

(16.20) et (16.24) sont l'extension de [ 2, (7-13)1 et (16.23) est l'extension de 
l 2 , (7-14)] . 

4) Si 0 = G1 , en utilisant la valeur de wkg^i dans (7.9) on trouve 

t g _ - ^ ^ ^ . ^ O ^ À f * . , - ^ ^ (16.25) 

Pour la distance X on aura 

X - S i n î ^ î r ^ • (16.26) 

En utilisant (7.2), (6.6), [*, (1-6)] on peut écrire 

' Ces « , - 9') - - * - ~ ^ S i " ° . (16.27) 

A l'aide de la relation 

( A ? ) 2 = u „ o a + (AÔO 2 - — , + ^ r l ) 4 < 1 6 - 2 8 ) 

trouvée d'après la valeur (7.9) et de (16.27) on obtient 

V = S i n 2 ^ ^ - - ^ 0 0 ^ " ^ ^ ! . (16.29) 

(16.25) et (16.29) sont l'extension de [2, (7-16)] et (16.28) est l'extension de 
[ 2 , (7-17)] . 

5) Si 0 = r j 1 , en utilisant les valeurs de Jc^ et wkivnx dans (9.7) et (9.8) 
on trouve 

tgm = - - = - . (16.30) 
6 

Pour la distance X on aura 

X = S i n ? - C o , ( * . - T ' ' ) • 06-31) 

En utilisant (9.1), (8.8), (4-1; 2), (1-7)], [ 2, 180] on peut écrire 
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Cos ( + - ïp) = ^ c ° ^ j + ^ S i " 4 > _ ( 1 6 3 2 ) 

A l'aide de la relation 

( À v ) 2 = (wKv1)2 + W w ) 2 = • — T T - \ 2 — (16.33) 

trouvée d'après (9.7) et (9.8) et de (16.32) on obtient 

X2 == SinH g ^ ? + ^ S i n t > ! . (K.34) 
^ 2 + ^ 2 

(16.30) et (16.34) sont l'extension de [ 2, (7-18)] et (16.33) est l'extension de 
l\ (7-19)] . 

6) Si 0 = v 1 , en utilisant la valeur de Jc^i dans (5.11) on trouve 

( k ~i)2 _ _ _ 
tgco - -^g— , (w/c-g^)2 = (/ g v 0 2 Sm 2 i j>-^Sin2 <J> + ( A f /c f l 0*~it>Cos 24>. (16.35) 

Pour la distance X on aura 

- Cos(cb - V 1 ) 
X = Sin <j> ^ ^ . (16.36) 

En utilisant (5.2), (4.7), (4-1; 2), (1-7)] , [\ 180] on peut écrire 

Cos (<p - v 1 ) = Î - _ s M ^ J g _ i Ç o ^ . ( 1 6 3 7 ) 

A l'aide de la relation 

W W ) 2 = (Jc&y + (AvO2 = U 7 t \ t 2 — (16-38) 

trouvée d'après (5.11) et de (16.36) on obtient 

X 2 = Sin 2 ^ - 5 _ - g g j ~ ^ C o s ^ . ( 1 6 . 3 9 ) 
^ 2 + (,,/c^O4 

(16.35) et (16.39) sont l'extension de p , (7-20)] et (16.38) est l'extension de 
[ 2, (7-21)] . 

71 •—• 

7) Si 8 = — , on a déjà vu que Mc coïncide avec P. En utilisant (1.5) et 
71 TU 

l 1 , (3- la)] , et en considérant que pour 5 = — , c'est-à-dire pour 0 = cb —-
Â —-

on a 



50 N. U R A L 

dans ce cas particulier, on trouve 

qui est l'extension de [ 2, (7-31)] . 

17. Les valeurs de }Vka() , Jcm , wkgS , vkaQ , vkno , JcgQ, kn(j et r w en fonction 
de tg co . 

Nous avons vu que l'axe de courbure du champ de vecteurs w (cp, cp) relati­
vement aux différentes directions 0, passe par un point Pc et que les coordon­
nées de ce point par rapport au système de coordonnées P (v*, w*) sont définies 
par 

xt = (tgiS* + j>n*) Sin <p ^2 = A-gçy» Sin cp — /c„g* Cos cp -

dans (16.13). 

Les composantes scalaires du vecteur w par rapport au même système étant 
(Sin à , Cos co) on a 

X = - S i n i 5 2 _ _ = P p s = 

„ ( W + <!>//*) Sin cp Sin co" - f fcy* Sin cfa — /c„0* Cos cp) Sin (p CoscÔ 

Cette équation est l'équation polaire de la circonférence de diamètre PPC, 
située dans le plan orthogonal à w et d'équation 

fxif _|_ ix2y _ S i n T + Â r / * ) + fey*Sin<j>-fc„0*Cos cp~)x2
 = „ 

par rapport à l'axe polaire w* et à l'angle polaire ô>. Ces équations sont l'exten­
sion de [ 2, (8-1) , (7-10)] • 

En prenant 8 = cp — 0 à l'aide de (13.12) et en utilisant [*, (1-6), (4-1; 2), 
(1-7), (4-3; 2)1 , [ 2, 180] on trouve 

tg 5 = ( " <j>/* + K0) Sin co + (tg0 Cos cp — kgcv Sin cp) Cos cô ^ 

— (f f fa* + tp7/*) Sin co + (k„0* Coscp — ^ g C v * Sincp) Cos cô 

D'après (17.1) on a 
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Cos 5 (tg0* + tj)//*) Sinco + (kgCi* Sin <p — /c„0* Cos cp) Cos to 

et en le multipliant par (17.3) on obtient 

Sin 5 (cpj* — kn0) Sin cô -J- (kgCf Sin cp — i s 0 Cos cp) Cos co 

D'après (17.4) et (17.5) en se servant de (13.7) on trouve 

B Cos 8 = (tg0* + <\>n*) ^fc^ - f (kgCv* Sin cb — kn0* Cos cp) .Xo 

(17.4) 

. (17.5) 

(17.6) 

B Sin 8 = (cp,* — ÂrBfj) ̂  + fc, Sin cp — t g 0 Cos cp) . 

En utilisant [\ (1-7), (1-6), (1-9), (1-4), (1-8)], [ 2, (3-7), (2-7), (2-6)], (6.3), 
(4.4), (3.10) on obtient à partir de (17.6) 

^ 2 = ( A ô O 2 + LKvf wkl, - 2 j^Jcn Je*. (17.7) 

(17.3), (17.5), (17.6) et (17.7) sont respectivement les extensions de [ 2, (8-2)] , 
l\ (8-3)] , [ 2, (8-4)] et [ 2 , (8-5)] . 

D'après (13.12) en se servant des expressions (6.3), (4.4), (3.10) sous la forme 
de produit de facteurs on peut écrire 

C o - , g { ( * * Sincp--"^) Sinco - [(g* + cp2) Sin^ - k* Coscp Cosfl Cos cô}2 

( A i 1 ) 2 Sin 2 cô —2sé Sinco Cosrô + G ^ v 1 ) 2 c « s 2 co 

S I N 2 E = i~(k C o s ^ - l i ) Sin co + [ ( g + f r ) Sinfr + k Sin cp Cos^] Cos m} 2
 g ) 

(JcnQi¥ Sin 2 cô — Sin 2 co + (Jc^i)2 Cos2 tô 

(17.8) et (17.9) sont les extensions de [ 2, (8-6) et (8-7)] . 

En remplaçant (17.8) et (17.9) dans la relation 

k = k Cos2 9 + k* Sin 2 9 
on trouve 

k n = U J U 9 , (17.10) 
où 

V% = [ST (/c„0 - 2^*) 4- 7c"cf2 + * * + ? ] Sin 2 cô + 

+ { I - KkgCy + kfa (g* + cp2) + A* (g + cp,)] Sin ï + 

-|- K(tg0 - <j>„.) Cos"cf} Sin 2co + 

+ [ C ^ ^ + - ^ V / ) S i n 2 c f - Kkgc* S i n 2 ^ + 

+ K(Mkn0* - K) Cos2'^] Cos2cô", 

U9 = ( A G O 2 Sin 2 - j& Sin 2co + O ^ ) 2 Cos2 co, 

qui est l'extension de [ 2, (8-8)]. 
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On peut aussi calculer k„6* à partir de M = &nfl + km*. 

Dans l'expression de wtg6 donnée dans (2.1; 3) en se servant de (13.12) et en 
considérant que 9 = <p — 8, à l'aide de (17.3), en remplaçant la valeur de tgS, 
après avoir effectué les calculs nécessaires on obtient 

Cos 5 (tß0 — <(>//•) Sin co + {kn0* Cos cb — kgCv* Sin fa Cos 

wtgQ — K Sin (ù - f ^ Cos co 

et en multipliant par tg 5 on obtient 

Sin S (/Vn0 — cp/S) Sin cô + (tg0 Cos cp — /c^ Sin <p) Cos cô 

wtg0 —KSiniii + -rCosco 

qui est l'extension de [ 2, (8-10), (8-11)]. 

D'après (17.4) et (17.11) on a 

JgQ K Sin co — ^ Cos co 

(17.11) 

(17.12) 

(17.13) 

qui est l'extension de [ 2, (8-12)] . 

D'après (17.4) et (17.5) ou directement d'après (13.16) on peut écrire 

( k ) 2 = /j7 ]4) 

* â ( X « 0 2 S i n 2 m - ^ S i n 2 c o + ( A ï 0 2 C o s 2 c ô 

D'après (17.13) et (17.14) on a 

( t y i = ( Z S i n J Ô - Ç f C o s t ô ) 2  

W g° LKvf Sin 2 co - sé Sin 2 cô + (wkfvif Cos2 cô 
D'après (13.7) et (17.14) on obtient 

( . ) 2 = _ g 2 S i n 2 c o  

W w ) 2 Sin 2 cô - Sin 2 cô + G f e O 2 Cos2 cô ' 

ç fc B2 COS2 CO ^ 
11 " Q G ^ w ) 2 Sin 2 co — ̂  Sin 2 co + G ^ v 1 ) 2 Cos2 cô 

(17.14), (17.15), (17.16), (17.17) sont respectivement les extensions de [ 2,(8-16), 
(8-13), (8-14), (8-15)] . 

A l'aide de (13.12) et (17.3) des formules [\ (4-1)] on trouve F f O T / C o s 5 , 
Fi T O/Sin 8 , vktJCo& 8 , vk„JSm 8 , vkgJCos S , /<"g0/Sin S et en se servant de ces 
derniers on peut écrire 

_ [(— K -|- k* fa Coscfe -\-k~§2 Sin<p) Sin cô + g Sinfr Cos"^ ] 2  

v t g 0 ~ („k,^Y Sin 2 cô - s? Sin 2 cô + ( A v O 2 Cos2 cô 
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( k ) 2 {[ - ® - fa ( g + fa) + fa (g* + fa)} Sin to + g Cos tj> Cos 05}2  

V 2 9 U w ) 2 Sin 2 râ - ^ Sin 2 co + („/cg;.)2 Cos2 w 

) 2 — ^ * ^ ! S i n c f r ~ / C ^ 2 C o s ^ S i n ^ + ( / C C o s ? ~ ^ S i n 4 " ) C o s ®Y (17 20) 
" e ( W <W) 2 Sin 2 ¿0 — Sin 2 w + ( ,^;>) 2 Cos2 to 

( A e ) 2 = ^ i o / ^ , (17.21) 
où 

t/ 1 0 = { [ - ® - $"2 (g + fa) + fe* + cp2)] Sin ¿5 + Cos + Cos c5} 2 + , 

+ [(/c* £i Sin $-kfa Cos {p) Sin o3 + (K Cos $ - & Sin f ) Cos cô] 2 . 

18. Centre de courbure sphérique d'un champ de vecteurs. 

Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (fafa défini sur celle-
ci, le centre de courbure sphérique Ms du champ w relativement à la courbe C 
de £ au point P, est un point situé sur l'axe de courbure Dc du champ relativement 
à la courbe C, et dont la tangente au lieu géométrique en ce point est l'axe de 
courbure Dc. 

Si le vecteur y est le vecteur de position du centre de courbure Mc donné 
dans (16.1), le vecteur de position de M3 sera 

Z = y + m * w* , (18.1) 

où la valeur de m* est telle que %{ = m* w* . 

En se servant de (16.5) et (13.5; 3), en dérivant (18.1), la condition ci-dessus 
donne 

Xr—Sin5 Sinco — Cosô Costo Cos tb ^ 
m * = — ' (18.2) 

vraa 

m * = m / -+ Sinô Cosco + wtM Sin$ — Cos Ô Sinco Cos ^ . (18.3) 

A partir de (18.2) on voit que m* n'est pas une fonction de direction. 

Cas Particuliers. 

1) Si la courbe C est une géodésique du champ, on aura 

, „ ^ = 0 (ë = 0 , 8 = y*) (38.4) 

tout le long de C. Dans ce cas, w est égal au vecteur w* qui est au point P, et le 
centre de courbure Mc est la projection orthogonale de Pc sur w* . 

D'après (18.2), (18.4), (16.19), (13.6; 2), (4.11), (18.3), (17.1) et (4.15) on a 
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~ Sin cp—&„0* Cos tjA 
m * = Sm cp — _ — . — 

— /ĉ c * Sirup — kn0* Cos 
— Cos cp — 

Sincp ( f c ^ Sincp — k„0* Goscp) — ̂  (£ £ C v Simp—t g 0 Coscp) 

H'kgV1 

z — x + Sin <p 
_ /cçC + Sin (p — k/t0* Cos cp 

m v , z, = — m * v* . 

(18.5) 

Si tout le long de C, M c est à une distance constante de P, c'est-à dire si 

— kgc * Sin cp — &„0* Cos cp 
Sin cp - ^ r - — = c = cte. 

on aura 

m* ~ — c 
Cos cp & 

Sincp ^ 

Si tout le long de C, la direction cj) vérifie la relation 

le centre de courbure sphérique Ms du champ relativement à C et le centre de 
courbure Mc coincident avec le point P et (to = 0) d'après (17.3) on obtient 

5 = — . D'où Y1 = i 
2 

— . On a donc : 
2 

Théorème 18.1. Si une courbe C d'une surface S est une géodésique du champ 
de vecteurs w (cp, cp) et si de plus elle est une ligne de champ du champ v* (cp*), le 
centre de courbure sphérique de w relativement à C et le centre de courbure coin­
cident en P et la normale principale de C a pour direction w*. 

2) Si la courbe C est une asymptotique du champ, on aura 

(18.6) 

tout le long de C. Dans ce cas, w est égal au vecteur v* et le centre de courbure 
Mc est la projection orthogonale de P sur v*. 
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D'après (18.2), (18.3), (16.16), (13.6; 2), (6.12), (17.12), (17.11) on a 

- wk„^ [ Sin cp + j r +ka0 - fa 

m* = m¡* + —KSïn (j> (tg0* -f- cp *̂) — & Cos 4> ( i g 0 — tp/j*) (18.7) 

z = x + S m c p - ^ ± ^ v * - f m * W * . 

Si de plus tout le long de C, Mc est à une distance constante de P, c'est-à-
dire si 

S i n ï A ^ ± ï ^ - ^ c t e . 

on a 

mr 

Si d> = cte. on a 

m 

k»0 — <t>/* 
K 

(18.8) 

K 

Théorème Í8.2. Si une courbe C d'une surface S est une asymptotique du 
champ de vecteurs w (c|>, tp) défini sur celle-ci, le centre de courbure Mc du champ 
relativement à C en P, qui se trouve sur le plan tangent à S en P, est à une distance 
constante de P tout le long de C et si <p = cte. on a la relation 

1 
K 

où Mn0 est le centre de courbure normale de C v en P. 

3) Si C est une ligne plane du champ de vecteurs relativement à S, on aura 

tout le long de C. Si de plus, 
Ja* = 0 

Sm (p = 0 
Jcm 

le centre de courbure sphérique M , est à l ' infini . 
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Si wtaS = 0 , Sin cp -̂ — cte. tout le long de C, C est un cercle du 
Ae 

champ. 

5) Si la courbe C est une trajectoire orthogonale du champ, c'est-à-dire si 
C s Q , d'après (2.1; 3), (16.40), [ 2, (4-16)1 , (1.5; 3), (13.6; 2) on trouve 

ta co = 

X = 0 , 

Si 

kgc t Sin cb + km* Cos cp _ Cos 8 
, Sin cp — : — = 0 , 

+ g0* n- y/j» 
D r m = - Cos cp - k„0« Sin cp, 

Sin co 
(kn0* Sin 4) + fc^ Cos cp) + <ût[* 

z = x + m* w* . 

— —— , m* = + Cosco , 

(18.9) 

tgco 
^ g c v * S i n + + c o s 

*,0* + <p/i* 
= cte. 

on a 

m 1 

— Sinco 
kn0* Sin <p + A g C v S Cos cp 

(18.10) 

rème 18.3. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) 
défini sur celle-ci, le centre de courbure sphérique Ms du champ relativementa à la 
trajectoire orthogonale du champ Cy* se trouve sur le troisième axe w* du trièdre 
de FRENET du champ en P. De plus comme Pc se trouve aussi sur cet axe, la cir­
conférence, dont il a été question dans le Théorème (16.3) et qui a été donnée dans 
(17.2), est tangente au deuxième axe w du trièdre de FRENET du champ en P. Le 
lieu de Ms sur w a été donné par (18.10). 

Lieu géométrique du centre de courbure sphérique. 

Le lieu géométrique Cs de Ms quand P décrit C se comporte comme le lieu 
géométrique du centre de la sphère osculatrice de C. Si l 'on note respectivement 
par s, 5 , x, l'arc, la courbure et la torsion de Cs en P et par hp (p = 1, 2, 3) les 
vecteurs unitaires de son trièdre de FRENET au même point, on trouve les va­
leurs suivantes: 
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Sj = m*, b 1 = w * , b 2 = - w , b 3 = 

= , = k ) (18-11) 

Si C est une géodésique du champ, (13.6), (4.15), (4.11) montrent que 

Si C est une asymptotique du champ, (13.6), (6.10), (6.12) montrent que 

¿ = 4 - (18.13) 
x B 

19. Développées d'un champ de vecteurs. 

Soit une surface S, et u n champ de vecteurs w (cp, cp) défini sur celle-ci. Con­
sidérons les droites T coupant une courbe C de S, en restant en chaque point P 
de celle-ci orthogonales au champ w (cp, cp). Si ces droites engendrent une déve-
loppable, l'arête de rebroussement Ce sera appelée une développée du champ 
w (cb, cp) relativement à C. 

Soit 

w — ïv Cos â + w* Sin à (19.1) 

le vecteur unitaire définissant la direction des droites F. Appelons Q le point de 
contact de T a.vec la développée Ce ; si x est le vecteur de position de C et n* dé­
signe la distance PQ le vecteur de position de Q sera 

X = x + « * w . (19.2) 

D'après (19.2), (16.2), (19.1), (13.5; 2,3) pour que xI soit parallèle à w on 
doit avoir les relations 

«* Cos û = Sin"^ - X, (19.3) 
It o0 

- , S i n ô C o s B — Cos S Cos cp Sin B ^ . . _ 
P/= „ * „ + " • — B - c o - a (19.4) 

• ^ - ( H , * - Sin 5 Sin p - Cos 8 Cos ï Cos ¡3) w . (19.5) 

Théorème 19=1. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) 
défini sur celle-ci, il y a une infinité de développées du champ envisagé relativement 
à une courbe C de S, déterminées par les relations (19.3), (19.4). La valeur de n* 
montre que les points de contact Q avec la développée relative à un même point 
P de C se trouvent sur Vaxe de courbure Dc, du champ en P par rapport à C. 



58 N. U R A L 

Cas Particuliers. 

1) Si C est une géodésique du champ, on a 

jcn = o p = o , 6 = ? ) . (19.6) 

D'après (17.4), (19.3), (19.6) et (19.4), (17.12), (4.11), (17.11), (19.7) et en consi­
dérant que ß = — â on trouve 

n* Cos â = Sin"$ * « v » S i n 4> " C ^ , 

y _ m Cos ß Sinß + ^ C o s 2 ß ( / ^ S i n ? - ? g 0 C o s j ) 
Sin (j> Sin cp (ÄrgCl,* Sin <p —- k„0* Cos <p) 

(19.7) 

(19.8) 

2) Si C est une asymptotique du champ on a 

A 6 = o ( ® = y > ö ^ « 1 ) - 09-9) 

D'après (17.4), (19.3), (19.9) et (19.4), (17.12), (6.12), (17.11) on trouve 

n * Cos 5 = Sin ̂  **** ± * " * 

- K + 2 S i n 2 ß C 0 S Î | B C o S t S i n ß ( f e " H ~ 
Sin <p Sin cp (r 0 * + $ „ . ) 

(1^,10) 

/ , ^ x . (19.11) 

3) Si C est une trajectoire orthogonale du champ, autrement-dit si C = CF* 
d'après (19.3) et (19.4) on trouve 

n*Cosct = 0 , «* ( ß r - „ ; „ . ) = Cos ß . (19.12) 

a) Si ä = i L w = w * , « * - > « > . Dans ce cas, d'après (19.4), (1.5), 

(4.16) on a 

ßz = — kgev* Cos <j) — /c„0* Sin cp 9 

—& g C l ,* Sin cp + k„ei* Cos cp 
tg© = - Cotg ß 

Arctg 
kgCy* Sin cp — k„0i> Cos <p 

tg0* — cp, 

+ (k^* Sin cp -)- /cgCl,* Cos cp) = 0 . 

(19.13) 
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I I * désigne la dérivation invariante effectuée dans la direction v*. Le point Q est 
à l ' inf ini , sur la ligne d'action du vecteur w*. 

b) Si n* = 0 d'après (19.12; 2) B = • Dans ce cas w = v* . Les droites 

r sont tangentes en P à C„*. 

20. Développantes d'un champ de vecteurs. 

Soit une surface S, un champ de vecteurs w (<p, <p) défini sur celle-ci et une 
courbe C de S. Les trajectoires orthogonales des lignes d'action des vecteurs du 
champ w en chaque point P de C, sont appelées les développantes du champ 

w (tj>, cj>) relativement à C. Soit Ce une telle développante. Y , étant le vecteur de 
position de Ce ; x celui de C, on a 

Y = X + Î * W (20.1) 

où q* est un scalaire déterminé tel que l 'on ait Y , . w = 0. La condition pour 
que la tangente de Ce 

Yf = Xj + q^MV + q"^j (20.2) 

soit orthogonale à w est d'après (16.2), (13.5; 1), (20.2) 

g,* + Sin <j> Cos 5 = 0 

ou , l 'on peut écrire 

q* = [ - ; gin $ Cos 5 ds ] + cte . (20.3) 

où s est l'arc de C. 

Théorème 20.1. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs défini 
sur celle-ci, le champ possède une infinité de développantes relativement à une 
courbe Ç de S. Toutes ces développantes déterminées par (20.3) sont des courbes 
parallèles. 

21. Les hélices d'un champ de vecteurs. 

Soit une surface S et un champ de vecteurs w (<p, cj>) défini sur celle-ci, si le 
long d'une ligne Ch de S on a la relation 

w . k = Cos r j = cte. (21.1) 

où le vecteur unitaire k définit une direction fixe, Ch est appelée une hélice du 
champ de vecteurs w (tj>, <p) relativement à S. 
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Nous allons voir que ces lignes se comportent comme les hélices propre­
ment-dites. 

1) Chaque droite du champ peut-être considérée comme une hélice de ce 
dernier. 

En dérivant (21.1) on obtient d'après (13.5; 1) 

A - e w . k = C. (21.2) 

D'après (14.1) on voit que la relation (21.2) est vérifiée pour chaque droite du 
champ. On peut donc dire que, quelle que soit la direction du vecteur unitaire 
k, chaque droite du champ relativement à S est une hélice du champ par rapport 
à S. 

2) I l en est de même pour une ligne plane Cp du champ : 

D'après (13.5; 3) et (15.1) on trouve que le vecteur vv* est fixe pom une ligne 
plane du champ. En prenant w* au lieu de k, on trouve un vecteur unitaire de 
direction fixe, orthogonal à w tout le long de Cp, et la ligne plane Cp du champ 
relativement à S est une hélice du champ par rapport à S. 

3) D'après (21.2): Le long d'une hélice Ch du champ relativement à S et 
différente d'une droite du champ, le second vecteur unitaire w du trièdre de 
FRENET du champ par rapport à Ch reste orthogonal à la direction fixe k et 
réciproquement, ce qui permet d'écrire 

k = w Cos T\ + w* Sin rj . (21.3) 

4) En dérivant (21.3), d'après (13.5; 1,3) et en considérant que r\ est cons­
tant on obtient 

Jï«L =tg/r7 = cte. (21.4) 

D'où i l résulte que : 

Le long d'une hélice Ch du champ relativement à S, le rapport de la courbure 
absolue à la torsion absolue du champ par rapport à Ch reste le même. 

Cas Particuliers. 

V) Si Ch est une géodésique du champ, wkgQ = 0, d'après (œ = 0 , 0 = y 1 ) 
on a w s w* . En utilisant (13.6), (5.12; 1) dans (21.4) on trouve que 

= tg^n =cte. (21.5) 

tout le long de Ch . 
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2) Si Ch est une asymptotique du champ, Jcm = 0, d'après ^¿5— } B^ct1 j 

on a w = v*, w* = w* . k est parallèle au plan (w, w*) ou (y. n). 

En utilisant (13.6), (7.10; 1) dans (21.4) on obtient 

— tg ri = cte. 
K 

tout le long de Ch . 

3) Si le long d'une hélice Ch du champ, on a la relation 

o- T Cos 8 1 
Sm <p • = — , 

(21.6) 

(21.7) 

c étant une constante, Ch sera appelée hélice circulaire du champ relativement 
à 5. 

D'après (21.7) et (21.4) on trouve 

Cos 8 tg i l 
Sin <j) 

Le point central et le paramètre de la surface réglée engendrée par la ligne 
d'action G- du vecteur w qui se déplace le long d'une hélice circulaire Ch du champ 
relativement à S sont donnés d'après (13.5; 2), (16.2), (21.4) et (21.7), respective­
ment par 

w,2 

Sin r¡ (Sincp Cos8Sinr¡ — Sin8 Cosn Coso + Coscp Cos S Cosn Sinco) 
c Sin cp Cos 8 

P- = 
(X f , W/ , w) = 

W2 

— Sinïï(Sin<p Cos S C o s ï ï + SÎnSSinrj" Cosœ— Coscp Cos8 SinrjSinœ) 
c Sin cp Cos 8 

Le vecteur de position de la ligne de striction de la surface réglée définie 
ci-dessus est 

(21.8) 

X = x + X - w (21.9) 

où x est le vecteur de position de l'hélice Ch . Pour la tangente à la ligne de stric­
tion, on trouve 
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X , = (Sincp Cos 5 — X- wkm) w + [-Coscp Cos a> Cos 5 —Sin S Sin co -\-(X-)j] w + 

+ (Sin S Cos co — Cos <j> Sinœ Cos 5 + X- Jû0)w * . (21.10) 

Pour que cette tangente soit parallèle à (21.3) i l faut et i l suffit que 

(Xr)i = Sin S Sin cô + Cos S Cos co Cos , (21.11) 

Sin TJ (Sin cp Cos 8 — X~ Jcai) = Cos n (Sin 8 Cos co — Cos S Cos cp Sin a> + X- wta6). 

Si l'hélice Ch considérée est en même temps une asymptotique du champ 
relativement à S et si X- reste constant tout le long de Ch on trouve les valeurs 

Je» = 0 ^ 5 = , (*>)/ = Sin S = 0 - > S = 0 (C f t = C„). (21.12) 

D'après (1.5; 2), (3.1a; 1), (21.12) on a 

= (21.13) 

et dans ce cas les expressions (21.8) prennent la forme 

x _ = Sin i l (ços^ _ Cotg cf" Sin ïî) 
c 

J ut 
S i n " (Cos n - Cotg tp Sinn) . 

(21.14) 

X- étant considéré constant tout le long de l'hélice Ch, la première de ces relations 
donne 

4> = cte. (21.15) 

et i l résulte de (21.13), (21.14; 2) que 

fca9=-0, ^ = cte.. (21.16) 

tout le long de Ch . kng est la courbure normale de Ch en P. On en déduit que la 
courbure géodésique et la torsion géodésique en P de l'hélice circulaire en ques­
tion sont d'après (21.16), (21.7), (21.15), (1.5; 1,3), [\ (3-la; 1,3)] 

/ c g c - c t e . , i g 0 = cte. (21.17) 

et que d'après (21.16; 1) et (21.17) la courbure k et la torsion t de Ch sont cons­
tantes tout le long de Ch, c'est-à dire que Ch est une hélice circulaire de S. 

22. Les cercles d'un champ de vecteurs. 

Soit une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) défini sur celle-ci. Si tout 
le long d'une ligne C de S on a à la fois 
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„. T Cos 5 1 _ , „̂  
Sm cp — — = — , J a 0 - J g e - co, = 0 (22.1) 

Cc sera appelée un cercle du champ de vecteurs w (cp, cp) relativement à S. 

Nous allons^ voir que ces courbes se comportent comme les cercles ordi­
naires de S. 

1) D'après la définition Cc est une ligne plane du champ et le centre de 
courbure Mc du champ relativement à Cc est à une distance constante des points 
du cercle. 

2) D'après (18.2) la courbure sphérique du champ relativement à Cc est en 
général à l ' inf ini . 

3) Si le cercle Cc du champ est en même temps une trajectoire orthogonale 
et une géodésique du champ, le centre de courbure sphérique est indéterminé. 

4) En considérant que chaque ligne plane est une hélice du champ et d'ap­
rès la définition de l'hélice circulaire du champ, la définition de cette ligne montre 
que, Cc est une hélice circulaire particulière du champ. 

5) I l résulte de la troisième formule de FRENET, que le vecteur w* 

reste le même tout le long d'un cercle Cc du champ. 

6) La tangente au lieu géométrique du centre de courbure donnée dans 
(16.5) devient pour le cercle Cc du champ 

yT~(—Coscp Cos © Cos 8—Sin cô Sin 8) w+(—Coscp SincÔ Cos S - f Cosco SinS)w*. 
(22.2) 

Cette tangente est orthogonale au champ w. Si 8 = — tout le long de Cc on a 

y f = - v * . (22.3) 

Si S = 0 tout le long de Cc oh a 

y , = - Cos J w* . (22.4) 

— 7î '— 

7) Pour 5 = 0 et cp = — , Cc est un cercle ordinaire (champ de vecteurs 

tangentiels). 

8) Pour cp = 0 e t c ô — S = cte., le lieu géométrique du centre de courbure 
Me de C 0 relativement au champ est une droite. 
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Nous allons voir que ces lignes se comportent comme les hélices propre­
ment-dites. 

1) Chaque droite du champ peut-être considérée comme une hélice de ce 
dernier. 

En dérivant (21.1) on obtient d'après (13.5; 1) 

(21.2) 

D'après (14.1) on voit que la relation (21.2) est vérifiée pour chaque droite du 
champ. On peut donc dire que, quelle que soit la direction du vecteur unitaire 
k, chaque droite du champ relativement à S est une hélice du champ par rapport 
à S. 

2) I l en est de même pour une ligne plane Cp du champ : 

D'après (13.5; 3) et (15.1) on trouve que le vecteur est fixe pour une ligne 
plane du champ. En prenant w* au lieu de k, on trouve un vecteur unitaire de 
direction fixe, orthogonal à w tout le long de Cp, et la ligne plane Cp du champ 
relativement à S est une hélice du champ par rapport à S. 

3) D'après (21.2): Le long d'une hélice Ch du champ relativement à S et 
différente d'une droite du champ, le second vecteur unitaire w du trièdre de 
FRENET du champ par rapport à Ch reste orthogonal à la direction fixe k et 
réciproquement, ce qui permet d'écrire 

k = w Cos y\ + w* Sin T\ . (21.3) 

4) En dérivant (21.3), d'après (13.5; 1,3) et en considérant que r[ est cons­
tant on obtient 

A<L = tg/n = cte. (21.4) 

D'où i l résulte que : 

Le long d'une hélice Ch du champ relativement à S, le rapport de la courbure 
absolue à la torsion absolue du champ par rapport à Ch reste le même. 

Cas Particuliers. 

1) Si Ch est une géodésique du champ, Jcgg — 0, d'après (ô3 = 0 , 6 = y1) 
on a w s w*. En utilisant (13.6), (5.12; 1) dans (21.4) on trouve que 

- ~ ^ = tën=cte. (21.5) 

tout le long de Ch . 
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2) Si Ch est uneasymptotique du champ, Jcn6 = 0, d'après J"— s B^ct1 j 

on a i f - v*, w* = I T * . k est parallèle au plan (w, w*) ou (v, n). 

En utilisant (13.6), (7.10; 1) dans (21.4) on obtient 

=̂  tg TJ = cte. 
i f 

tout le long de Ch . 

3) Si le long d'une hélice Ch du champ, on a la relation 

Coŝ 6 _ _1_ 

(21.6) 

Sin cp (21.7) 

c étant une constante, Ch sera appelée hélice circulaire du champ relativement 
à S. 

D'après (21.7) et (21.4) on trouve 

Cos 5 tg r j 
Sin tp 

Le point central et le paramètre de la surface réglée engendrée par la ligne 
d'action (7- du vecteur w qui se déplace le long d'une hélice circulaire Ch du champ 
relativement à S sont donnés d'après (13.5; 2), (16.2), (21.4) et (21.7), respective­
ment par 

C r . W / 
X- = -

wî 
Sin TJ (Sincp Cos 5 Sin rj — Sin 5 Cos n Cosco - f CoscpCos 5 Cos i\ Sínco) 

c Sin cp Cos 5 
(Xj , w , , w) 

—2 W7 

(21.8) 

—Simi (Sincp Cos 5 Cos n + SinÔ Sirvu Cosco— Coscp Cos S Sinrj Sinco) 
c Sin cp Cos ô 

Le vecteur de position de la ligne de striction de la surface réglée définie 
ci-dessus est 

X = x + X - w (21.9) 

où x est le vecteur de position de l'hélice C / ( . Pour la tangente à la ligne de stric­
tion, on trouve 
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X 7 = (Sincp Cos S — X- wkaB) w + [—Coscp Cos co Cos S - S i n S Sin co + ( X - ) 7 ] w + 

- f (Sin S Cos cô — Cos $ Sinco Cos 5 + X~ ^ J w * . (21.10) 

Pour que cette tangente soit parallèle à (21.3) i l faut et i l suffit que 

(X-)j = Sin S Sin © + Cos S Cos 55 Cos $ , (21.11) 

Sin rj (Sin cp Cos 5 — X- wkag) = Cos n (Sin 8 Cos © — Cos 8 Cos cp Sin co - f X~ wtaB) . 

Si l'hélice Ch considérée est en même temps une asymptotique du champ 
relativement à S et si X- reste constant tout le long de Ch on trouve les valeurs 

0 ' - % c o ^ A ) , ( ^ / = S u i 6 = 0 - > 5 = 0 : ( C f t = C w ) . (21.12) 

D'après (1.5; 2), (3.1a; 1), (21.12) on a 

K0 - ï / 

et dans ce cas les expressions (21.8) prennent la forme 

(21.13) 

X- = S i n T 1 (Cos ^ - Cotg cp Sin r\) 

p- = - S i n î 1 (Cos r j - Cotg cp S i n t i ) . 

(21.14) 

X- étant considéré constant tout le long de l'hélice Ch, la première de cés relations 
donne 

ï = cte. (21.15) 

et i l résulte de (21.13), (21.14; 2) que 

km>=& ^ = c t e - (21.16) 

tout le long de Ch . kno est la courbure normale de Ch en P. On en déduit que la 
courbure géodésique et la torsion géodésique en P de l'hélice circulaire en ques­
tion sont-d'après (21.16), (21.7), (21.15), (1.5; 1,3), [\ (3-la; 1,3)] 

(21.17) 

et que d'après (21.16; 1) et (21.17) la courbure k et la torsion t de Ch sont cons­
tantes tout le long de Ch, c'est-à dire que Ch est une hélice circulaire de S. 

22. Les cercles d'un champ de vecteurs. 

Soit une surface S et un champ de vecteurs w (cp, cp) défini sur celle-ci. Si tout 
le long d'une ligne Cc de S on a à la fois 

Kc = c t e - tgB = cte. 
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— Cos 8 1 — _ 
S m cp - _ = — wtm = W Î m - ffl/ = 0 (22.1) 

c 

Cc sera appelée un cercle du champ de vecteurs w (<p, *<p) relativement à S. 

Nous allons' voir que ces courbes se comportent comme les cercles ordi­
naires de S. 

1) D'après la définition Cc est une ligne plane du champ et le centre de 
courbure Mc du champ relativement à Cc est à une distance constante des points 
du cercle. 

2) D'après (18.2) la courbure sphérique du champ relativement à C c est en 
général à l ' infini . 

3) Si le cercle Cc du champ est en même temps une trajectoire orthogonale 
et une géodésique du champ, le centre de courbure sphérique est indéterminé. 

4) En considérant que chaque ligne plane est une hélice du champ et d'ap­
rès la définition de l'hélice circulaire du champ, la définition de cette ligne montre 
que, Cc est une hélice circulaire particulière du champ. 

5) ï l résulte de la troisième formule de FRENET, que le vecteur w* 

reste le même tout le long d'un cercle Cc du champ. 

6) La tangente au heu géométrique du centre de courbure donnée dans 
(16.5) devient pour le cercle Cc du champ 

y /=(—CoscpCos © Cos S—Sin© Sin S) w-¡-(—Cos<p Sin© Cos 8 + Cos© Sin 8) w*. 
(22.2) 

TE ~ 
Cette tangente est orthogonale au champ w. Si 5 = ~ tout le long de Cc on a 

y , = - v * . (22.3) 

Si 8 =! 0 tout le long de Cc oh a 

y / = — C o s ^ " w * . (22.4) 

— TE — 

7) Pour 6 = 0 et $ = — , Cc est un cercle ordinaire (champ de vecteurs 

tangentiels). 

8) Pour cj> = 0 e t © — 8 = etc., le Heu géométrique du centre de courbure 

Mc de Cc relativement au champ est une droite. 
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23. Les lignes de Bertrand d'un champ de vecteurs. 

Soit une surface S et un champ de vecteurs w((j>, cp) défini sur celle-ci. Si le 

long d'une ligne-Q, de S, la ligne d'action G--du vecteur unitaire w est la normale 

principale d'une autre courbe Cb, la ligne Cb sera appelée une ligne de Bertrand 

du champ w (<p, cj>) relativement à S. Soit bp (p = 1 , 2, 3) les vecteurs unitaires du 

trièdre de FRENET de Cb au point P, P le point sur la ligne d'action G- corres­

pondant d'après la définition ci-dessus au point P de Cb et 

w . b1 = Cos a . (23.1) 

En dérivant (23.1) on obtient 

W / . b1 + w . b/ — (Cos a)j 

et en utilisant (13.5; 1) dans cette dernière égalité, tout en considérant que 
w 1 b 1 , w 1 G~ , on trouve 

a = cte. (23.2) 

tout le long de Cb . 

Soit s , p , x l'arc, la courbure et la torsion de Cb en P. Cb est défini par 

x = x + dw (23.3) 

où x est le vecteur de. position de Cb .et où, d doit être déterminé de façon à véri­
fier la condition d'une ligne de Bertrand. 

En dérivant (23.3) on obtient 

s/ = */ + d\v{ + dl. w (23.4) 

et en utilisant (16.2), (13.5; 2) on trouve 

b 1 >?/=(Sin4> Cos 5—d. Jc^w + (Î7, — Sin5 Sin m — Coscp Cosœ Cos 5)w + 

+ (Sin Ô Cos — Cos $ Sin œ Cos 5 + d. ;/ a e) w* . (23.5) 

A partir de la condition que vérifie Cb en étant une ligne de Bertrand relati­
vement à S, b1 est orthogonal à w et pour cela, d'après (23.5) i l faut et i l suffit que 

.di — Sin ô Sincô — Cos Cos M Cos 8 = 0.. (23.6) 

A partir de (23.1) et comme le vecteur h1 est parallèle au plan w, w* on peut 
écrire 

b1 = w C o s â + w * S i n â . (23.7) 

En utilisant la condition (23.6), (23.5) dévient 
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b 1 . sj = (Sin<j) Cos 8 - d. wkJ w + (Sin S Cos cô — Cos<p~ Sin cô Cos S + d. u , f J w*. 
(23.8) 

En comparant (23.7) et (23.8) on obtient 

_ _ Sin (j) Cos 8—d. JcM _ Sin 8 Costa — Cosip Sincô Cos S-ft/. 
Cos et •—• • — , OÏO. et — m • 

(23.9) 
d'où on peut écrire la relation 

Cos a iVtû6 + Sin a ^ -

Sin â Sincj> Cos 8 — Cos â (Sin 8 Cos M — Cosc}> Sin cô Cos S) 
= 0 . (23.10) 

d 

On voit donc que, la torsion absolue et la courbure absolue d'un champ 
de vecteurs relativement à une ligne de Bertrand Cb sont linéairement liées. 

Cas Particuliers. 

La condition nécessaire et suffisante pour que d soit constant tout le long 

de Cb est que 

dl = Sin 8 Sin© + C o s f Cos cô Cos 8 = 0. (23.11) 

a) Dans le cas où d est constant, si Cb est en même temps une asympto-

tique du champ, ^ ^ = 0, d'après (m = ~ j et (23.11) on doit avoir 8 = 0 

(Cb = Cv). D'autre part on a w = v * , w* = w * , b1 prendra la forme 

b 1 = w Cos â + w* Sin fi . (23.12) 

Pour (23.5) et (23.10) on aura respectivement 

b1 s, = ( S i n * -d. k ) w + (d. ( X â - Cos fa w* (23.13) 

Cos a j „ + Sin fi wkgg - 0 0 8 ( » " } = 0 . (23.14) 

D'après (23.14) on a 

C o S < t l ~ ^ à g = t g â = cte. (23.15) 

et d'après (1.5; 1,3), [ l , (3-la)] on obtient 

( l - ^ C o ^ - ^ ^ S i n ^ = t g _ = c t e < ( 2 3 1 6 ) 

— (1 — d kgCv) Sin <p — Î / i f f 0 Cos <p 
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Dans ce. cas la valeur de ,57 est 

s? = (1 - dkgcvf + d2t2
g0 . (23.17) 

b) Dans le cas où d est constant, si Cb est en même temps une géodésique 

du champ, .vkgs = 0, d'après (© = 0) et (23.11) on doit avoir 5 = ~ (Cb — Cv.«). 

D'autre part on a w = w* , w* = — v* et 

bi = w Cos à — v* S inâ . (23.18) 

Pour (23.5) et (23.10) on aura respectivement 

: fe1 = ( - d. J c J w - (1 + rf. v* (23.19) 

Cos et 
Cos ô ^ + Sin â ,/c„0 + — - = 0 . (23.20) 

d 
D'après (23.20) on a 

ou en se servant de (1.5), [*, (3-3 a)] on obtient 

d {kgCf Cos cp + ^ 0 Sin <p) + 1 

= tg â = cte. (23.21) 

= tg a ~ cte. 
d (kgCv Sin <j> - - i g É S - Cos cp) 

Dans ce cas la valeur de sr devient 
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