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CHAMPS DE VECTEURS NON TANGENTIELSY
N. URAL

Dans ce travail, les propriétés de Ia courbure normale, de la cour-
bure géodésique et de la torsion géodésique d’un champ de vecteurs tan-
gentiels relativement & une courbe de la surface sur laquelle le champ est
défini, Tes directions asymptotiques et principales relativement & ces éléments,
les parailles des certaines notions et des relations de la théorie des surfaces
¢t des courbes constituées pour les champs de vecteurs tangenticls est
étendu aux champs de vecteurs non tangentiels. '

0. Introduction. Si & chaque point régulier 2 d’une surface & on attache
un vecteur v situé dans le plan tangent en ce point, on constitue ainsi ce que
I'on appelle un champ de vecteurs tangentiels. En 1932 W.C. GRAUSTEIN [*],
en 1952 et 1956 T.K.PAN [*] ont respectivement défini Ja courbure géodésique,
la courbure normale et la torsion géodésigue d’un tel champ, relatives & une courbe
C de § passant par P et en ont obtenu quelques propriétés. Plus tard, en 1974
et 1975 F. SEMIN ['?] a exprimé ces propriétés de fagon invariante, a rectifié
quelques erreurs de T.K. PAN[7], a obtenu lextension de quelques formules
de la théorie des surfaces aux champs de vecteurs tangentiels, a établi certains
invariants différentiels et aprés avoir établi les formules de FRENET d’un champ
de vecteurs tangentiels relativement 3 une courbe de la surface, a surtout défini
les courbes de la surface relativement & ce champ qu’il a nommées: droite, courbe
plane, hélice, cercle, ligne de BERTRAND et a défini la “développée” et la
“développante” du champ.

Dans ce travail nous essayerons d’étendre ce qui a été trouvé par T.K. PAN
et F, SEMIN pour les champs de vecteurs tangentiels, aux champs de vecteurs
non tangentiels. Dans ce que suit nous supposerons que toutes les fonctions sca-
laires ou vectorielles que ’on va envisager sont des fonctions dérivables et que
les points P prissur § sont des points réguliers, & moins que le contraire soit men-
tionné d’avance.

Rappelons d’abord certaines formules que ’on va utiliser dorénavant.

Soit un espace Buclidien de dimension 3, une surface S donnée par ses lig-
nes de courbures et un point P de cette surface, un vecteur unitaire normal 3 la

) Je remercie vivement M. le Professeur ¥. Semin qui m’a suggéré la sujet de ce travail
et qui m’a aidé de ces conseils judicieux pour I’élaboration de ce dernier.
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surface n, les vecteurs unitaires des directions principales t et t*, et 0, 8% les direc-
tions orthogonales déterminées par les vecteurs unitaires des tangentes aux
courbes C, C* d'un réseau orthogonal tracé sur § au point P, 4 I’aide des relations

a=tCosB+4t*Sin0, a*= —tSin6 4 t*Cosh. ©0.1)
Soit

v=1tCos ¢ +t*Sin ¢, v*= —1tSin¢d 4 t*Cos ¢ 0.2)
et (v, v*, m) le triédre trirectangle au point P. '

T.K. PAN et F. SEMIN ont étudié les différentes propriétés du champ de
vecteurs tangentiels v ($) relativement au triédre trirectangle (v, v*, n). Par exemple,
les dérivations invariantes de direction ©, des vecteurs unitaires constituant
le trigdre trirectangle, sont, d’aprés [*, (2-9a)]:

Vi = kg v¥ + k, n

VVne
"’J’=i= - vkgo v - vtgon (03)
;= — k,, v— . v

Les coefficients K, , K, , g, désignent respectivement la courbure géodé-
sigue, la courbure normale, la torsion géodésique du champ de vecteurs tangentiels
v () relativement @ C au point P [>%°].

Les valeurs de ces coefficients en fonction de ¢ et de 6 sont données d’aprés
[}, @-1)], par les formules

gy = (8+ ) Cos 6 + (g% 4 ¢,) Sin &
Hng = Kk Cos ¢ Cos § - £* Sin ¢ Sin 6 0.9)
vy = k* Cos ¢ Sin @ — k Sin ¢ Cos 0.

Dans ces formules &, k¥, g, g* désignent les courbures principales et les cour-
bures géodésiques des lignes de courbure; les indices inférieurs 1, 2 désignent les
dérivations invariantes effectuées dans les directions principales.

Comme les relations (0.4) montrent que les coefficients k,,, k, , 7, sont
des fonctions de direction, pour toutes les courbes se trouvant sur S et étant tan-
gentes a C au point P, les valeurs de ces coefficients au point P sont les mémes.
Et au lieu de parler de la courbure géodésique, la courbure normale, la torsion
géodésique du champ de vecteurs tangentiels v (¢) relativement @ C en P, on parlera
de la courbure géodésique, la courbure normale, la torsion géodésique du champ
de vecteurs tangentiels v{(§) relativement d la direction O en P.

1. La courbure géodésique, la courbure normale, la torsion géodésique d’um
champ de vecteurs non tamgentiels w ®une surface S relativement a une courbe C
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en un point régulier P. Soit w, le vecteur unitaire du champ de vecteurs géné-
raux de la surface S, au point P. Soit ¢ 'angle que fait le plan (w, n) avec le plan
(t, n) et posons

w.n=Cos .

Soit v, le vecteur unitaire, colinéaire & la projection orthogonale de w sur le plan
tangent en P. On peut é&crire

w—=vSin$ +nCosd. ' (L.1)

Dans le plan tangent considérons, le vecteur unitaire v* orthogonal & v et véri-

-y /\-\ n .
fiant la condition v, v¥ = + i et le vecteur w* défini par

wEt=w A VE, (1.2)
On obtient

v = —(Sin¢ +t*Cos, w¥=—vCosd-|-nSing. (1.3)

Soit (w, v*, w¥) le triédre trirectangle de la surface § au point P. Les déri-

vations invariantes de direction ¢ de ces vecteurs unitaires sont, d’aprés les formu-
les [', (2-9a)]

. - H 5
wr = wkga v+ svkne w
B ES
Vit == K W g W (1.4)
ko 3k
Wik = — kW o VE.

Les coefficients k.., /%, , %, de ces formules sont definis en remplagant

v par w, r par w*, v¥* par v* dans [', (2-6); (2-7); (2-8)]

— * * = * * oy oWk — yk o ¥
Wy =Wr ¥V =— W v * k=W, W =—w.ow, =W =— vhw,

et sont nommés respectivement, courbure géodésique, courbure normale et torsi-

on géodésique du champ de vecteurs w (¢, $) relativement & C en P, En se servant
de ce qui a été défini ci-dessus on voit que ces coefficients vérifient les relations

ko, = Jg, Sin ¢ — ¢, Cos ¢

wge
wkne = vkng - $I (15)
hgo = ogo COS & + 4, Sin .

Dans le cas ot le champ w est donné, les formules (0.4) et (1.5) montrent
que les coefficients de (1.4) dépendent seulement de 8 c’est-3-dire que chacum
d’eux est une fonction de direction. Donc, sur S pour toutes les courbes tangentes
a C en P, les valeurs de ces coefficients en P sont les mémes. :
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Cas Particuliers.

1) Pour =0ona: w=n, k,=k,.=—,[ k.= k

* whgg ®vgn l"!.'e’wkn9=ine_vna’

wlee = nlgo Vkso .

[

- =
2) Pourdp =—-ona: w=yv,k Koo s Wk Koo s ok !

2 swfipe = vggr wlmg = WWngr wlge = vigo -
Propriétés,
a) D’aprés les formules (1.5), on obtient
(gl + (ge)* = (Rl + (1) (1.6)

Comme on peut le voir le c6té droit de I’égalité ne dépend pas de ¢ et on peut
énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. En un point régulier P d’une surface S, la somme des carrés
de la courbure géodésique et de la torsion géodésique du champ de vecteur w (b, $)

relativement & la direction B ne change pas quand le vecteur du champ w (¢, $)
tourne autour de P, en restant dans le plan (v, n), et est égale & la somme des carrés
des mémes éléments du vecteur v.

b) D’aprés la seconde formule de (1.5):

Théaréme 1.2. Silelong d’une courbe C d’une surface S, le vecteur du champ
w, fait un angle constant avec la normale & la surface, orn a

k= k

w'ng e

d bhaque point P de C.

— - = —
¢) Si l’on prend la direction ¢* = ¢ 4 5 orthogonale & ¢, ou bien w*

au lien de w les formules (1.5) donnent

w*kgﬂ = - wtzg » w'knn = wkng » w*tgo = wkgn .

La courbure absolue du champ w relativement 4 C au point P.
w; = wkao » whee >0, W=1 a7
le coefficient k,, défini ci-dessus est la courbure absolue du champ w relativement

4 C en P. On refrouvera cette notion quand on parlera des formules de FRENET
d’'un champ w.

D’aprés (1.4;1) et (1.7) on obtient
(w ao)z - (w ag)z + (w ao)z . (1-8)

Le vecteur de DARBOUX d'un champ w relativement au tridgdre trirectangle
(w, v¥, w¥),

T T T L LT S T




CHAMPS DE VECTEURS NON TANGENTIELS 5

On sait que les vecteurs w,, v,*, w;* dérivés des vecteurs unitaires constitu-
ant un triédre trirectangle sont coplanaires et que le vecteur

wdg = wtge w— wkno \A + wkgo w* . (19)

qui leurs est orthogonal est fe vecteur de DARBOUX du champ w relativement
au triégdre trirectangle w, v*, w* en P.

Ce vecteur vérifie les relations suivantes :

W= wda AW, v*= wdn AVE wyt = wdo A wE, (1.19)
G = Gl W — Gk v (o W (i.ii)
2. Expressions invariantes. En se servant des formules [',4-1] et (1.5)
on obtient
koo = [(g + ) Sin ¢ + & Sin ¢ Cos ¢ ] Cos 0 +
+ [(g* 4 ¢,) Sin ¢ — k* Cos ¢ Cos $ ] Sin® |
oy = (k Cos & — ¢;) Cos @ 4 (k* Sin ¢ — ¢,) Sin 8 @.1)
wlgo = [(g+ ;) Cos ¢ — k Sin ¢ Sin ¢ ] Cos 0 -+
+ [(g*+ ¢,) Cos § + &* Cos ¢ Sin $ ] Sin 0.
On voit clairement que J,, , Ko » yles SONE des fonctions de direction dépendant
de 0.

En remplagant 0 par 6* = 6 4 _zn_ dans ces formules on obtient

g = — [(g + &) Sin ¢ -+ k Sin ¢ Cos ¢ ] Sin6 -
+ [(g* + &) Sing — k* Cos ¢ Cos ¢ ] Cos @
e = — (k Cos  — ¢,) 8in 8 + (k* Sin § — ¢,) Cos 0 (2.2
t.« =—[(g+ ¢,)Cos ¢ — k Sin $ Sin ¢ ] Sin 0 -+
+ [(g*+ &,) Cos b + k* Cos ¢ Sin ¢ ] Cos 8.

when”
En se servant de [%, (1-9)], [% (2-7); (3-7)], d’aprés (2.1) et (2.2) on peut éerire

(Ko + (g = (egye)? Sin® § — A Sin 2 § +(M kyge —K) Cos? §
(e (o= M by —K—2 (k 6, Cos ¢ +K* 4, Sin ) + 81+ 83 | (5 5

(e | oo =(g)? Cos? & + B Sin2 § -+ (M k5 —K) Sin® §
(Pk&“'l)z = kzgcv + kzgﬂv' )

On peut exprimer ces relations par le théoréme suivant :
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Théortme: 2.1. En un point régulier P d’une surfuce S, la somme des carrés
des courbures géodésigues ou des courbures normales, ou des torsions géodésiques
d’un champ de vecteur w par rapport aux directions orthogonales a (6) et a* (6%)
ne dépend pas de la direction 8.

La somme de la premiére et de la troisiéme des relations (2.3) donne aprés
avoir remplacé par leurs égales dans [2, (3-D], [, (1-9]
(wkg@)z + (wtgg)z + (wkgg*)z + (wtggg)z = (vkgvl)z + Mknd)* —K
= kie, + KgepHhnge Ftige . (24
Dol : '
Théoréme 2.2. En un point régulief P d'une surface S, la somme des carrés

des courbures géodésiques et ln somme des carrés des torsions géodésiques d’un
champ de vecteur W, par rapport aux directions orthogonales a () et a* (6%) du

plan tangent en P, ne dépendent pas de ces directions, ni de Pangle }5 ; et les carrés
des courbures géodésiques des lignes du champ C,, C, des champs de vecteurs
tangentiels v, v¥ sont égaux & la somme des carrés de la courbure normale et de
la torsion géodésique de C,v .

Si 6 = ¢ en se servant de [, (3-1a)] & partir de (1.5) on peut écrire

Whgp = kg, Sin ¢ — 1,4 Cos ¢
ong = Ks — b0 (2.5)
wles =1tg0 Sing+k,, Cosd.

Ici, 'indice T* représente la dérivation invariante de direction ¢ .

3. Certains invariants différentiels. Dans [2, (2-6), (2-7), (2-8), (2-9)]
on a montré gue

=k . — V*k  4f w == kgq‘ kn(b ~*l'€&,c,v,,t Lap*

Y'Eo ¥ Hd g0 ¥V 'ge
=k (g+ ¢)Cos ¢ + k*(g* + &,) Sin ¢
B = vkgo P P ;J(“gt = ksnrv Iep + k.s'fv* Knpe
=-—k(g+¢)Sin ¢ 4 k*(g* +¢,) Cos ¢
kno* —_ y"kse* vtga = kgw kn¢1= — kgcv‘ L)
=k(g+ ¢,)Sin$ -+ k¥ (g + ¢,) Cos ¢
D = Kgg #lggr T kgt g = Ko, Lot -+ Kyepu ko

=k(g*+ ¢,)Cos b — k*(g+ &) Sin ¢.
A partir de [, (3-1a), (3-1b)] on peut voir facilement que

€ =k

*
vvgg v

(3.1)
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whigr = Kyt 5 R = e s e = g (3.2)

Si I'on utilise ces derniéres formules dans les relations (3.1) on obtient une forme
plus symétrique

o=k k -+ Vkso* ks

vV Ee V no L i 1]

Z Hogo vlzo T vkgo* vlgg*

et —— o e

3.3
€ = vkge vzge* AT vtge
'@ = vkgg vkuo* + vkm;‘ vkuo ¢
Ajoutons 4 ces égalités
K= Koo ey — Keo® vaa (3.4
que I'on obtient en se servant de (3.2) dans [, (9-7)] et
Mtg@ = vtgo vkrre + vrge* ang* ! (35)

que Pon peut cobtenir par calenl

Pour les champs de vecteurs généraux on peut écrire les six relations semb-
lables a celles citées ci-dessus pour les champs de vecteurs tangentiels,

& = Wkgo wvag —l— wkgo* urkrm}'=

= wkge whee T wl_cga* wheo*
¢ = Hoge wlaa® ™ whas® wl

g6 w'ge wrEge wWogn
(3.6)

o
D= — wkgo th'()* + wk.E()'G= wkno
K = wkno wtge* - wkng* wtgg
é.? = wkne wt.l,‘e + wkrzo* wtgg* .

relations (3.6) il suffit d’utiliser les égalités
(@ Cos 0+ 5 Sin 0) (@ Cos & + 5 Sin 0) + 3.7)
+ (b Cos 0 — a Sin0) (b Cos 0 — G Sin 0) = ad + bb

(a Cos 0 + b Sin 0) (4 Cos 0 — 4 Sin 0) — (3.8)
— (pCosO—aSin0) (b Cos0+ dSin0) — ad — bb .

Par exemple pour la valeur de .o dans (3.3) on peut écrire

o = k(g + ¢,) Cos ¢ + k* (g* + ¢,) Sin ¢,

car a partir de (3.7) on a
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a=g+¢, , b=g*+¢, , a=kCosd , b—=k*Sin¢.
Pour o si I'on note
a= (g + ¢)Sin ¢ + k Sin ¢ Cos ¢ , a=kCos¢— ¢,
b= (g*4 ¢,)Sind —k*Cos$Cosd , b
et si 'on applique (3.7) on obtient

k* Sin ¢ — ¢,

& = (kCos & — $)[(g+ $,) Sin ¢ +k Sin ¢ Cos & ] +
+ (k*Sin ¢ — ¢,) [(g* + ¢,)sin & — k* Cos ¢ Cos ¢ ] (3.9
ou bien. aprés avoir ordonné’
ol = [« —(&*+ ¢ $2_(8'+ ¢, 61]Sind_j+
+ [ k* ¢, Cos ¢ — k ¢, Sin ¢ — Mz, ] Cos ¢ . (3.10)
En se servant de (3.7) pour @ , & et de (3.8) pour ¥, %, K on obtient
# =[(g+ ¢)Sin § + k Sin ¢ Cos $][(g - ¢,) Cos ¢ — k Sin ¢ Sin ¢ ] +
+ [(g* + $,) Sin & — &* Cos ¢ Cos ¢] [(&* + ¢,) Cos ¢ + k* Cos ¢ Sing ],
% =[(g+ ¢,)Sin ¢ + k Sin ¢ Cos ¢ ] [(&* -+ ¢,) Cos ¢ + k* Cos ¢ Sin ¢ ] —
~ [(g+ 4,) Cos ¢ — k Sin ¢ Sin ¢][(g* + ¢,) Sin ¢ — k* Cos ¢ Cos ¢ ],
G = — (k*Sin ¢ — o) [(g + ¢,) Sin ¢ + k Sin ¢ Cos ¢ ] +
+ (kCos ¢ — b)) [(g* + ¢ Sin§—&* CosCos ¢ 7,
K — — (k*Sin ¢ — &) [(g + ;) Cos § — k£ Sin ¢ Sin ¢ ]+
+ (k Cos¢ — &) [(8* + ¢,) Cos ¢4 k* Cos ¢ Sin ¢ ],

& = (kCos ¢ — ¢)[(g+ ¢)Cos ¢ —kSin$pSing]
4 (k* Sin & — ¢,)[(g* + ¢,) Cos ¢ + k* Cos ¢ Sin ¢]

ou bien aprés avoir ordonné on obtient

— — 1 _
B = — B Cos2 ¢+ - [(Je) — Mk,gr +K] Sin25, (3.11)

=9, (3.12)
@:[9_(g*+¢7)$1 + (g + ¢g)$1]sin-<};—|—
4 [k ¢, Cosd+k¢,Sing —K]Cos &, (3.13)

E=[9—(@* + ¢) ¢ + (g + ¢ $,]Cos ¢ +
+[K—k* ¢, Cosd —k¢,Sind]Sing, (3.14)
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—[M - (g* +¢2)¢2‘*(g+¢)¢1](:05¢+
[Mtg¢ + & (j)1 Sin ¢ — k* I{JZCOS ¢ ] Sin ¢ (315)

A partir de (3.12) on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. En un point regulier P d’une surface S, les invariants € et
€ du champ de vecteurs W(¢,’$) et du champ de vecteurs tangentiels v{($) sont égaux
Cest-g-dire que € ne dépend pas de I'angle & que-fait w avec la normale & la surface
et Pon a

wheo whee® wkge wheo vcse et ™ Hopgt oF rige = fgey

=k kppr — k

ges f - (3.16)

D’autre part en comparant (3.13) et (3.14) avec (3.10) et (3.15) on voit que
Do K== [@ —(g*+ )9, He+ ) &, F + [K—k*$, Cosd—k §, SingP, (3.17)
A E=[f — (g% )0, (e-+ )4,)* + [Mr,g -+, Smo—k*§, CospP. (3.18)

En éliminant Cos 0 et Sin 0 dans les expressions données par (2.1) pour %,
fe,y €L ,f,, oD obtient la relation

w'hng
G k + D

L] W £8

— K gy =0 (3.19)
ce qui est 'extension de la formule [, (3-64)].

Théoréme 3.2. En un point régulier P d’une surface S, la courbure normale,

la courbure géodésique et la torsion géodésique d’un champ de vecteurs w (¢, Td;)
relativement a une direction a (0) sont [ides, quelle que so;t la direction & , par la
relation (3.19) dont les coefficients ne dépendent pas de § .

4. Direction asymptotique relative a la courbure géodésique d’un champ de
vecteurs w.

La direction 7! de 0 pour laquelle
k. =0

¥ e

est appelée direction asymptotique du champ de vecteurs w(¢,$) relativement
aux courbures géodésiques du champ au point P.

Notons ! la direction orthogonale & ¥, c’est-a-dire

x

- 4.1

=

D’aprés (2.1; 1) on obtient

tg 7 == e (g+¢))Sln¢—|—kSm¢Cos¢ . “.2)
(g +¢QSID¢ 2 COS¢COS ¢)
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D’aprés (4.2), 4 I'aide de [, (7-2)] et [2, (3-3)] on obtient respectivement pour
— — T

=0 et —_
¢ ¢ 5

| F TR — E)
Valeurs de kyyn, g, slgn, ok ,. ey, wiyt, wic,,y .
Le premier tefme du cdté gauche de (2.3; 1) étant égal & zéro on obtient
(kgs)? = (Kp)* Sin2 § —BSin2 § + (Mkype — K)Cos? §.  (4.4)
D’aprés la formule d’EULER [, (1-6)]
ko = k Cos® 3! + k* Sin? 1.
A Tlaide de la valeur de t;; donnée dans (4.2) et en se servant de I3, (1-8),
(1-9] , 7 (2-7), (2-45), (3-7)] on obtient

K (ke Cos® ¢ + kgc,,t Sin2¢) + (F kg, + D lige,s) Sm ¢
(wkgvl) )

En se servant encore de la:valeur de .tg;,l donnée dans (4.2) et de la for-
mule de BONNET se trouvant dans [}, (1-7)]

Ko =

(4.5)

t,y=DSiny Cosy* , D=k¥ -k

on obtient

wkgn = — D (g + &) (8% + ¢,) Sin? ¢ + k (g* + ¢,) Sin ¢ —
—k*(g + $,) Cos ¢ Sin ¢ Cos cj) K Sin ¢ Cos ¢ Cog? c|> [ Gkg)? . (4.6)

En comparant la valeur

(g*+4¢,) Sinp—k* Cosg Cos¢ (gt 9) Sing + & Sin ¢ Cos¢

whgon = — 4.7
¢ Cos ¥ Sin ¢! 4.7
trouvée A laide de (2.2;1), (4.1), (4.2) et (4.4) avec
e % Sin ¢ Sin 7! _ % Sin § Cos 7" 4.9
" (g1 ¢)Sing 1kSin$Cosd (g% &,)Sing —k*CosbCosd
trouvée 4 laide de (4.2) de {1, (4-1, 3)] et de [%, (2-8)] on obtient
% Sin ¢
g — LG, 4.9)
witgyl

" Le c6té gauche de (1.5; 1) étant égal a zéro pour %', 4 I'aide de la formule
(4.9) on obtient
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. % Cos b
vkgvl = 7&:1—— . (4.]0)
En utilisant (4.7) dans les égalités .
__ KCosdé— PS¢ o KCosd — P Sin ¢ Cogt
" (g+¢,) Sing+k Sing Cosd "" (g*1 ,) Sinp—k* Cosd Cosd v
' (4.11)
trouvées A l'aide de (4.2) de [', (4-1; 1)] et de [*, (2-9)] on voit que
vkn}l:—KCos¢4——,@Sm¢. “.12)
wkgvl
A partir de (1.5; 3), (4.9) et (4.16) on trouve
% ' %
wtﬂz——, t~12:7__ 4.13
gY wk,g.';1 (”’ gY) (wkgzl)z ( . )

Pour kv on se sert de (4.2) dans (2.1;2) a laide. de % 2-9)] et de
(3.13} en considérant que

D =12+ @+ ) & — (€ + ) $1Sin ¢ +
+ [k* ¢, Cos ¢ + ko, Sin ¢ — K] Cos ¢

on obtient
lk —— 2 Sin 7! ' _' _ | @Z_COS 7 -
v (g1 ¢)Sin ¢ +kSin $Cosd (g%t ¢,)Sin § — k* Cos ¢ Cos & .
, (4.14)
En comparant cette relation avec (4.7) on a
G 9> - o
wkn_‘ =T s wk = 4.15
T e YT ey (41)

‘5. Direction principale relative 3 la courbure géodésique du champ de vec-
feurs w. . :

La direction 0 pour laquelle J, est max. est appelée direction principale dut
champ de vecteurs w (¢, $) relativement aux- courbures géodésiques au point P.

‘Comme cette direction doit vérifier la relation

a0 wihes T

en dérivant (2.1; 1) par rapport 3 0 et en 'annulant on remarque que la direc-

tion obtenue est la direction v' orthogonale a v', c¢’est-a-dire .
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. _(@*+ $)Sin§ — k*Cos $Cos &
= (g + ¢)Sing+kSindpCos¢
D’aprés (5.2) 4 laide de [t (7-4)] et [% (3-5)] on remarqué qué I'on

4 respectivement pour $ =0 et ¢ = %

(5.2)

V=n! , Vi=+y'. (5.3)
Valeurs de icu;‘ s Egvis ulger s eavi s vkg;l s u*kg;1 s whovt s whonss
D’aprés la formule ’EULER [, (1-6)] on a
k51 = k Cost v! + k* Sin® v!,

A Taide de la valeur de 5 donnée dans (5.2) et en se servant de [%, (1-11)],
[2, (2-40), (2-46)] on obtient

oo eyt Blee)Sin§ + (K kegeyr — M) Sin 24+ [(M*—K) ke — MK] Cos?§
Fivi— - - |
(wkg;l)z .

(5.4)
ou, a laide de [, (1-4)] oft peut écfire
ko= M=k .

De méme en remplagant vi=y'4 ~g~ dans la valeur de [1, (1-7)] écrite
pout 0 = V', on obtient
Iy = — I (5.5)
En se servant de (5.2) de [!, (41; i)] ef & Iaide dé (4.7, (4.1), [1,(1-7)1,
[3, (2-5)] on trouve
| & 8in & — M1y, Cos $_

wkg?l

(5.6)

avi =

De méme, en se servant de (5.2), (4.7), (4.1), [} 2-DI, [%(1-9] dans

[, (4-1; 3)] on obtient
B Sin § — (Mk,gs ~ K) Cos §

wkgiz

(5.7)

gy =

Encore & Paide de (5.2), (4.7), @.1), [ @-7), (3-7] dans [%, (4-1; 2)] on a
_ Gk Sin ¢ — # Cos ?‘5_

whgi

En utilisant (5.7) et (5.8) dé (1.5; 3) et eh cofisidérant & partir de (3.11) que

vkg';l

(5.8)
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B = — B Cos2 b+ [(kev)? + K — Mk, ;5] Sin ¢ Cos ¢
on _obtient

P
v 1\2 T .
e ey )

& -

tovt =
whgy -
wkm,l

1l résulte de (5.7) et (5.8) de (1.5; 1) que
(k031 Sin® ¢ — % Sin 2 b+ (Mk » — K) Cos? 6

wkg; L

(5.10)

wht gy =

Ce résultat se trouve dans (4.4).

En dernier, en utilisant (5.2), (4.1), 4.7}, [}, (I-7)], [3 (2-5)] dans (2.1; 2) et
en considérant & partir de (3.10) que

=[S —(g+b;) &, —(g*+ &) 6] Sin - [Mr,,v—Fk §, Sin d+k*B, Cos $] Cos

on obtient

— _ £
o (ko) = —EWTE;‘JZ— . (5.11)

wkn;L = k-
wit gyt

Résuitats obtenus & partir des relations des paragraphes 4 et 5 .

a) En comparant (4.11), (4.15), (5.9) et (5.11) on remarque que

what D ki D e €
wlgyt B % ’ 1 rn;; B ‘; ’ wkn;i B E .
S “ B L (5.12)
ok A ke @ st F
wtg;* @ ’ wtz;l Zz ’ wfg;l 74
b) D’aprés (4.9), (4.10) et (4.13) on peut écrire
(vtg-;l)z ‘%_ (Vkl‘;l) : W~ = (“.Ig-}:)z . (5.13)

¢) En comparant les angles ¥!, V!, ¥}, v! on obtient le théoréme suivant :

“Théoreme 5.1. La condition necessaive et suffisante pour que les. directions
asymptotiques ou les directions principales relatives aux courbures géodésiques du
champ de vecteurs w (¢, $) et du champ de vecteurs tangentiels v () sofent égales
est que la relation

F=k(g*+ ¢)Sind+k*(g+ ¢)Cos p =0

soit verifice en P.
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d) On peut écrire les relations snivantes

% = (kP 4 (b daprés 4.13) et (415  (5.14)
%{% :.‘(,Jc,,;i)2 + (stgy)*  d'aprés (5.9'). et (5.11) (5.15)
%}{;T)ff = (w3 + (otz)? daprés (4.13) et (5.9) (5.16)
‘%JFT%Z :_(,Jc,,;l)“r (ot daprés (4.13) et (5.11) Al
%};T?fz = (uty)? + (i) daprés (415) et (59) O GIB)
%%?; = (k) 4 (o) d'apres (4.15) et (5.11). (5.19)

Dans ces relations on a
(s P = () Sin2 ¢ — # Sin2 ¢ + (Mkypr — K)Cos> § . (4.4)
6. Directions asymptotiques refativés 4 la courbure normale d’un éhamp de
vecteurs w. . . .
La direction @l de 0 pour laquelle k, — 0 est appelée direction asympto-
tique du champ de vecteurs w (¢, d?)_relativement a la courbure normale du champ
au point P. ‘ '

D’aprés ;'(2.1; 2) cette direction est déterminée par la relation

g d = — k Co's ¢____wiL o 6.1)
S k—* Sln d) - d)'_?. - Coe
Notons 8 la direction orthogonale & &', cest-a-dire
& — 0 (62)

D’apréé. (6.'1), en se servant de [, (6-2)] si 5—_—; cte. tout le long d*une courhe
C de la surface S, on remarque que @' = o!. On peut donc énoncer le théoréme
suivant : R

. Théoréme 6.1. Si tout le long d’une courbe C de la surface S, le champ
w ($,4) it un angle constant avec la normale & la surface, les directions asymp-

totiques relatives aux -courbures normales des champs iv(d),cg) et v(¢) sont les
mémes le long de C. :
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Valeurs de kg1, s, vgar, vlyat . oga s whgat o wtgat s

D’abord, le premier terme du cbté gauche de (2-3;2) étant égal a zéro
on trouve

(wk,,gl) = Mk,n — K - 2k @1 Cos ¢ + k* d)z Sin ¢) + d), + ¢3. (6.3)
Avec la méthode utilisée dans le paragraphe 4 on obtient les valeurs suivantes

Kkng 2K(¢281n¢+¢1 Cos @)_+k¢2+k* ¢,

k,,;1 = © oy 6.4
(ei)? 69
L ( — k) (KSdeCoscb—kd),_ Cos¢—fc*¢1 Sin ¢ 4 ¢1¢Z)
tgm‘ = = (wkm.;) 3 (6'5)
k* Sin ¢ — k Cos ¢ — &,
i = —$ - Td%f" - 69
o KBS G+ l;c*d:l Cosp—K | ' 67
witngl
Foms — i $, Sin ¢ — k, Cos ¢ (6.8)
wknol
Ko = (g* + ¢2) ¢’1 —V]£€+ b)) ¢ — 2 , 6.9
- wng!
(74 ,
wkgt?f.1 - _?E—l_ (6.10)

et d’'aprés (3.14) en considérant que

K= D1+ )b, (8" + $,)8,] Cosdt [K—k* §, Cosp—k, Sing] Sind (6.11)

on a
K
wleat = — T (6.12)
7. Direction principale relative a la courbure mormale d’wn champ de
vecteurs w.

La valeur de O pour laquelle k,, est max. au point P, est appelée direction

principale du champ de vecteurs w($,d) relativement aux courbures normales au
point P,
Cette direction devant vérifier la relation
‘ a
a 9 Wty

en dérivant par rapport 4 8 (2.1; 2) et en annulant on remarque que la direc-

=0 ENAY

tion obtenue est la direction §¢ orthogonale 4 &', Clest-d-dire que on a
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_ o+ G — & :
gt = T8N0 = &y (7.2)
k Cos ¢ — ¢
Si, tout le long d’'une courbe C de S, 5 = cte., d’aprés [, (6-9)} on a
7 0! = 9!,
On peut donc énoncer le théoréme suivant ;
Théoréme 7.1. Si tout le long d’une courbe C de la surface S, le champ

w (&, ) fait un angle constant avec la normale & la surface, les directions principales

relatives aux courbures normales des champs wi(d, 4) et v ($) sont les mémes le
long de C. '

Valeurs de kn;)la lgot s wlggts vknal ’ vkgal’ wkg{;‘*: wtga‘ .

Avec la méthode utilisée dans le paragraphe 5 on obtient

k”al =M — k,,i;1 =
(M2 —K) keys— MK —2(k$, Cosd+k*2 ¢, Sind) +k bt +k*$3
= i R LA < (7.3)
(wknol) ‘
Fgr = — lga1, ' (7.4)
g = — e Koy Sil;(‘? — K, Cord , (7.5)
witnpl
K — (kD +3. Sin « '
Kogr = Mk — K (kd)‘kc_o 59 -+ K74, Sin ¢) . (7.6)
witpgi
_ b — (o* N
ng.g-'- = M g (g + ¢1) CI;I _1 (g + (b) (bz (7.7)
witag
fo— -, F= [ — (8* + &) &, — (2 + ¢,) ,]Cosd-+
TET kg " ' z e ’ (7.8)
- [M1y 1k, Sing—k*$, Cosd] Sind ,
7 .
wk361 == Tk‘r;g; . (749)

Résultats obtenus & partir des paragraphes 6 et 7.

a) D’apres (6.12), (6.10), (7.8) et (7.9) on remarque que :
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wlgit K e _ & ew _ K
whgr D B whggr ‘M B ’ wlhegt ﬁ (7.10
e K ke 2 ke D
wkgal o whgal & ’ whgat of ]
b) On peut écrire les relations suivantes ;

E'z gz

,"(%)2 = Gt + kg (6.10) et (6.12) (7.11)
W ”01 .

&+ o? _

oyt = Gl Gk (78) et (7.9) (7.12)
wfagl

K4 &2 .

ke W) () (612) et (7.8) (7.13)
witagl, .

K+ o '

mr = (,vfgal)z‘ —|— (“.kgai)z (6.12) et (79) (714)
witng?

@’z +“é?2

W = (wkg;tl)z —I‘ (wtgal)z (6.10) et (7.8) (7.15)
Wil

7+ & '
(; o= Gk + Gk (610) et (79), (7.16)
witng!

Dans ces relations on a
(s = Mg — K — 2 (k, Cos & -+ k*, Sin ¢) -+ 97 -+ 3.

8. Direction asymptdtique relative 3 la torsion géodésique du champ de vec-
teurs w.

La direction Bt de 9 pour laquelle

wigo = 0

est appelée direction asymptotique du champ de vecteurs w (b, d;) relativement aux
torsions géodésiques du champ au point P.

D’aprés (2.1; 3) cette direction est déterminée par la relation

(g -+ ¢) Cos & — k Sin ¢ Sin§

tght=— = e ®.1)
(g*+ ¢,) Cos p 4 k* Cos ¢ Sin ¢
Notons ' la direction orthogonale i B'. Clest-a-dire
B=nt 5. 62

2
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Dans les cas ol ¢|> =0 et $ :%, d’apres [2,(3-3)] et [, (7-2)] on a res-
pectivement ' J | |
Bt =7, B =p. (83
Valeurs de kg, teg 5 wlggr» vKnprs gy s whgp s whinge

- D’abord, le premier terme du c6té gauche de (2.3; 3) étant égal a zéro on
trouve

(ulgi)? = (k) Cos® & + B Sin 2§ + (MKkyye — K) Sin? § . (8.4)

Avec la méthode utilisée dans les paragraphes précédents on obtient les valeurs
suivantes :

Kkugr Sin?¢+2 Kk Sing Cosd + (€kyo,+ Dhye,1) Cos’

ko . 8.6
# (wtg;ﬂ)z ( )
o (et e) e $)Coh
o = — Gt
wEgn ]
[k* (5-+40) Cosp—k g+ b 8in §1 552 — K gin 24.5in2g
—D , (8.
(wtgn—‘)z ( 7)
(g*-+9,) Cosg+-k* Cosd Sing _  (g+¢,) Cosp—k Sing Sing
“,fg;,] = = == — = "y (8.8)
Cos ! Sin B! ,
o — — o Cos3, | (8.9)
whgnt
vknal _ % Cos d) <|: KS]II (b , (810)
what
g = % Sin b, (8.11)
wlgnt
wkggl = ¢ 3 . (812)
wtg;'l
wknﬁ‘ £ (813}
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9. Direction principale relative & la torsion géodésique du champ de vee-
teurs w.

La valeur de O pour laguelle est max. au point P, est appelée direction

f
W' 8o
asymptotique du champ de vecteurs w(b, ¢) relativement aux torsions géodésiques

du champ au point P. Cetie direction devant vérifier la relation

v

en dérivant (2.1; 3) par rapport 4 0 et en 'annulant, on remarque que la direction

obtenue est la direction 7! orthogonale a E‘. C’est-a-dire qu’on a

rgiyt — @k 8) Cos § +&* Cos Sing ©.0)
(g+ ¢,) Cos ¢ — k Sin ¢ Sin ¢

Drapres [2, (3-5)] et [1, (7-4)], pour $ =0 et o= —% on a respectivement

e R =
nm=v , 0=1.
Valeurs de kupr 5 tgmr > JEnt > Kot 5 Jogmn s WKgin s Wum -

Avec la méthode utilisée jusqu’d présent on obtient les valeurs suivantes :

k,,;,x =
(g, +Bhgep) Cos2 o+ (MB - Kkge,2) Sin2¢+ (M2 — K)kpye — MK | Sin?$ 02
o (wtg;:‘.)z ' )
fom = — tgél B . ' (9.3)
o = (Mk, .+ — K) Smﬁ ¢+ & Cos ¢ ’ (9.4)
wtsnl :
o — T COsb + Mty Sind (9.5)
’ whent ’
2 & ind
o () cOst¢7+ BSing 66
whgn*
. B '
when = ———, : (9.7)
whgnt '
e ) .
wknﬁl = T (98)
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Résultats obtenus a partir des paragraphes 8 et 9.

a) En comparant (8.12), (8.13), (9.7), (9.8) on remarque que

E
E
I
[
I
[

wkgél _ z_ wkggl — _Egﬂ_ wkgal _ _ﬁ
wkrf:;,l E ’ wkgﬁl -a; ' wkn;'l 'gp- ’
_ . . {(9.9)
whent — _‘ﬁ_ wKgint — _'g_ whngt _ _5_
T N . R
b) D’aprés (8.9), (8.11) et (8.12) on peut écrire
@
(utgﬁl)z + (vkgﬁl)z Il [y L {9.10)
(wtg;ll)

¢) En comparant les angles B!, Tj!, B!, n' on obtient le théoréme suivant:

Théordme 9.1. En un point régulier P d’une surface S, la condition néces-
saire et suffisante pour que les directions asymptotiques ou les directions princi-

pales des champs de vecteurs w (¢ , &) ef ¥(§) relativement aux torsions géodésiques
soient les mémes est que la relation

% = k(g* + ) Sin ¢ 4 k* (g + $) Cos ¢ =0

soit verifiée en P.

d) On peut écrire les relations suivantes :

%’?* = (heaP + (k) = (hnp)®  (8.12), (8.13) et (1.8)  (9.11)
%j“)fi = (kg + (ki) = Ghan)®  9.7),(9.8) et (1.8) (9.12)
%?2 = ki) + Gk’ (8.12) et (9.7) - (9.13)
%%g; = kgl + Ge)? 8.12) et (0.8) ©.14)
%—?— = (i) + (wkg;l)2 (8.13) et (9.7) (9.15)
_1?&5)?;_2 = (ki + is)* (8.13) et (9.8). (9.16)

Dans ces relations on a

(it = (g Cos § + B Sin2 § + (Mknyr — K) SI2 § . -
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Résultats obtenus en comparant les relations des paragraphes 4, 5,6, 7,8, 9.
1) '

A= g lowse = Wk« kg (1.9), (5.11)
B = o g = kg utg (5.9, O
G = g wlen =— wlgn - kg (8.12), (4.11)

(9.17)
G == g« Wongr = whini « whkgn (6.10), (4.15)

SN

= wat « whant = wlggr » whugt  (9.8),(7.8)
E: wkng_al o wlpmt = wleat - wknal (8.13), (6.12).

Ces résultats peuvent &tre énoncés directement en utilisant les directions ortho-
gonales @ et 0F, B' et ', ¢ et v dans la définition des invariants o, &, %, 3,
&, K donnée dans le paragraphe 3.

2) En comparant oA et D, F et €, & et K dans (9.17) on trouve

_ wkm_‘l — wkn;E _ wkual
wkg&1 wkga‘ wk,g;*

ke ke ke ©.18)
wl‘g;l wtg;1 u»'l‘g‘.n1

- wtgal - wtgai _ .wl‘g'.;i1
wknﬁl wkn;al wkﬂa‘

3) En comparant les relations (4.4), (6.3) et (8.4), (2.3) on obtient
(Wkg;l)z = (wkgg * + (wkgu'“)z
("’k”al)z = (wkne)z + (wkng‘)z (919)
(th:;i’)z = (wtgg)z + (wtgg*)z

et "énoncé’ du théoréme 2.1 peut s’écrive alors sous la forme suivante :

Théoréme 2.1". En un point régulier P d’une surface S, la somme des carrés
des courbures géodésiques, la somme des carrés des courbures normales, la somme
des carrés des torsions géodésiques d’un champ de vecteurs w relativement @ deux
directions orthogonales ne dépendent pas de la direction O et sont égales respecti-
vement au carré de la courbure géodésique maximale, au carré de la courbure nor-
male maximale, au carré de la torsion géodésique maximale en ce point.
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En prenant pour directions orthogonales @' et 61, ! et M1, ¥' et ¥ d’aprés
(9.19) on peut écrire

(wkgvl) — (wkga!.‘) + (l kgo )2 (wkga ) + (wkgnl)
(wkhal) - (wkhél)z + (wknil)2= (wkg:(l) _i_ (wkg;l_) (9‘20)
(wtg;;‘)z = (Jvtg§‘)2 + (wrg;‘)z == (wtg;x’)z + (,v_fgal)z-

4) On peut écrire les relations suivantes ;

i g = e .l wlen = — € Cos &; d’aprés (4.10) et (8.9) (9.21)
gyt whgyn = whigg wtg.;]: =% Sin $ d’apreés (4.9) et (8.11) (9.22)
Gt kP — Gt - whgmife = G2 4 K2 draprés (4.13) et (8.19) (9.23)
Gty - whgy? + Glene - wteml = B° + (Mk,,@*—K)‘"‘ d’apres (5.7) et (9.4) (9.24)
(ot « kgl Glonm o wlgne)® = % + (Mg, ) - (3.6), 9.5 (9.2
Gl kst + (gl = (chw)‘1 + B (5:8), 9.6) (9.26)

En se servant de (9.20; 1) dans (9.3), (9.20; 2) dans (9.16), (9.20; 1) dans
(7.16) on obtient

(w g'n") (1 kgv‘)z ¢+ @2 (927)
k) el = K2+ 62 (9:28)
(wkg;l)z (wkngl)z - @2 + J? 2 (929)

et & partir de (9.21) et (9.22) on obtient
(vtgél . wtg;i‘)z + (vkgél . w'tgﬁ")2 = &* ]
G - ksilP - G ¥ = @2 |
yegy (4 . 27 4 . . ‘ (9.30)
(vthl . wtg;ﬂ) + (vtg:f'l . Wkg;") =% I
(ykgal . wfgﬁl)z + (ng;l . wkg;i)?’ = gz. J

5) Cas partlcullers de la relation %k -I- @wtge — Kk, =0 de (3.19) :

w g l!' EB

a) Sib=a', ona k;m=0et

D tgn — Kyt =0, (9.31)
Cette relation peut aussi éire obtenue 4 partir de (6. 10) et (6 12)

b) Si 9—[31 on a g =0 et

E g . K g = 0. 9.32)
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Cette relation. peut aussi &tre obtenue a partir de (8.12) et (8.13)
€) Si 0= —1, 0na kg =0et ' '
€ vl + D g == 0. (9.33)
Cette relation peut aussi étre obtenue & partir de (4.11) et (4.15) .
6) Pour faciliter les calculs on peut se servir des valeurs suivantes de (k) ,
{wkes ), (el
(ko = (6* Sin & — §,)? 4 (k Cos ¢ — ¢, (9.34)
(eis? = [(g+ ) Sind4-k Sing Cosd+-[(g* +¢,) Sing—k* Cos¢ Coso?, (9.35)
(g = [(2-+,) Cosh—k Sing SmBP-+[(g*-+ b,) Cos+k* Cosp Sing . (9.36)

10. Xadicatrices.
Sur le plan tangent en P 4 S, le lieu géométrique du point Q défini par
1

w] Cg ]

PQ — a (8) - (10.1)

sera appelé indicatrice des courbures géodésigues du champ de vecteurs w (¢,d_;)
en P, le lien géométrique du point @ défini par

PQ = a(®) (10.2)

Wy
sera appelé indicatrice des courbures normales du champ de vecteurs w ($,¢) en

P, le lien géométrique du point @ défini par

PQ = ——a() (10.3)

w'go
sera appelé indicatrice des torsions géodésiques du champ de vecteurs w (¢,4) en

P. Et elles seront notées respectivement par f;, ) I; > I

Les axes de coordonnées étant les axes principaux de .S en P, on obtient, en
utilisant (10.1), (10.2) et (10.3) dans les formules (0.1; 1) et (2.1), les équations

pour 7, : [(g 4 ,) Sin ¢ + & Sin ¢ Cos ¢] X! +
+[(g* + $)Sinp —k*Cos ¢ Cos p] X2 — 1 =0  (10.4)

pourfk : _(kCosd)—-d;l)Xl—{—(k* Sin¢—$2)X2—1:0 (10.5)

pour -f, e+ ¢I)Cosg—lc Sin d}Sina} Xt +
+(g* + &) Cos ¢ + k* CosdpSing] X2 —1—=0.  (10.6)
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On remarque que ces indicatrices sont des droites ne passant pas par P et
que les points ob elles coupent les axes principaux sont

E :(l/{(g+ $)Sin§ + ke Sin ¢ Cos 9], 0)

IR

0,1/[e* + 8,) Sin§ — k*Cos¢Cos¢])

g

t!'J I

1/[k Cos & — &1, 0) | (10.7)

I%

-(0

=

(o, 1/[* Sin § — ¢2])
(1/[(g+ $;) Cos § — k Sin ¢ Sin ], 0)

F, = (0. 1/[(g" + ¢) Cos & + k* Cos ¢ Sin 9]

A partir des formules de [_;. , I, I,, on voit que ces indicatrices sont paral-
I12les aux directions asymptotiques et orthogonales aux directions principales de
méme nomn. ' '

Seit @,, Oy, O, les pieds des perpendicularies abaissées de P sur ces indicat-
rices, d’aprés les définitions des indicatrices et des trois directions principales
on a

1 1 1
— = wk viy " = wkr:ﬁl » T = plem. 10.8
PQ, 7 PQ "7 opQ. T 109

Soit Q.. , Ok, » @y, les points ot une direction quelconque § coupe les indicat-
rices, & partir des triangles PQ, @, , PO, Q,,, PQ, @, on a respectivement

whkgo = Wiy Cos (9 -V, (10.9)
whing == Wl Cos (@ — 01, C(10.10)
 wteo = wlam Cos(® — 7Y, ' (10.11)

En écrivant ces relations pour deux directions orthogonales 9 et 0* et en
effectuant les calculs nécessaires, ou bien, en appliquant aux triangles rectangles

obtenus 4 partir des indicatrices et des dll‘eCthIlS 0 et 8%, I'égalité BI_ + l: kLz
ol b, ¢ sont les cotés orthogonaux et % est la hauteur relative 4 lhypotenuse
on peut écrire directement les équations (9.13) déja obtenues.

On peut facilement voir & partir des indicatrices que, les courbures géodé-

sigues du champ de vecteurs w (b,$) pour deux directions symétriques par rapport
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& la direction principale des courbyres géodésiques, les courbures normales du champ

de vecteurs w {($,$) pour deux directions symétriques par rapport & la direction
principale des courbures normales, les torsions géodésigues du champ de vecteurs

w (0,$) pour deux directions symétrigues par rapport & la direction principale des
torsions géodésiques sont égales entre elles,

11. Courbure normale, courbure géodésique, torsion géodésique d’un champ
de vecteurs relativement a une troisiéme direction, en fonction des éléments de deux
directions quelconques.

Nous pouvons effectuer facilement les calculs en nous servant des indicat-
rices.

Soit P, , P,, P, les trois droites passant par P du plan tangent ou point régu-
lier P & S. Soit Q; (j= 1, 2, 3) les points ol ces droites coupent fk . La somme
des surfaces algébriques des triangles Q,PQ,, Q,PQ, est égale a la surface du
triangle Q,PQ, . D'aprés la définition de I, on a

TR 1

_ 1 _
PQJ,: ’PQz: aPQ3= :
kah wknaa wknas (] ]])
s
tP,=0,(p=12,3)
et
~ ~ A~
{Sin 1,2) ,k,,, + (S_in 2,3) ykuy, -+ Sin (_3,1) wk,,g? == ) (il.2)
ou bien si 'on note
_ N AN ~ .
wkﬁeé = wkne s, L2z=v , 32= Vi 1.3 = Vy o (11.3)
on trouve . '
whp = kan Sin o + Kios Sln e 4 : ' {1 1.4)
Sin v
- De méme on peut écrire
gy = whgo, SNV + Ky, Sin v, (11.5)
Sin v
el !
wtg'o —_ wtgm Sl]l V] - n-rgb'a Sl[l V2 . (116)

Sin v
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12, Certaines fonctions de directions et certains invariants différentiels qu’elles
définissent,

Les fonctions de directions étudiées par F. SEMIN dahs I3 (2-14), (2-16),
{2-25)] peuvent ¢'écrire, en considérant que

v'tge‘ - 'Pkﬂ[)*

wopr = gt (az.1)

V*kgg* == !kgﬂ*

dans (3.2), sous une forme plus symétrique

) vkng = (ang)fmkgc; vkm;*

gg = (vtge)l —kgc » gt

(12.2)

Ko v—-‘(,kgﬂ) Ko - Fogge -
En utilisant de nouveau (12.1), & partir de [%, (2-17), (2-18), (2-27)] on obtient
‘y-k};ngu: v{gg*.: (’,tggt)” +kgc:* . vtgg
- V‘Ige‘ = vkng" = (vkng")U + kgc" . vkng
v"kgg*: vkgg':'(vkge")ﬂ +kgc‘ . vkgﬂ .
Les invariants [?, (2-21), (2-23), (2-29)] prennent la forme

(12.3)

k v = Jopy + Jopgr = (k Cos ¢), - (k* Sin ¢), + |

vivng ™ v"‘tgg vitng v'ug

+kg*Cosd —k*gSinp= M +F

vt—ge + v‘];rm“ - ,t;a + v};_o‘ = (k* Cos ¢), — (k Sin ‘b)l - (12.4)
— kg*Sind — k*gCos ¢ = My ~ & -

ljése + v“}gge' = g + vk—ss‘ =g+ o) +&*+ ¢, +
+eg* ¢ —2,. :

Les indices [* et II* designent les derivations invariantes de directions ¢ et

«_gy T
¢, _‘H 2

Dans [2], la dépendance des fonctions de direction k., o, » Kyt » y#lggr
4 0 et ¢ a ét€ sous entendue, Soit § = ¢ — 0 , & Ia fonction de direction de
LAGUERRE, 2, lafonction de direction de DARBOUX, dans [% (12-15) et
(2-167] on a
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=2, Cosd + 2, 8ind + K, .t 2.5

to =2 8nd4+ P Cosd— Lk .k

v'Eg L

et de méme on écrit
nk -—-3 COSB—]—.@ SIHB—FVJ\ :.'yc *

for s (12.6)

v'?gg" == 391: Sin 8 +90t COS & —_ v‘kg(f,' vsk

no *

La dépendance de £ et &, 4 0 est déterminée par [', (9-31) et (9-32)] .

Drabord on peut écrire les expressions de Jc,,e s vlep s ,mk"e*, ol 2o+ dépendant

directement de 0 ¢t de ¢, pour pouvoir s’en servir quand il le sera nécessaire,

Par exemple en utilisant [*, (4-1; 1)] et la formule de LIOUVILLE on trouve
pour & ‘

vong .
k,, = [(k Cos ¢), — k* g Sin ¢] Cos® 8 + [(k* Sin ¢), + kg* Cosl $] Sin? 0 +
+ [(kCos ¢}, + (k*Sin ¢), + kg Cos ¢ — k*g*Sin¢] SinB Cos 6.  (12.7)

" De méme, on obtient

1};’9 = — [(k Sin $), —|— k* g Cos ¢] Cos? 0 + [(k* Cos «1))2 — kg*Sin ¢] Sin? 9 +
+ [(k*Cos ¢), — (k Sin ¢), — kg Sin ¢ — k*g* Cos ¢] Sinf Cos 0 . (12.8)

"En remplagant § par 0 = 0% E dans (12.7) et (12.8) on trouve

,;Z,,e. = [(k Cos ¢), — k* g Sin $] Sin® 0 + [(k* Sin $), 4 kg* Cos ¢] Cos? 9 —
— [(k Cos §), + (k* Sin ¢); -+ kg Cos ¢ ~- k* g* Sin ¢] Sin0 Cos® , - (12.9)

W;;,O. = — [(k Sin ¢), + k* g Cos §] Sin? 0 + [(k* Cos ¢}, — kg* Sin p] Cos?§ —
- [(k* Cos §), — (Sin ¢}, — kg Sin ¢ — k¥ g* Cos $] Sin0Cos 0.  (12.10)
Extension.

En s’inspirant de (12 2) et (12.3) on peut écrire pour les champs de vecteurs
generaux

(lvkng)_[ gc . wk ng*

wtge :(Wtse I _.kgc - whger

(11 kgg (s kgc - wkg(;‘

(12.11)

——— . ——
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W}ene“ =(Wkng*)ﬂ +kg¢,“' . wkna ll
wheet =lelgghir g - wlgy ( (12.12)
“‘Egg‘ :(wkgg‘)[j'—i_kgc* . wkgg .

En remplagant dans (12.11; 1) les valeurs de k,, et k.« obtenues dans
(1.5; 2) on obtient

w Cro [(v rre)! ge " ¥ ng*] (d)f)l + kgc E)‘i!: v];ng - $[.I +kg(: ‘17[1 . (12'13)

En utilisant la condition d’intégrabilité et pour calculer —$,,,—|—kgc$” on a

wkm; Ty ng + (g¢2 61}) COSZ e - (g* 5} + $22) Sin2 B bl
— 2(gc1>1 + ¢21) Sin0 Cos 0 (12.14)

ou avec la valeur de ,I-Em dans (12.7) on a
Hons = [(k Cos &), — k* g Sin & + g, — ¢;,1Cos? 0 +
+ [(k* Sing), + kg* Cos & — g* ¢, — d,,] Sin2 0 + (12.15)
+ [(k Cos ), +(k* Sin §), +kg Cosdp—k*g* Sinp—2(gb; +$,,) Sin 0 Cos 0

et I'on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 12.1. En un point régufier P d’une surface S, Iexpression

whone = Glodt — Ko o Jhugr relative a un champ de vecteurs w (¢, &) par rapport &

un systéme de directions orthogonales a(8), a*(0%) est une fonction de direction,
Cest-g-dire que cette expression est la méme pour les courbes C tangentes entre
elles au point P de la surface S et elle est déterminée par (12.15).

De méme on a

W [(ykng*)uJF gl — 51! 1 kg b=
= e ‘1311 I/ B kgc ¢1 (12-16)

Qu en remplagant 0 par 0* =0 Jr% dans (12.14) et (12.15) on obtient

w,;m; - vkng + (g$2 - Eu) Sin?  — (g* $1 + gzﬁ COSZQ =+

+ 2(g$, + ,,) Sin 0 Cos, (12.17)
gt = [(k Cos &), — k* g Sin b + g, — 4] Sin*0 +,
| + [(k* Sing), + kg* Cosp — g* ¢, — $,,] Cos? 0 + (12.18)

— [(k Cosd),+(k* Sind),+kg Cos¢—k*g* Sinb—2 (g, | ¢,,)] Sin 0 Cos 0.
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Draprés (12.14) et (12.17) on obtient
w"_cne + IPEHQ* - kng + vkno + g ¢2 - g ¢i - ¢22
*Mi‘+r@+g¢2fg ¢1 _“¢11 _¢zz (12.19)

qui ne dépend pas de 0. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 12.2. En un point régulier P d'une surface S, la somme wk"equkm.
relative & un champ de vecteurs w(p, $), par rapport & un systéme de directions
orthogonales a (0), a* (8), ne dépend pas de la direction B. Sa valeur donnée
par (12.19) ne dépend que du champ de vecteurs w(d, 4)), c’est-g-dire que cette
expression est une fonction de champ ou un invariant différentiel,

Si le champ w (¢, $) fait un angle constant avec la normale  la surface
d’aprés (12,19) on a :

wkng + 1|Jkr1(;a"l = vkn() _I— vkne‘ "

Si Pon applique la méthode utilisée pour a(l2.11;2) et (12.12;2) on

obtient

w no

“,;go == ‘,fz Cos ¢ + .1 go SIN E — e EI -
=( gy 1 g ®) €O b4 (g, — kyy ¢ Sin S, (12.20)

wfxu = vl‘sg‘ COS ¢ + vigg* * Sin d) \vks'g* d)ll -

= (vkgu' + [ gg" d).l’.[) Cos ¢ + (v g0t T vkgg' ‘bl!) Cos $ (1221) "

ou en utilisant (12.8) on peut écrire

wfeo = {[ — (k' Sin §), — k* g Cos ¢ — (g + &,)$,]1 Sin ¢ +
+[(g + &), — g(g* + ;) —k ¢, Sin ¢] Cos ¢} Cos* 0 +
+ {[(k* Cos §), — kg*Sin — (8* + $,) ¢,] Sin ¢+
1 [(g* + ¢,); + &% (g + ) + k* §, Cos $] Cos ¢} Sin? 6 + - (12.22)
+ {{(k* Cos), —(k Sin),—k g Sinp—k*g* Cosd—(g+;)p,—
~ (g + )b ]Sind +{(g+ &), + &+ ) +2le+ ) —
— g*(g* + ;) + k*¢, Cos ¢ — k &, Sin ¢} Cos ¢} Sin & Cos 8.

Théoréme 12.3. En uwn point - régulier P d’une surface 5, Pexpression
!

wlee = Guleaht — Wl Felative @ un champ de vecteurs w (¢, $) par rapport
a un systéme a’e a':recnons orthogonales a(8), a* (0%) est une fonction de direction,
Cest-g-dire que cette expression est la méme pour les courbes C tangentes entre
elles au point P de §; et elle est déterminée par (12.22).

o -
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En écrivant ¢, de (12.22) sons la forme
whoe = @ Siln2 0+ 5Cos?0 + ¢ 8in 9 Cos 0 (12.23)
on a
wgm*_ =@ Cos?0 + bSin® 0 — ¢ Sin® Cos 6. (12.24)

" Drapres (1220) et (12.21) on obtient

e+ olaer = Glogy ,,kget) COs & + (g + fpp) Sin & — K, ¢, o B =
_ (,km —|— vkge*) Cos ¢ + (,, 0 T vtgg.) Sin ¢ - _
— I + ¢ by -+ (" + 6,) ;] Sin § — [k Sin §, — k* Cosp $3] Cos § —
— (g 1y Hggt) COS & A (2gy 1 yt,p0) Sin & 4 & — o Sing - Mt,,, Cos ¢ =
= [Mys — o€ — &, (8 + &) — b, (8% + )] Sin ¢ + (12.25)
TG + b2+ (8" + &), + 8" b — g, —kSind §; -+ k¥ Cos §,] Cos =
= [Mype — 28215m¢ + [(g + )y +H(g* +9,), + 8 &, —gd,+M1,,] Cosd + & .

Le méme résultat peut &tre ¢également obtenu d’apres (12. 23) et (12.24) sous la

forme t,, + wtge* =4 + b

W EG

Théoréme 12.4. En un point régulier P d’une surface S, la somme “,tgo+“,tggu
relative @ un champ de vecteurs w (o, &), ‘par rapport a un systéme de directions -
orthogonales a(®), a* (0%), ne dépend pas de la direction 9. Sa valeur donnéde par
(12.25) ne dépend ‘que du champ de vecteurs w(d, $); est-g-dire que cette

expression est une fonction de champ ou un invariant différentiel.

En dernier, d’aprés (12.11; 3) et (12.12; 3) on a
wKge = Wy Sin(l) — e COS & 4 f by =
= (higy +olgo ) SIN G — Gy — i, b Cos d, . (1226)

wKgor = Kgoh Sind) Lag® Cos«|>+wge ¢u: :
= (gt gy O SIN & — (e — e S Cos &, (1227)

ou i I’aide des valeurs obtenues ci dessus, on obtient
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kg = {[(8 + ¢}, — g (€% + &,) — k §, Sin $] Sin ¢ +
4 [(k Sin ¢), + k* g Cos ¢ + (g + b,) ;] Cos$} Cos? 8 +
I ), 8% (g + ¢ + ¥ ¢2Cos ¢] Sin ¢ +
+ [ — (k* Cos ¢), -+ kg* Sin ¢ + (g* + $,)$,] Cos ¢} Sin? + - (12.28)
g ), +* + b)) glg+ o) —g* (@ + d) +
+ k*¢, Cos — kd, Sin ¢]Sin ¢ — [(k* Cos ¢), — (k Sin ¢), —
- kg Sing — k*g* Cos¢ — (g + $,)¢, — (8" + ¢,) ¢;] Cos ¢} Sin & Cos 6.

Théoréme 12,5, En un point réguliecr P d’'une surface S, Pexpression

whgg 5 Quligydr == Ko o Kgoe relative @ un champ de vecteurs w(tﬁ, $), par rapport
a un systéme de directions orthogonales a (0), a* (0%) est une fonction de direction,
cest-a-dire que sa valeur est la méme pour les courbes C tangentes entre elles ou

point P de la surface S; et elle est déterminée par (12.28).

Si 1'on nole
' k == @Sin?0 45 Cos*0 -+ ¢ Sin 6 Cos 0

v ge

"Icm¢ est de la forme

k. »=aCos0 + b Sin?0 — ¢Sin 0 Cos @

w Re
o a

w’Tsr: o n f o (rkxn + vEgn') Sin d) (v Yo tEe') Cos d) T wheo ¢’l + whio* Eﬂ =

----- ™ (Kyq F lge) SIn & — (g + 1gg2) Cos & +
+ g+ 809 + (8" +)8,] Cosg— [k Sing §, — k*Cosd ;] Sin=
e (gt get) SING— (7 -+ o) COsb— &+ Cos+ Mt,, Sind =
< [ F by 8%+ F 87y —gd,— ke, Sind+ k6, Cosg] Sm¢-l
F = Myt + (g4 &) b+ (€ + %2) $,] Cos b=
=g+ &)+ (&"+ b, gt b g+ Mtgﬂ] Sin ¢ +

4= M+ 2]Cosd—&. o : - (12.29)

Théoréme 12.6.  En un point régulier P d’une surfuce S, la somme wkeg—l—ukgo.
relative @ un champ de vecteurs w (4, ¢), par rapport @ un sysiéme de directions
orthogonales a (D), a* (0*) ne dépend pas de la direction 8. Sa valeur donnée
par (12.29) ne dépend que du champ de vecteurs w($, §), cest-a-dire que ceite
expression est une fonction de direction ou un invariant différentiel. L
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13. Formules de FRENET d'an champ de vecteurs.

Soit w le vecteur unitaire défini dans (1.7) en un point régulier P d’une surface
S, le triedre trirectangle constitué par les vecteurs unitaires w, W, w* =w A W

est appelé le triddre de FRENET du champ de vecteurs w (¢, ¢) relativement
a la courbe C. :
Avec la formule (1.7) nous avions vo que
wy = k. W
ol Iindice I désigne la dérivation invariante effectuée dans la direction © de la
tangente & C, k,, ¢tant la courbure absolue du champ en P rclativemen_t acC.

wag

Les formules de FRENET du champ w{d, c|>) en P relativement & C seront
donc de la forme

- wkan w . . .
W= — kWt nwt - (13.1)
w[* - - nW

oli n est une valeur qui sera déterminée dans la suite.

Si ’on note ‘
.
w,w* =0
on a : .
W= v*Sin® 4 w* Cos B, 13y
W= —v*Cos® + w*Sinw. (13.3)

En dérivant {13.3) par rapport 4 I et en utilisant les formules {1.4) on trouve

W= (e, Cos® — Jk,, Sin@)w — (2, — D) W.

W ng
"En -comparant cette dernigre relation avec (13.1; 3) on obtient
n=t —o,, Kk, Cosw— Kk, Sno=0. (13.4)

w ER wBD wag

wlge — @y st éppélée Ia courbure absolue du.champ w (¢,$) en P relativement

4 C; en la notant par ¢, on peut écrire les formules de FRENET

W, = wk,,9 w ‘
W[ = W + wtﬂs w* (13.5)
Wt = wtﬂgv_v
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(wkaa)z = (wkge)2 + (wkne)zll

whao = wleo = O1 (13.6)
tga — J"km&ﬂﬁ .
wFo
Dans le paragraphe 1, nous avions vu que k&, et k, diaient des fonctions

de direction. Donc d’aprés (13.2), (13.3) et (13.6) les éléments k., ©, w, w* sont
aussi des fonctions de direction: On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 13.3. FEtant données les courbes C tangentes entre elles en un point

régulier P de la surface S, la courbure absolie d’un champ w(, ¢) relativement
a ces courbes, Pangle w, les vecteurs unitaires W et W* sont les mémes; ’est-a-dire
que chacun d’eux est une fonction de direction.

On n’a pas la m&me propriété pour la torsion absolue f, , parce que géné-
ralement ®, n’est pas une fonction de direction. D’apres (13.6), (12.11), (3.6;4)

on trouve

- wkﬂ'o . wkgemwkge ' wkﬁe +9 kgc
o= ()
W' dp

et ’on voit quil n’est pas une fonction de direction.

, k.= k, — &;

i L1t}

Certaines propriétés el cas particuliers.

1) En effectvani le produit scalaire de I’équation (13.5; 1) avec v¥ et w¥ 3
I'aide de (1.4;1) et (13.2) on obtient
g = whae SiN® , K

A partir des deux relations de (13.7) on peut trouver (13.6; 3).

k, Cosd. (13.7)

whng — w'hag

2) 8ila tangente & C en P est paralléle 4 la direction asymptotique relative

2 la courbure normale du champ w (¢, ¢); © = a! et d’aprés (13.7), (13.5;1), (6.10),
(13.6;2), (6.12), (6.3), (13.2), (13.3)

S IZ
Wk";l =0, o= Hé,m ? wknai = ""kg;‘l - w]CnEn ’
K : '
wloal = wlgat = — "“?'”":“ s (13.8)
witngl

We=v*, W =W, (hp)? = Mk, — K—2(kd, Cosd + k¥, Sind)+ ¢f + 43,
qui est I'extension de [%, (4-18)].

On voit que, si la courbe C est une asymptotique relative A4 la courbure

normale du champ w (¢, EE), le deuxiéme vecteur du triédre trirectangle de
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FRENET du champ relativement & la courbe C, reste tangent 4 la surface S,
tout le long de C. C'est le m&me cas, le long d’une ligne asymptotique de S.

3) Sila tangente & Cen P est paralléle & la direction asymptotique relative
a la courbure géodésique du champ w{, ¢), 8§ =7 et d’aprés (13.7), (13.6; 1),
{4.15), (13.6;2), (4.11), (4.4), (13.3) on a

_ 4
“,.kg.;l =0 , @ = 0 R &'vka@ = wkn;l = ——] s whept = wngL = — e (].39)
S witgyl whgyt
(g )? = (Jegyr)? Sin2 ¢ — % Sin 2¢ + (M kyyx — K) Cos?d ,

w=w¥, W= —v¥,
(13.9) est I'extension de [2, (4-19)].
4} Dr’aprés les formules (2.3), 4 I'aide de (13.6; 1) et en considérant 4.9,
{6.3) on trouve
(el + (eaoefe = (Jep)? Sin® § — B Sin 26 |- (M ks — K) Cos? |-
+ Mk, — K — 2 (k¢, Cos § + k* ¢, Sin ¢) + ¢ -+ §3 =
= (kg + (k1) - (13.10)
Théoréme 13.2. En un point régulier P d’une surface S, la somme des catrés
des courbures absolues relative @ un champ w (b, ), par rapport aux directions

orthogonales a(0), a* (6%) du plan tangent en P 4 S, ne dépend pas de ces directions
et sa valeur est donnée par (13.10).

5) En utilisant les relations (2.1} dans (13.6; 3} on voit que tg8 et tgo
sont liées homographiquement.

On a

(k*Sin ¢ — ¢p,)tgOtg o — [(g* + ¢,) Sin  — k* Cos ¢ Cos ] tg |-

+ (kCos ¢ — ¢p)tg® — [(g+ $)Sin +kSinpCos ] =0.  (13.11)
Ou bien

0= (k Cos & — $1) tg@+ [(g+ ¢,) Sin$ 4+ & Sin ¢ Cos 2}5] ‘~;(I3-12)

(k* Sin ¢ — P, tg @ — [(g* + ,) Sin ¢ — &* Cosd Cosd]

En notant par ®* 'angle ® correspondant a §* =90 % , et en considé-

rant (3.10), (4.4), (6.3), si I'on calcule le produit tg 6. tg 8% — — 1 on trouve
(ol tgo. tgw*— &7 (tgd 1 tg ©%) + (s> =0 (13.13)

qui est I'extension de [2, (4-23)]. On voit dans [%, (6-13)] que Mk, — K = (K, 1)
dans [% {(4-23)]. .
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Théoréme 13.3. FEtant donnés une surface S et un champ w(b,4) défini sur
celle-ci, tgm et tgw* correspondant & deux directions orthogonales a (9), a* (@%)
sont lides involutivement et les coefficients de cette relation involutive ne dépendent
que du champ. '

Notons par 0 et 0* les angles 6 correspondant aux directions o, o*=aq |- —Z— ;

comme tg®.tgo* = — 1,4 I'aide de

g [(g+ &,)Sing+k Sind Cosd]-+[(g* -+ $,)Sind —k*Cosd Cos b]tgh
(k Cos & — &) + (k* Sin ¢ — &) tgd

obtenu & partir de (13.11) ou (13.6; 3), (2.1) on trouve

(13.14)

{[(g* + ¢,) Sin § —k* Cos ¢ Cos > + (k*Sin ¢ — §,} tg0tg0* +
+ {I(g +$,) Sin ¢ + k Sin ¢ Cos ¢] [(g"+¢,) Sin & — &* Cos ¢ Cos §] +
+ (k Cos ¢ — &) (k* Sin ¢ — )} (tg@ + tg %) +
+ [(g + ,) Sin ¢ + % Sin ¢ Cos I + (k Cos p—,? — 0 (13.15)
qui est l'extension de [2, (4-24)] .
Théoréme 134, Etant donnés une surface S et un champ w(d, &) défini sur
celle-ci, tg© et tg0* correspondant & deux directions orthogonales  , 0% sont lides

involutivement, et les coefficients de cette relation involutive ne dépendent que du
champ.

6) A l'aide des formules (13.6; 1), (13.6; 3), (2.1, 2), (13 12) et en considérant
(4.4), (3.10), (3.13), (6.3) on peut écrire

L (kg Cos?® | (}.,zlc,,;,_l)2 Sin? © — .7 Sin 20 (13.16)
_ (wkas) , Z
qui est l'extension de [Z, (4-25)] .
A T'aide de (13.16) on peut obtenir
_ 1 ~+ _ 1 _ G kg“‘.%f{‘)_ (13.17)
(wkae) (wkaa*) . 9

qui est 'extension de [2, (4-26)] .

Théoréme 13.5. Etant donnés une surface S et un champ w (b, &) défini sur
celle-ci, la somme des carrés des inverses des courbures absolues du champ corres-
pondant & deux directions orthogonales ® et ®* ne dépend pas de ces directions, et
sa valeur donnée par (13.17) ne dépend que du ckan':p.

En utilisant (13.10) on peut écrire (13.17) sous la forme
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(wke’rt))2 + (w‘lca(?‘r_‘*‘)2 o @”2 L (1318)
(l/wkan)z + (1 /wkaé“)z

Théeréme 13.6. Etant domnés une surface S et un champ w (¢, 6) défini sur
celle-ci la somme des carrés des courbures absolues du champ correspondant &
deux directions orthogonales 0, 0%, divisée par la somme des carrés des inverses des
courbures absolues du champ correspondant & deux directions orthogonales @ , w*

est égale & 9*.

7) Cherchons deux directions orthogonales é_m, o — oI /2 telles que les
deux directions @ , @* leurs correspondant soient aussi orthogonales. Pour cela,
il faut que

tg0.tg0* =—1 , tg@d.tga* = — 1.

En remplagant @ par © , ®* par ©* dans (13.13) et 0 par 3, 6% par 0* dans (13.15)
et en considérant les conditions ci-dessus et les égalités tg® -+ tg®* — 2/tg2@,

tg3+ tg =2 /g 20 aprés avoir effectué les calculs on trouve
_ 2.9
tglo= . 13.19
E20 = o = Gl (1319
1§20 =1U, /U, , (13.20)
tg28=U,/U,, (13.268)
oll -

U, —2{[(g + ¢1)Sin$ + % Sin ¢ Cos $1[(g* + $,) Sin § — £* Cos ¢ Cos $ ]+
+ (k Cos ¢ — ¢,) (k* Sin $— oD},

U, = [(g + ,) Sin & + k Sin ¢ Cos $]2 — [(g* + ¢,) Sin ¢— k* Cos ¢ Cos ¢J* -+
+ (k Cos ¢ — )% — (k* Sin § — ¢, ,

U3=zg[(g+¢1)(g*+¢z)+%Ksm_zcb] Sine 3 -+ — [k (g* -+ ) Sin b —
— k* (g + &,) Cos ¢] Siﬁ2$— k', Cosd — k* b, Sind -+ &g ¢, ¢ »

qui sont lextension de [%, (4-28), (4-29)] . et qui déterminent les couples
(ﬁ, E*), (@, ©*) orthogonaux et homologues deux & deux .

8) Si I'on prend pour directions 6, les directions isotropes de P du plan
tangent & S, d’aprds (13.6; 3) et (2.1), les directions ®", ®” qui leurs correspondent
sont données par K '

SRR T
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(g + ¢ Sind+k Sind Cos¢] + ¢ [(g*+¢,) Siny —k* Cosd Cosd] i
N (k Cos ¢ — ) +s(k*Sin ¢ — ¢,) 7
ou en utilisant (3.10), (3.13) et (6.3) par
g — A +eDi
(whengt ¥
qui est Pextension de {2, (4-30)] .

tzg o

(=1) - (13.21)

Les directions @ et @” sont symétriques par rapport 4 la direction

o + o

0 =—. 13.22)
@ 5 (
D’ou lon peut écrire
. —
g2e=E2 LIEL
1 —tgw . tgw’

et en utilisant les valeurs de tg®”, tg @ dans (13.21) on obtient

1§28 — 2L (13.23)
(k) — A+ D
e - (wknal)z
En considérant que
Ez + éz = (wkg;l)z (;vk11(§1)'2
{13.23) prend la forme
tg2m = 2/ (13.24)

Coeug)® — Goega)®

En comparant cette équation & (13.19) on obtient comme résultat
28=23. (13.25)

(13.25) est Pextension de [% (4-31)] .

Théordme 13.17. ZEtant donnés une surface S et un champ w{(d, E) défini
sur celle-ci, en un point P de S, les angles formés par les directions & ,®" corres-
pondant aux directions isotropes de P du plan tangent @ S ont des axes de symétrie
paralléles aux directions ® , ®* . Ce théoréme est Pextension de [2, Théoréme 4-7].

9) Si I'on prend pour direction o, les directions isotropes du plan W, w¥,

les directions ©”, 6 leurs correspondant sont données par

[(g+&,) Sing+/ Sing Cosd]—e (k Cosd—¢,) i e—t1 (1326

—[(g*+$,) Sing—k* Cosd Cosp] & (k* Sind—$,) i
ou en multipliant le numérateur et le dénominateur de (13.26) par le conjugué
du dénominateur et en utilisant (3.13) on trouve
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tg0 = U,/U,, (13.27)

U, = — [+ ¢,)(8* + ¢,) + K Sin ¢ Cos $] Sin? § —
— 3 [R(g* -+ 4 Sin g — £* (g -+ $) Cos §] Sin 2§ +
1k, Cos b+ k* &, Sind — b, b, +5 T i,
Us = [(g* + $,) Sin ¢ — k* Cos  Cos $P -+ [K* Sin ¢ — ¢,]%,
qui est l'extension de [2, (4-32)] .
Les directions 8’ et 67 sont symétriques par Tapport & la direction
é“, + é’r

- (13.28)

[§+=1]

‘D’olt, 4 l'aide de la méthode utilisée pour la formule (13.23) c’est-a-dire en
remplagant dans
_igh 416

tg2 —=
& 1 —tg0 .tg06”

jL=at]

les valeurs de tg @’ et tg o de (13.27), et en effectuant les calculs nécessaires on
obtient

tg20—U,/U,. : (13.29)

En le comparant 4 (13.20") on obtient le résultat

20=2

[E==1}

(13.30)

Théoréme 13.8. FEtant donnés une surface S et un champ w (<b,$) défini sur

celle-ci, en un point P de S, les angles formés par les directions 6 , g correspon-
dant aux directions isotropes de P du plan W, w* ont des axes de symétrie paralléles

aux directions 8 , 0% . Ceci est Pextension de [2, Théoréme 4-8] ,

Note. Pour le calcul du dénominateur de (13.29), on obtient facilement
le résultat, en écrivant sous forme de produit de facteurs la somme en dehors

de @ et 9, se trouvant au numérateur de (13.27).

16) Considérons les directions w, @ correspondant aux directions conju-
guées 0, 0 on aura alors daprés [1, (1-14)] , [3 (12-45)] et d’aprés les valeurs
de (13.12) écrites pour 0 et §
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[Kk,, —2K¢, + k¥l + kdi]tg . tg@ -
[ =K ey, H* (g b)) b, Hh (g% + $,) 0,1 Sind+(Mt,,— K ;) Cos Higd+1g3)+
A [K ks Cos? § — Kk, +Sin 24 + (6%, + Dh,,s) Sin? ¢] = 0. (13.31)

Ceci est 'extension de [2, (4-33)] .

Théoréme 13.9. Etant domnés une surface S et un champ de vecteurs w (¢, )

défini sur celle-ci, tg @ et tg® correspondant aux directions conjuguées 6 et 8 sont
fices involutivement et d’aprés (13.31), les coafficienis de cette relation involutive
ne dépendent que du point choisi de S et du champ en ce point.

Note. Le 2 du deuxicme terme de [2 (4-33)] est une erreur d’imprimerie.

14. Lignes d'un champ de vecteurs que I'on peut appeler droites.

Nous allons voir que ces lignes ont des propriétés rappelant celles des
droites d’une surface. Cest pour cette raison que nous les appelerons droites
bien qu’elles ne soient pas des droites proprement dites.

Définition. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (¢, ¢)

défini sur celle-ci, les lignes de S vérifiant la condition
wag =0 (14.1)
seront appelées droites du chami) w (¢, E) relativement a S,
Propriétés.
1) Le long d’une telle ligne, d’aprés la formule (13.5; 1), on aura
wy=0. (14.2)
Dol
La condition nécessaire et suffisante pour gu'une ligne Ed de la surface S soit

une droite du champ de vecteurs w(}, ) relativement d S, est que w reste le méme
le long de C, .

Autrement-dit,

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une ligne Ed de S soit une droite

du champ de vecteurs w (cj),c—i)) relativement @ S, est que la ligne d&’action du vecteur
w engendre un cylindre tout le long de 6‘;.

2) Si la droite Ed d’un champ de vecteurs w (c|>,$) relativement & la surface
S est réelle, d’aprés la formule (13.6; 1) on doit avoir
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k

W gﬂ:

0, =0 (14.3)

Ho —

ou d’aprés les paragraphes 4 et 5, on doit avoir
0=yl=a (14.4)

tout le long de 641- En égalisant les valeurs de tgy! et tg@! de (4.2) et (6.1) et
en considérant [%, (2-9)] et (3.13) on obtient

2=0. (14.5)
Ceci est 'extension de [% (5-4)] . On peut exprimer ces résultats comme suit ;
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne CTd d’une surfoce S,

soit une droite réelle d’un champ de vecteurs w (b, E) défini sur S, et relativement

a S, est qiielle soit & la fois une géodésique et une asymptotique du champ par rap-

port & 8. Tout le long d’une telle droite 9 = 0 et réciproquement.

3) En utilisant les formules [, (3.12; 1,2,3)] on peut écrire les relations
(1.5; 1,2) sous la forme :

g = (ke Co8 8 - 1, Sin 8) — ¢

(14.6)

oo == (g, + 8 Sind - (k,, Sin & — ¢, Cos 8) Cos¢ .

St une ligne réelle Ed est une droite de .S, ona

k=0, k,=0, k,=0, Kk, =0 (14.7)

tout le long de Ed , et & partir des équations (14.6), on peut écrire
t,Snd — ¢, =0, (14.8)
8 Sin $ — t,5 Cos & Cos ;ﬁ =0, (14.9)

D’ou

(Cos 8Sin ¢); =0 . (14.10)

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoreme 14.1. 87 une droite réelle (_Z‘:, d'un champ de vecteurs w(d, 5)
défini sur une surface S est une droite proprement dite, tout long de cette droite
Cos § Sin ¢ — cte.

4) Si une droite Ed d'un champ de vecteurs w(¢, $) défini sur une surface
& n'est par réelle, (14.1) et (13.6; 1,3) montrent que

tgm=si{ (e==x1). (14.11)

T T I T T LT L S
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Les directions correspondantes sont les directions isotropes du plan w, w*. Dans
ce cas, les directions tangentes des C; sont les directions 6, 6’ déterminées par

(13.27). :

Théoréme 14.2. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w(é, a)
défini sur celle-ci, il y a en général deux droites imaginaires C; du champ relative-
ment a S et passant par P de S dont les directions tangentes en ce point 07, 0'

données par (13.27) sont symétrigues par rapport aux directions E o définies
par (13.20).

15. Lignes d’un champ de vecteurs que ’on peut appeler lignes planes.

Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (¢,$) défini sur celle-
ci, une ligne C, de § vérifiant la condition

¢ ] (15.1)

woag -

sera appelée ligne plane du champ relativement & S.

Nous allons voir que ces lignes ont des propriétés rappelant celles des lignes
planes de S.

Propriétés.:

1) Draprés (13.5; 3) et (15.1) on peut dire :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Ep de S soit une ligne
plane du champ relativement & S est que la ligne d’action du vecteur W* reste paral-
léle a elle-méme le long de Ep.

Dans ce cas, quand P décrit Ep , le vecteur du champ w reste paralldle & un
plan orthogonal a4 w*, Autrement-dit :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne Ep d’une surface S soit
unte ligne plane d’un champ de vecteurs w ($, ¢) défini sur S, relativement & S, est
que la ligne d’action du vecteur W* engendre un cylindre ayant pour directrice CH',,,
tandis que celles de w et w engendrent une surface réglée @ plan directeur.

2) D’aprds (13.6;2) et (15.1) on voit que

O; = o (15.2)

et on peut écrire ;

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne C, d'une surface S soit

une lgne plane d’un champ de vecteurs w (¢, 6) défint sur S et relativement & S,
est que l'on ait w; = t,. .

LR P A L L N A e R e P O W PO AL RO M TR P L AP PSR F LAt
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3) Sile long d’une ligne plane Ep d’un champ de vecteurs w(d, $) on a
k., =10 '

wge

on aura alors d’aprés (13.6; 3) et (15.2)
o=0, t,=0,

wigd

En utilisant ces valeurs dans (3.6; 3) et (3.12) on obtient
E—=%=0

tout le long de _C_p. En annulant la valeur de % dans [% (2-8)] on obtient une
relation & P'aide de laquelle on trouve l'expression de tgy' donnée dans [2, (3-3)]
et celle de tg y* donnée dans (3.2). On peut dire de méme pour les conjuguées
y'ety' (Ce cas a été exprimé dans le Théoréme 5.1).

Théoréme 15.1. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (¢, )
défini sur celle-ci, si le long d’une ligne plane C_",J d’un champ de vecturs w relative-
ment @ S, la courbure géodésique est nulle, tout le long de cetie ligne € =€ =0
et comme y* =", le champ tangentiel v (§), d’oit le champ w (¢, ) est orthogonal
a la direction conjuguée ¥' de la direction asymptotique ¥* du champ et le vecteur
v* reste le méme le long de C, . ' '

4) Si le long d’une ligne C, d’'un champ de vecteurs w ($,¢) relativement
4 la surface S on a :

Lo ’ wkrre =0
d’aprés (1.3;6;3.2) et (15.2) on aura
B :
® :?, wtga =0.

En ut.i]jsant ces valeurs dans (3.6; 5) on obtient
K=0.

En remplagant la valeur de & obtenue dans [2, (2-9)] et K=kk* Cos*g-+kk™* Sin?
dans (3.14), on obtient aprés calcul, d’aprés (8.1) et (6.1)

al :B1

tout le long de Ep. On peut obtenir directement ce résultat, en remarquant que
Pangle qui vérifie en méme temps.les relatons k, =0 et ¢t =0 est

W ha wEgn
8 —al —p'.

Théoréme 15.2. ~Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w ($, &)
défini sur celle-ci, si le long d’une ligne plane C, de w relativement @ S, la courbure
normale est nulle, Vinvariant K est nul tout le long de cette ligne:
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16. Centre de courbure et axe de courbure d'un champ de vecteurs.

1) Centre de courbure. Soit une surface S et un champ de vecteurs w (¢, $)
défini sur celle-ci. Le centre de courbure M, de w au point P relativement & la
courbe € de. S est un point situé sur le deuxiéme axe portant w du triedre de
FRENET du champ en P, de sorte que la tangente en ]ITIC au liew géométrique
de JI?C soit orthogonale au champ w.

Le vecteur x, étant le vecteur de position du point P décrivant C, le vecteur

de position de M, sera )
y—x AW, \ BSTR))
ou la valeur de X est définie de telle fagon que y,.w = 0. En considérant que
Xp=a=vCosd — v*S8ind [}, (2-3; 1)]
w :vsm$+ncc)s$ F=d—86 (LD
W= gy W o W (13.5)

on obtient _
Yr=%X tAwtAiw !
y;.w‘:.a.w—l—l.ﬁf.w
x;—a=Cos5Sin ¢ w— (Cosd Cos p Cos + SindSin @)W+  (16:2)
4+ (Sin 8 Cos @ — Cos § Cos ¢ Sin ) w*

¥y, . W= Sin ¢ Cos 5 — A g =10
ou bien
A = Sin § 250 (16.3)
'W](ﬂﬂ
et le centre de courbure M, vérifie égalité vectorielle
' Cosd
PM, = Sin ¢ o ¥ . (16.4)
W'kﬂ'ﬂ .

Cette définition est I'extension de celle de PAN [%, 294] .

Draprés (16.2), pour le centre de courbure de y; par rapport au systeme
orthogonal w, W, W* on vo1t que

W C110

¥ = [(sm 3 L080 ) —cOs$cOsa)cOs5m51nas1na] Wt
! : (16.5)

W tzO
wras

(S e 3 Cosd —Cos d)SmmCosﬁ—l—CosmSmS)

En effectuant les calculs ci-dessus, on a considéré
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v —wSinw —w*Cosw,
vy — wSind — w* Cos §, (16.6)
w¥ = wCosw - w* Sino

et pour le cenire de courbure on a considéré que y; est orthogonal 4 w, C’est-a-
dire que sa composante sur w est nulle.

En se basant sur la formule (16.3) et le Théoréme (13.1) on peut énoncer le
théoréme suivant :

Théoréme 16.1. FEtant donnés une surfuce S et un champ de vecteurs w (9, $)

defini sur celle-ci, le centre de courbure M, du champ en un point régulier P de S
‘relativement a deux courbes tangentes entve elles en P est le méme, cest-d-dire,
ne dépend que de la divection 0 de la tangente commune & ces courbes.

Cas Particuliers.
1) Si au point P, 8 == % , cest-a-dire si le champ w est orthogonal a la

direction § , M, = P. Si en un tel point, on a de plus

k =10,

wag

M, est alors indéterminé,

2) Sile vecteur du champ w est normal 4 S en P, quelle que soit la direc-
tion 0, on a Hc = P,

3) Pour une droite C; du champ de vecteurs w (¢, ¢) relativement & S le
centre de courbure est en général 4 T'infini. Si Cosd et K, sont en méme temps
nuls ily a indétermination.

2y Axe de courbure. La droite passant par le centre de courbure M, et
orthogonale au plan w,w, ou parallele au vecteur. w* sera nommée axe de
courbure ou axe plaire du champ de vecteurs w{(¢, ¢) en P relativement a la
courbe C de § passant par P.

D’aprés les théorémes 16.1 et 13.1, cetie droite ne dépend que de la direc-
tion 0, c’est-a-dire de la direction tangente 4 C en P. On peut donc parler de
Paxe de courbure relatif 4 une direction a (9) .

Soit fﬁ, ﬁc les points ol 55 coupe respectivement le plan tangent en P a
S -ou ce qui revient au méme, P'axe v* - et Paxe w*, A T'aide des relations
existant pour le triangle rectangle PT, N, on obtient les égalités suivantes :




CHAMPS DE VECTEURS NON TANGENTIELS 45

PT, = Sin§ <20 x| ]I
v (16.7)
PN, — Sin § 0% g
ukne
Définitions.

Le point T, est appelé le centre de courbure géodé-
sigue du champ w (¢, ¢) relativement a la courbe C de
la surface S en P.

Le pomt N est appelé le centre de courbure normale du champ wid, )
relativement & la courbe C de la surface S en P.

Draprés les relations (16.7), 'axe de courbure Ec passant par les points

T. et N,, aura pour équation, relativement aux axes de coordonnées P (v¥ , w¥)

k. x4 k. x*—Sin ¢ Cosd=0. (16.8)

w8a wng

Les équations [3, (1-4), (1-5), (1-6)] sont les valeurs de la courbure normale,
de la courbure géodésique et de la torsion géodésique écrites pour les champs
de vecteurs taugeutlels par rapport a un systéme orthogoua] 0, 0*, pour une
direction différente 0, en prenant a = 0 — 0. En remplagant 0 par ¢ et en prenant
pour systtme orthogonal ¢, ¢*, c’est-a-dire les directions v, v*, & laide de
[', (3-1a)] et en considérant que

wkma = kma > vkma" = rgﬂ* = rgﬂ'
go = Kooy s Koot = Ko _ 86— ¢=2 (16.87)
vigs = lgs > lyat = k.u;:

on peut écrire ces équations sous la forme

Ky == Kny Cos & — 1., Sin §

LA

gy = kg, Cos & — k. . Sind (16.9)

teo = 1om Co8 8 — k, .+ Sin 3.

v'Ee

En utilisant ces valeurs dans (1.5), on obtient

oo = (g, SMG — 1, Cos§) Cos S + (ke Cosd — k,, . Sin $) Sind (16.10)

whong = (Fpg — &ys) Co8 8 + (dpe — 1,,) Sin d
ou I'*, v; II*, v* sont les dérivations invariantes calculées relativement a la direc-

tions 0 et on a considéré que ¢; — ¢ Cosd —:Eu* Sind.




46 : N. URAL

En mettant ces valeurs dans (16.8) et en notant f = tg & on trouve

[y CoS & g S0 ) X'+ Frze — 10) 71 £+ ot
[y, Sing — £y, CosE) 5"+ (K — Br) 32 — Sind] = 0. '

Comme I'équation (16.11) est linéaire par rapport 4 ¢, 'axe de courbure
]._)c passe par le point d’intersection I_’E des directions
(kye, Sin ¢ — 2,, Cos §) x! + (k5 — ¢p)x® — Sing =0

_ - " (16.12)
(ko Cos p — ko, . Sinq)) XU (b — 1) X = 0.

A T’aide d’une forme particuliére de (16.8"), (1.5) et (3.6; 4) on obtient la relation

- (kgc,. Sin 5* tg_e' Cos $) (tgﬁ‘ - EU*) '|‘ (kgc,,* Sin ‘1—)"” kmzs* Cos ‘F) (kma _ $I*) =
’ = wkg;a . :vk:ilzi““ + wkglzi* . wkmz = g '

qui sert & trouver les coordonnées de ce point d'intersection

ter + G SinG Ky, Sing kg Cos¢
o 20 SinG "y JaonSind o COS® @ 2 (16.13)
9 2

xt

Ceci est I'extension de [2, (7-9)] et on peut énoncer le théordme suivant :

Théoréme 16.2. Eiant donnés une surface S et un champ de vecteurs w(, 5)
défini sur celle-ci, 'axe de courbure du champ en P relativement d la direction
a(0), passe en général par un point fixe P, quand a (0) tourne autour de P,

Lien géométrique du point M, .

Comme I'angle PM, P, est droit on a le résultat suivant :

Théordme 16.3. FEtant donnés une surface S et un champ de vecieurs w (P, $)
défini sur celle-ci, le lieu des ceritres de courbuyre du champ relativement aux
courbes C passant par un point régulier P de S est en général une circonférence de
diamétre PP, située dans le plan P (v¥ , w¥).

Centre de eourbure M, dans les cas particuliers.”

1) Si kL, =0 on aura d’aprés le paragraphe 6, 0 — gt .et d’aprés (13.6;3)

1]

1 . R R . Tc . —_—
dans ce cas particulier, o= et le centre de courbure M, se trouvera sur la

ligne d’action du vecteur v*., On aura, pour %, qui dans (16.3) déterminait la
distance de M, a4 P :
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Cos (¢ — a‘)

A =S gt E) (16.14)
wgal
A laide de (6.1) on a
Cos (¢ — &) = Sin & TR 2 (16.15)
k Cos ¢—d,
et en se servant de (6.6), (6.10) on obtient
« - dure
7L = Sin Foa* 1 16.16)
§-et & (

qui est I'extension de [%, (7-12)]. A
2y Si ok, =0, d’aprés le paragraphe 4, 0 :jl et d’aprés (13.6;3) dans

w86
ce cas particulier, @ = 0, le centre de courbure M se trouvera sur la ligne
d’action du vecteur w*, On aura pour A qui dans (16.3) déterminait la distance
de M, a P

- sm$w (16.17)

En se servant de (4.2), (4.7), [, (4-3; 2], [}, (1-6)], [% 180] on obtient
K ge s ST ¢ — ko Cos

Cos(¢p — v = — (16.18)
wkgvl
et en utilisant (4.15). on peut &crire -
" kg Sin ¢ — ki Cos
A= Sin ¢—t- ¢ e ¢ (16.19)

g
qui est 'extension de [3, (7-15)].

3 Si = 0 d’aprés le paragraphe 8, 0 = Bt . et d’aprés (13.6;3), (9.9;1),

W 39
dans ce cas particulier on aura
_ 14
tg @ =— ——. 16.20
g % , (16.20)
Pour la distance A on aura
1
A — Sin § Cos(¢—PY) 16.21)
wkafs1

En utilisant (8.1), (8.8), [, (4-3; 2), (1-6)], [% 180] on peut écrire
ke Cosdy -+ ke Sin ¢

whant

(16.22)

Cos (¢ — B) =

et & I'aide de la relation
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% + K2
(wkaﬁl)z = (wkgal)z + (wknﬁl)z = % (1623)
(wrgn‘)
trouvée d’aprés (8.12) et (8.13), et en se servant de (16.22) on obtient
_ Py . Sin )2
22 — Sin? ¢ Kt CO8 & ¥ Ky Sin GF (16.24)

¢+ K2
(16.20) et (16.24) sont l'extension de {2, (7-13)} et (16.23) est P'extension de
2, (7-14)] .

4) Si 0—49', en utilisant la valeur de ,k,; dans (7.9) on trouve

tg® = m,(,vrcnal)zszng — K—2(k$, Cosd-+k*$, Sind)+ ¢+ P2, (16.25)
wHng!
Pour la distance } on aura
— gl
% = Sin g 8¢ — 8 (16.26)
wka91
En utilisant (7.2), (6.6), {, (1-6)] on peut écrire
Cos (§ — 1) — - Jomo — &1 COS &= 4, 5in (16.27)
wkﬂel
A l'aide de la relation
,.Q_fz ¥ k,,“l +
(w‘kn:zgl)2 = (wkga‘)2 + (wkn(_)l)z = "_ﬁ“—l_(j—za) (1628)
] . (wkm;l)
trouvée d’aprés la valeur (7.9) et de (16.27) on obtient
e s — &S 2
32 — gip2 Lo — 91 €036 = 4, Sin ¢ (16.29)

'5?2 -+ (wk1151)4

(16.25) et (16.29) sont lextension de P, (7-16)] et (16.28) est Iextension de
& (-171 . ‘

5) Si 8 =T7n', en utilisant les valeurs de kg et k,; dans (9.7) et (9.8)
on trouve :

.. B
g = — . 16.30
g Z (16.30)
Pour la distance 3 on aura
. . |
A — Sin g L8 E =) (16.31)
w.kanl

En utilisant (9.1), (8.8), [} (4-1;2), (1-7)], [ 180] on peut é&crire
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kgo, Cos b | #,5 Sin ¢

Cos (¢ —q") = (16.32)
whgnt
A Taide de la relation
B A &2
(i = (ol + Gl = 7 07 (16.33)
(lvtg'n’)
trouvée d’aprés (9.7) et (9.8) et de (16.32) on obtient
2
2 — simr g Koo €05 ¢ + tys Sin 9 (16.34)

B + &°
(16.30) et (16.34) sont lextension de [, (7-18)] et (16.33) est I'extension de
[ (7-19)] .
6) Si 6 =¥', en utilisant la valeur de k5 dans (5.11) on trouve

tg® = Wk ”‘) s Gl gt = (o) SIn2g—F Sin 2 § +(M ke —K) Cos?d . (16.35)

Pour la distance A on aura

_ T |
A Sing-C8 b —=V) (16.36)
w"k"l\ﬁ1
En utilisant (5.2), 4.7, [\, (4-1; 2), (1-7)], [% 180] on peut écrire
Cos (4 ~ ) — kg, Sin ¢ ———tgd)Coscb ) (16.37)
wkgv‘
A Taide de la relation
-} L 72
e = (e + (et = RS T (1638)
(wkgv1)2
trouvée d’aprés (5.11) et de (16.36) on obtient
22 — Sip? ¢ (foge, Sin d) — b Cosd)) . (16.39)

dz “l“ (wkgvl)

(16.35) et (16.39) sont lextension de [2, (7-20)] et (16.38) est I'extension de
[ (7-21)] .

7) Si 8= —-, ona dejd vu que M, coincide avec P. En utilisant (1.5) et

Y

%, (3-1a)], et en considérant que pour 8 = Iz , Cest-a-dire pour 0 = ¢ — 5

2

on a

T A 3 T B TR TS Ty N T T2 o e e

:
£
E
;
£
N
5
[
E
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kgc = kgcv* > kng = Rpa* s tgo = oyt s d)l = ¢H“

dans ce cas particulier, on trouve

— ke Sin$+i(,,z* COSE).

g o= — {16.40)
lLyos + ppr
qui est I'extension de [2 (7-31)] .
17. Les valeurs de k., K00 Koo s Kag s g s g » Ky € 2, er fonetion

de tg o .

Nous avons vu que I'axe de courbure du champ de vecteurs w (¢, 5) relati-
vement aux différentes directions 0, passe par un point }Tc et que les coordon-
nées de ce point par rapport au systéme de coordonnées P (v, w*) sont définies
par

ol — (fgﬁ* —+ Erl*) Sing N — kgcv* Sin ¢ :]Cng* COS¢ Sl]‘lg
2 %G

dans (16.13).

Les composantes scalaires du vecteur w par rapport au méme systéme étant
(Sinw, Cosw) on a

A= Sing S50 _ pF_w—
W ag
_ (tyg + ype) Sin & Sin @ + (Kgoys SN ¢ — Ky Cos ¢) Sin ¢ Cos @

~ (17.1)

Cette équation est 1’équation polaire de la circonférence de diamdtre Pljc »
situ¢e dans le plan orthogonal & w et d’équation

(AP - (x2)2 — Sin$ (tgos T $II*) x! +(kgc£ Sin $ — ke Cos 5) x* _
@

0 (17.2)

par rapport a I'axe polaire w* et & ’angle polaire @. Ces équations sont exten-
sion de [3, (8-1) , (7-10)] .

En prenant § = ¢ — 0 4 l'aide de (13.12) et en utilisant [*, (1-6), (4-1;2),
(1-7), (4-3;2)], [> 1860] on trouve
_ (- $I* + k) Sin @ + (£, Cos $ — ke, SiN g) Cos®
—(tger+ $py*) SN & + (ks Cos¢ — Ko Sing) Cos @
D’dprés (17.1) on a

tg &

(17.3)
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Cos8  (tgee + byp) SING + (Kgepr Sin o — ko Cos ¢) Cos @

(17.4)
wkaﬁ ‘@
et en le multipliant par (17.3) on obtient
Sind (¢ — k) Sin® + (ky,, Sin ¢ — 1, Cos §) Cos® 7.5
wkae '@ 7
D’aprés (17.4) et (17.5) en se servant de (13.7) on trouve
D Cos 3 = (tgo + Grp) whgy + (goy SiD ¢ — Kgr COS ) o 176

D Sind = (b — Kua) whiy + (igey SN b — 155 COS &) W -

En utilisant [', (1-7), (1-6), (1-9), (1-4), (1-8)], [ (3-7), (2-7), (2-6)], (6.3),

(4.4), (3.10) on obtient & partir de (17.6) :
G = () wkio + (o) whne — 2 S22, Kgy whno - (17.7)

(17.3), (17.5), (17.6) et (17.7) sont respectivement les extensions de [2, (8-2)] ,
[2’ (8'3)] » [25 (8"4)] et [2: (8"5)] .

D’aprés (13.12) en se servant des expressions (6.3), (4.4), (3.10) sous la forme
de produit de facteurs on peut écrire

(k* Sing— ,) Sin® — [(g* -+ b,) Sing — k* Cosd Cosd] Cos @}
Cos* 0 ==

P — = — (17.8)
(whg)? Sin? @ — 2 o Sin® Cos @ + (,kg5)* Cos® @
Gin g o Ak Coso—§,) 8inG + [(g-+ ) Sing -+ & Sin ¢ Cosg] Cos B w9
(o) Sin? ® — & Sin 2 @ + (k0% Cos? @
(17.8) et (17.9) sont les extensions de [%, (8-6) et (8-7)] .
En remplagant (17.8) et (17.9) dans la relation
K = kCos?0 + £* Sin’ 0
on trouve
kyy=Us/ Uy, (17.10)

ol

Uy = [K (kg — 2¢72) + k05 + k* 671 Si? @ +
[~ Kiog, + k&, (2% + &) + k* &, (2 + ¢,)] Sin ¢+
+ K (tzg — bype) Cos ¢} Sin 2@ +
+ [(F Fege, + Dhige ISIN2h — Koo r Sin2 ¢ +
+ K (M ko — K) Cos? §] Cos* @,
| U, = (huz? Sin? @ — & Sin 2@ + (ykg5)? Cos* @,
qui est l'extension de [2, (8-8)].
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On peut aussi calculer k,+ a partir de M =k, + k.

Dans I'expression de ,t,, donnée dans (2.1; 3) en se servant de (13.12) et en
considérant que 0 = ¢ — 3, & l'aide de (17.3), en remplacant la valeur de ig 5,
aprés avoir effectué les calculs nécessaires on obtient

Cos & (tyy — $yv) Sin G + (K Cos ¢ — ke v Sin ) Cos ©

S — (17.11)
whoo — KSna+%4Cosw-
et en multipliant par tgd on obtient
Sin & (kys — $) Sin® + (£, Cos ¢ — k,,, Sin ¢) Cos® (1712
weo - —KSino + € Cosw 12)
qui est I'extension de [% (8-10), (8-11)].
D’apres (17.4) et (17.11) on a
wheo _ I_(Sin'(ﬁ:%”Cosa (17.13)
‘"'kag @

qui est I'extension de [3, (8-12)] .
D’aprés (17.4) et (17.5) ou directement d’aprés (13.16) on peut écrire
o

(g =— = — (17.14)
(vhue0)® Sin* @ — & Sin 2 @ + (,k,50)* Cos* @
D’aprés (17.13) et (17.14) on a
e o
(ol = (K8 ® — % Cos @) — (17.15)
(whe)? Sin® © — & Sin 2 @ + (k5 F Cos* ® .
D’aprés (13.7) et (17.14) on obtient
9* Sin? o
(el = T Y (YA TS
(kg Sin® @ — &F Sin 2 @ + (,k,51)° Cos* @
77 2
(en? & Cos’ (17.17)

T ) Sin’® — o Sin26 + (gn) Co?* &

(17.14), (17.15), (17.16), (17.17) sont respectivement les extensions de [ (8-16),
(8-13), (8-14), (8-15)].

A TPaide de (13.12) et (17.3) des formules [',(4-1)] on trouve ., /Cosb,
/Sind, k,/Cosd, k,/[Sm&, k,/Cosd, Kk, /Sind et en se servant de ces

Vtgg gaf

derniers on peut écrire

(£ Y — [(— K -+ k* $1 Cosd + k $2 Sing) Sinw +% Sing Cos$ I

, (17.18)

(k) SN2 B — & Sin 2@ + (k) Cos® B
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{[-2 — &, (g1 &) + ¢, (g* 1 $,)] Sin & | Cos¢ Cos @}>

(ege) = —— a , (17.19
s (whig)? SiN2® — & Sin 2@ + (k5% Cos® & . ( )
(kYo [(k* ¢, Sing—kd, Cosd) Sin B + (K Cosp— P Sind) Cos ®]? (17.20
Hong (wkn)? SIN2& — o Sin 28 + (k3 Cos® @ ’ ’
(wkma)2 = Um/Ug ’ (17.21)
ol

Upy={[— P — 6,(g + &) + & (¢* + b,)]Sin ® + € Cos § Cos T} 2+
+ [(k* ¢, 8in ¢ — k §, Cos ¢) Sin® + (K Cos ¢ — D Sin ¢) Cos @]°.

18. Centre de courbure sphérique d'un champ de vecteurs.

Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (¢,$) défini sur celle-
ci, le centre de courbure sphérique M, du champ w relativement 4 la courbe C

de & au point P, est un point situé sur I'axe de courbure I_Jc du champ relativement
A la courbe C, et dont la tangente au lieu géométrique en ce point est I'axe de

courbure Ba .
Si le vecteur y est le vecteur de position du centre de courbure M, donné
dans (16.1), le vecteur de position de M, sera
2=y + m*w¥, (18.1)
ol la valeur de m* est telle que z, = m™* w*.

En se servant de (16.5) et (13.5; 3), en dé.rivant (18.1), la condition ci-dessus
donne

_ 2;—Sin? Sin@ — Cos 8 Cos® Cos ¢
—_— z El

wrae

_ .~ Cos d
m* = m;* + 8in 8 Cosw + ¢, Sin ¢ =

mF

(18.2)

— Cos 8 Sin® Cos ¢. (18.3)

whap
A partir de (18.2) on voit que m* n’est pas une fonction de direction.
Cas Particuliers.
1) Sila courbe C est une géodésique du champ, on aura
whge =0 (®8=10,0=17" (18.4)

tout le long de C. Dans ce cas, w est égal au vecteur w* qui est au point P, et le

centre de courbure ﬂ_/fc est la projection orthogonale de 12 sur w* .

Deaprés (18.2), (18.4), (16.19), (13.6; 2), (4.11), (18.3), (17.1) et (4.15) on a
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whgat — kyon Sind — kypr Cos §
ks (SM o SiNE — o ¢) _
@ I
— kgen Sind — ke Cos
—Cos ¢ il i d i
4 (18.5)
% Sing (Fegen Sind — kg Gos$) -G (kpe, Singui‘g,a Cosd)
o st __
@ “ch;l
— ke Sing — K Cos ¢
z =X} Sing— ¢;@" L ¢—m*v,z1:——ﬁ*v*.

Si tout le long de C, M, . est & une distance constante de P, ¢’est-a dire si

— Kpen Sind — ke Cos b
Sin ¢ —— ¢9 2 (b:c:cte.

on aura

o8¢ P

Sing ¥
Si tout le long de C, la direction $ vérifie la relation
- kma"‘
tg d) - )\7‘,‘,&'%3=

le centre de courbure sphérique M, du champ relativement & C et le centre de
courbure M, coincident avec le point P et (@ = 0) d’aprés (17.3) on obtient

m — m
8=— .Dolh y'=¢ — — . On a donc:
2 v =0 2

Théerdéme 18.1. S/ une courbe C d'une surface S est une géodésique du champ

de vecteurs w (¢, $) et si deplus elle est une ligne de champ du champ v* (¢*), le
centre de courbure sphérigue de w relativement @ C et le centre de courbure coin-
cident en P et la normale principale de C apour direction w*,

2) Si la courbe C est une asymptotique du champ, on aura
k,, =0 (aszi e:al) (18.6)
¢ . W ng K 2 ? .

tout le long de C. Dans ce cas, W est égal au vecteur v* et le centre de courbure
M, est la projection orthogonale de P, sur v*,
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Draprés (18.2), (18.3), (16.16), (13.6; 2), (6.12), (17.12), (17.11) on a
. g ry * - -
m* = [ - wknal (Sln d) —ﬂ%&)] _l‘kmaﬁ - ¢1*} / K

—KSin ¢ (tgge -+ $srv) —Z Co8 ¢ (tge — $ur) b (187
9 whnot

k

E :mre—l-

i e

L L .
Z =X-- S ¢ “’z‘g‘@ v* - omtwE

Si de plus tout le long de C, ﬂ_lc est 4 une distance constante de P, ¢’est-3-
dire si

Sin ¢ iﬂiﬁi == cte.
L7
on a
ok — i&%‘b_’m . (18.8)
Si ¢ =cte. on a
T
K

Théoréme 18.2. Si une courbe C d'une sutface S est une asymptotique du
champ de vecteurs w (¢, §) défini sur celle-ci, le centre de courbure J!Z_, du champ
relativerent 4 C en P, qui se trouve sur le plan tangent & S en P, est & une distance
constante de P tout le long de C et si 5 = cte. on a la relation
MM, PM,, — =

K

ol M, est le centre de courbure normale de C, en P.

3) Si Cest une ligne plane du champ de vecteurs relativement a4 S, on aura
i, =0

woae
tout le long de C. Si de plus,
C
05 b 0
k

w ag

Sin ¢

le centre de courbure sphérique M, est & I'infini.
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4) Si t,=0, Sing

= cte. tout le long de C, C est un cercle du

wag
champ.

5) Sila courbe C est une trajectoire orthogonale du champ, c'est-3-dire si
C = Cp, d’aprés (2.1; 3), (16.40), [% (4-16)], (1.5; 3), (13.6;2) on trouve

. = Kpes Sing + ke Cos 5 . - Cosd
tg @ — d — , Sin ¢ =0,
Lpor + ¢n* wkgg
wlgg = — Koz COS & — ke Sin ¢,
Sin @ —_ —
m*= — e m* =m* e - Coso,
— (K, Sin & + k. o Cos §) -+ @pp
Z =X -+ m* w¥,

Si
_ —k,.Sin¢ + k. Cos ¢
tgw = == = (te.
tggt + (bﬂ‘
on a
m* = _—Sme (18.10)
koo Sin g + k., Cos ¢

Théordéme 18.3. Etant donnés une surface S et un champ de vecteurs w (¢, ?4;)
défini sur celle-ci, le centre de courbure sphérigue M, du champ relativementa  la
trajectoire orthogonale du champ Cx se trouve sur le troisiéme axe W* du triédre
de FRENET du champ en P. De plus comme Pz se trouve qussi sur cet axe, la cir-
conférence, dont il a été question dans le Théoréme (16.3) et qui a été donnée dans
(17.2), est tangente au deuxiéme axe W du triédre de FRENET du champ en P. Le
lieu de M, sur w a été donné par (18.10).

Lieu géométrique du centre de courbure sphérique.

Le lieu géométrique C, de ﬂs guand P décrit C se comporte comme le lieu
géométrique du centre de la sphére osculatrice de C. Si 'on note respectivement

par $, 8, t, larc, la courbure et la torsion de E’s en P et par E, (p=1,2,3)les
vecteurs unitaires de son triédre de FRENET au méme point, on trouve les va-
leurs suivantes:
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S B =W = — W, —w |
=l = wkaa = = (18.11)
p= = > T= = > P wktxa = TwraO'

£ S

Si € est une géodésique du champ, (13.6), (4.15), (4.11) montrent que

L__ % (18.12)
T

lSi C est une asymptotique du champ, (13.6), (6.10), (6.12) montrent gque

p_E : o (18.13)

@

n-lﬂ

19. Developpées d'un champ de vecteurs.

Soit une surface S, et un champ de vecteurs w (¢, E) défini sur celle-ci. Con-
sidérons les droites T" coupant une courbe C de S, en restant en chague peint P
de celle-ci orthogonales au champ w (¢, $) Si ces droites engendrent une déve-
loppable, l'aréte de rebroussement C sera appelee une développée du champ
w(d, $) relativement 2 C.

Soit .
=wCosq -} w*Sing (19.1)
le vecteur unitaire -définissant la direction des droites I'. Appelons @ le point de
cotitdct de T" avec la développée CL,, si x est le vecteur de position de C et n* dé-
signe la distance PQ le vecteur de position de @ sera
X=x+n*w : (19.2)

Dapres (19.2), (16.2), (19. 1) (13.5; 23) pour que x, soit parallile & w on
doit avoir les relations

#* Cos @ — Sin $ Cosd (19.3)
. wkno :
— Sind Cos—-—CosB CosdSinp - . _
Pr=wlge + P " i_ [’L’ b=w—a (194
[
X, = (1 — SinsSnp — Cos 8 Cos ¢ CosP)w. (19.5)

‘Théoréme 19.1. Etent donnés une surface S et un champ de vecteurs w (d>,$)
défini sur cefle-ci, il ¥ a une infinité de développées du champ envisagé relativerment
a une courbe C de S, déterminées par les relarions (19.3), (19.4). La valeur de n*
monire qite les points de contact Q avec la développée Jelattve d un méme point
P de C se trouvent sur Paxe de courbure B, , du charip en P par rapport @ C.
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Cas Particuliers.

1) Si C est une g€odésique du champ, on a

k,=0 @=0, 0=, (19.6)

wrgo

D’aprés (17.4), (19.3), (19.6) et (19.4), (17.12), (4.11), (17.11), (19.7) et en consi-
dérant que p= — @ on trouve :

o Ko Sin b Kpge Cos ¢

n* Cos @ = Sin ¢ _ (19.7)
@

_ _ -  —Cosd  DCosB nd— &
pr=|—% — Z CospSinf C?ka '@C_OS i (]Cg“"’ S_lfl g COSE) [ ke

Sin ¢ Sin ¢ (kge,e Sin § — kv Cos ¢)
(19.8)

2) Si C est une asymptotique du champ on a

Ky =0 (6 = _;_, 0= ai) . (19.9)

D’aprés (17.4), (19.3), (19.9) et (19.4), (17.12)), {6.12), (17.11) on trouve

2% + $n" .
L LA 19:10
5 (19:10)

- o
n* Cos @ = Sin ¢ —=£

= [ = 72z Cos P CospSinp(k,, — o) i
fom | K osmep prdy ZETRE e R0 g o

3) Si C est une trajectoire orthogonale du champ, autrement-dit si C = Cs
d’aprés (19.3) et (194) on trouve

n*Cos@ =0, n*(By—t,)=CosP. (19.12)
a Sia= -’21:_ wW=w*, n*—> oo. Dans ce cas, d’aprés (194), (L.5),
(4.16) on a

EI = kgﬂ‘v‘ CDS$ — ]an# Sin (l_)-,

- = _kgcv‘ Sin $ + knar Cos Tb
t = = —
g® Cotg B togt — Oy ’ (19.13)
Arctg oo — & — |+ (ke Sin § + kge Cos b) =0.

Kgepr SIN G — Ko CO8 P [ e
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IT* désigne la dérivation invariante effectuée dans la direction v*. Le point { est .

A linfini, sur la ligne d’action du vecteur w*.

b) Sin*t—=0 daprés (19.12;2) p = % . Dans ce cas W = v*. Les droites

I' sont tangentes en P & Cp .

20, Développantes d'un champ de vecteurs.

Soit une surface S, un champ de vecteurs w ($, ) défini sur celle-ci et une
courbe ' de S. Les trajectoires orthogonales des lignes d’action des vecteurs du
champ w en chaque point P de C, sont appelées les développantes du champ

w (o, $) relativement & C. Soit C¢ une telle développante. Y, étant le vecteur de
position de C? ; x celui de C, on a

Y=x+g*w (20.1)

oll g* est un scalaire déterminé tel que I'on ait Y, . w =0. La condition pour

que la tangente de Ce
Y, =%+ g5w-+qg%w,; {(20.2)
soit orthogonale & w est d’aprés (16.2), (13.5; 1), (20.2)
g;* + Sin ¢ Cos & =0
ou , l'on peut écrire
g* —[ — [ Sin ¢ Cos 5 ds ] -+ cte . (20.3)
ol s est Parc de C.
Théoréme 28.1. Erant donnés une surface S et un champ de vecteurs défini
sur celle-ci, le champ posséde une infinité de développantes relativement a une

courbe C de S. Toutes ces développantes déierminées par (20.3) sont des courbes
paralléles.

21. Les hélices d'um champ de vecteurs,

Soit une surface S et un champ de vecteurs w ($, ¢) défini sur celle-ci, si le
long d’une ligne (7,, de S on a la relation

w .k = Cos 1 = cte. LD

ou le vecteur unitaire k définit une direction fixe, C_’,, est appelée une hélice du
champ de vecteurs w (¢, ¢) relativement & S.
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Nous allons voir que ces lignes se comportent comme les hélices propre-
ment-dites.

1) Chaque droite du champ peut-&tre considérée comme une hélice de ce
dernier. '

En dérivant (21.1) on obtient d’aprés (13.5;1)
k. w.k=10. _ (21.2)

wVae '
Dr’aprés (14.1) on voit que la relation (21.2) est vérifiée pour chaque droite du
champ. On peut donc dire que, quelle que soit la direction du vecteur unitaire
k, chaque droite du champ relativement a S est une hélice du chamyp par rapport
as.

2) 1l en est de méme pour une ligne plane 6’; du champ :

Draprés (13.5; 3) et (15.1) on trouve que le vecteur w* est fixe pour une ligne
plane du champ. En prenant w* au lieu de k, on trouve un vecteur unitaire de
direction fixe, orthogonal a w tout le long de Ep, et la ligne plane Ep du champ
relativement a ' est une hélice du champ par rapport a S.

3) D’aprds (21.2): Le long d’une hélice C_',l du champ relativement & S et
différente d’une droite du champ, le second vecteur unitaire w du triddre de
FRENET du champ par rapport 4 C, reste orthogonal 4 la direction fixe k et
réciproquement, ce qui permet d’écrire

k=wCost +w*SinT . 2L

4) En dérivant (21.3), d’aprés (13.5; 1,3) et en considérant que Ty est cons-
tant on obtient

oo _ tgm = cte. (21.4)
; ‘

w'ae

D’olr il résulte que:

Le long d'une hélice C, du champ relativement & S, le rapport de la courbure
absolue a la torsion absolue du champ par rapport a E,, reste le méme,

Cas Particuliers.

1) Si C, est une géodésique du champ, Wiege = 0, d’aprés (@ =0,0=1¢"
on a w = w¥, En utilisant (13.6), (5.12; 1) dans (21.4) on trouve que

. % — tg 7] = cte. (21.5)

tout le long de C_‘,,.
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2) Si C—’,l est une asymptotique du champ, K, = 0. d’aprés (a: % s ezui)
on a w=v* wt=w*_k est paralléle au plan (w, w*) ou (v, n).'

En utilisant (13.6), (7.10; 1) dans (21.4) on obtient
E _
—_ = tg 1 = cte. (21.6)
K ‘

tout le long de E,, .

3 Sile long d’une hélice Eh du champ, on a la relation

Smp s _ 1 (21.7)

wkao c

¢ étant une constante, 5,, sera appelée helice circulaire du champ relativement
a s
Draprés (21.7) et (21.4) on trouve

Sing Cosd _ tgn .

wal)

Le point central et le paramétre de la surface réglée engendrée par la ligne
d’action G du vecteur w qui se déplace le long d’une heélice circulaire C, du champ
relativement 4 8 sont donnés d’aprés (13.5; 2), (16.2), (21.4) et (21.7), respective-
ment par

X W
A = - I I
W iv?
_ SinT(Sing Cos 3 Sin—Sin 8 Cos  Cos @ + Cos¢ Cos & Cos 7 Sin w)
¢ Sin ¢ Cos &
o (21.8)
__(Xlsw[nw) o
=g =
Wr
_ —8inny (Sing Cos 8 Cos T+ Sin 6 Sinfj Cos@— Cos¢ Cos SinT Sin @)
B ¢Sin ¢ Cosd J

Le vecteur de posilion de la ligne de striction de la surface réglée définie
ci-dessus est

X=x+Arw (21.9)

ol X est le vecteur de position de I'hélice 6,, . Pour la tangente 4 la ligne de stric-
tion, on trouve
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X, = (Sing Cos & — Az 4k, W -+ [—Cosg Cos® Cos§ —Sin & Sin @ +(A. )] W+
+ (Sin & Cos @ — Cos ¢ Sin® Cos § + A L, )W * . (21.10)
Pour que cette tangente soit paralléle & (21.3) il faut et il suffit que
(\-); = Sin 3 Sin ® + Cos § Cos & Cos ¢, (21.11)
Sinm (Sin ¢ Cos 8 — A= k) = Cosn (Sin 8 Cos@ — Cos § Cos $Sinw + A= tg) -

Si I'hélice E,, considérée est en méme temps une asymptotique du champ
relativement & S et si A reste constant tout le long de C, on trouve les valeurs

whing =0 (5: %), A)y=8nd=0-28=0 (E‘,, =C). (21.12)
Draprés (1.5; 2), (3.1a; 1), (21.12) on a
k=8 @L.13)
et dans ce cas les expressions (21.8) prennent la forme ‘

W

a3 — SN (CosH — Cotg & Sin) l
[

_ : (21.14)
po=— Sl:ﬂ (CosT — Cotg § SinT). ,
A~ étant considéré constant tout le long de I'hélice C_‘h, la premiere de cés relations
donne
$=cte. . (21.15)
et il résulte de (21.13), (21.14; 2) que
k,, =0, p-=cte. (21.16)

tout le long de C,, . k,, est la courbure normale de C, en P. On en déduit que la
courbure géodésique et la torsion géodésique en P de I'hélice circulaire en ques-
tion sont.d’aprés (21.16), (21.7), (21.15), (1.5; 1,3), [4, (3-12; 1,3)]
kyo=cte. , f, =cle. (21.17)
et que d’aprés (21.16; 1) et (21.17) la courbure k& et la torsion ¢ de CT,, sont cons-
tantes tout le long de C,, c’est-3 dire que C, est une hélice circulaire de S.

22. Les cercles d'un champ de vecteurs.

Soit une surface S et un chamyp de vecteurs w (¢, EE) défini sur celle-ci, Si tout
le long d’une ligne Ec de S'on a i la fois
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sin§ 258 =—Z—, = b B =0 @

wgo

W ae

EZ'_C sera appelée un cercle du champ de vecteurs w (¢, $) relativement & S.

Nous allons’ voir que ces courbes se comportent comme les cercles ordi-
naires de S.

1) D’aprds la définition C, est une ligne plane du champ et le centre de
courbure M, du champ relativement & C, est & une distance constante des points
du cercle.

2) D’aprés (18.2) la courbure sphérique du champ relativement a E‘c est en
général & Pinfini.
3) Sile cercle EE du champ est en méme temps une trajectoire orthogonale

et une géodésique du champ, le centre de courbure sphérique est indéterminé.

4) En considérant que chaque ligne plane est une hélice du champ et d’ap-
res la définition de ’hélice circulaire du champ, la définition de cette ligne montre

que, Ec est une hélice circulaire particulidre du champ.

5) 1l résulte de la troisitme formule de FRENET, que le vecteur w*

reste le méme tout le long d’un cercle C, du champ.

6) La tangente au lien géométrique du centre de courbure donnée dans
(16.5) devient pour le cercle 5c du champ

¥,=(—Cos¢ Cos & Cos§—Sin® Sin §) W-4-(—Cos¢ Sin® Cos 3 -+ Cos & Sin 5) w*.

(22.2)
Cette tangente est orthogonale au champ w.Si 8 = —725— tout le long de (_Z'-c on a
¥y = -~ v, (22.3)

Si 8 =0 tout le long de E,_, on a
y;=— Cos $ w* . 22,4

Ty Pour 8 =0 et $: % , C, ést un cercle ordinaire (champ de vecteurs
tangentiels).

8) Pour 5: 0 et ® — & = cte., le lieu géométrique du centre de courbure

M, de 'C_,J relativernent au champ est une droite.
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Nous allons voir que ces lignes se comportent comme les hélices propre-
ment-dites,

I) Chaque droite du champ peut-8ire considérée comme une hélice de ce
dernier,

En dérivant (21.1) on obtient d’aprés (13.5;1)
ko w. k=0, _ (21.2)

W R

D’aprés (14.1) on voit que la relation (21.2) est vérifiée pour chaque droite du
champ. On peut donc dire que, quelle que soit la direction du vecteur unitaire
k, chaque droite du champ relativement & § est une hélice du champ par rapport
a s

2) 1l en est de méme pour une ligne plane €, du champ :

Drapres (13.5; 3) et (15.1) on trouve que le vecteur w* est fixe pour une ligne
plane du champ. En prenant wW* au lieu de k, on trouve un vecteur unitaire de
direction fixe, orthogonal & w tout le long de Ep, et la ligne plane Ep du champ
relativement 4 S est une hélice du champ par rapport a S.

3) D’aprés (21.2): Le long d’une hélice E‘,, du champ relativement 4 S et
différente d'une droite du champ, le second vecienr unitaire w du triddre de
FRENET du champ par rapport a 5,3 reste orthogonal a la direction fixe k et
réciproquement, ce qui permet d’écrire

k=wCosm +w*Sinny . (21.3)

4) En dérivant (21.3), d’aprés (13.5; 1,3) et en considérant que 7 est cons-
tant on obtient

o tgm = cte. (21.4)
; ‘

wag
D’on il résulie que:
Le long d'une hélice E‘k du champ relativement & S, le rapport de la courbure
absolue & la torsion absolue du champ par rapport & C, reste le méme.
Cas Particuliers.

1) Si CT:: est une géodeésique du champ, K, =0, d’aprés (0 =0,0 =7

on a w = w*, En utilisant (13.6), (5.12; 1) dans (21.4) on trouve que
7
4

= igmn = cie. (21.5)

tout le long de E‘h.
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2) Si C, est une asymptotique du champ, &, =0, d'aprés (a_ ; , 9:0})
on a w=v* w*¥ =w*_ k cst paralltle au plan (w, w*} ou (v, m}.

En utilisant (13.6), (7.10; 1) dans (21.4) on obtient

m[@l

= tg 7 = cte, | (21.6)

tout le long de C, .

3) Sile long d'une hélice (7,, du champ, on a la relation

Sing S0 1 21.7)
wka() ¢

¢ étant une constante, 5}, sera appelée fhélice circulaire du champ relativement
a s.
D’aprés (21.7) et (21.4) on trouve

Sinﬁ; Cos d _ tgcn

w"an

Le point central et le paramétre de la surface réglée engendrée par la tigne
d’action G- du vecteur w qui se déplace le long d’une hélice circulaire a,, du champ
relativement a § sont donnés d’aprés (13.5; 2), (16.2), (21.4) et (21.7), respective-
ment par

Ay =~ Kizwjr
Wy
~ Sinw (Sin¢ Cos 8 Sin — Sin § Cos 7 Cos ® + Cos¢ Cos & Cos 1) Sin )
- Sin ¢ Cos
o ¢ Sin ¢ (21.8)
— (XI s Wr, W) .
Po=—0y— =
Wwr
—SinT(Sin Cos & Cos T+ Sin & Sintj Cos ®— Cosd Cos & SinT Sin @)
- ¢ Sin ¢ Cos &

Le vecteur de position de la ligne de striction de la surface réglée définie
ci-dessus est

X=x+4rw (21.9)

oir x est le vecteur de position de I'hélice C, . Pour la tangente 4 Ia ligne de stric-
tion, on trouve
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X, — (Sing Cosd — Ao k) w+ [—Cosd Cos® Cos 8 —Sin & Sin © +(=) ] Wt

+ (Sin & Cos® — Cos ¢ Sin® Co5 8 + A= il )W * . (21.10)
Pour que cette tangente soit paralléle & (21.3) il faut et il suffit que .

(11;)1:SinBSinE—i—CosSCos@Coszﬁ, (21.11)

Sin#| (Sin ¢ Cos & — A whye) = Cos 1 (Sin & Cos® — Cosd Cos $SinG + Mo wtog) -

Si I’hélice 5,, considérée est en méme temps une asymptotique du champ
relativement & S et si A reste constant tout le long de C, on trouve les valeurs

whng =0 (az %) () =S8ind=0—-8=0 (C,=C). (2112

D’aprés (1.5; 2), (3.1a;1), (21.12) on a
k,, = &; (21.13)

et dans ce cas les expressions (21.8) prennent la forme .

w

2 — ST (Cos - Cotg & Sin) l
c

\ (21.14)

pe— — ST (CosT — Cotg §Sin).
W c )

- étant considéré constant tout le long de I’hélice E‘k , la premiére de cés relations

donne

¢ =cte. (21.15)

et il résulte de (21.13), (21.14; 2) que
k=0, po=cte. (21.16)
tout le long de C, . k,, estla courbure normale de Cy en P. On en déduit que la

courbure géodésique et la torsion géodésique en P de I'hélice circulaire en ques-
tion sont-d’aprés (21.16), (21.7), (21.15), (1.5; 1,3), [}, (3-1a; 1,3)]

ke, =cte. -, , = cte. (21.17)
et que d’aprés (21.16; 1) et (21.17) la courbure k et 1a torsion ¢ de C_',, sont cons-

tantes tout le long de E}r , ’est-2 dire que C,, est une hélice circulaire de S.
22. Les cexcles d'un champ de vecteurs.

Soit une surface § et un champ de vecteurs w (¢, ;];) défini sur celle-ci. Si tout

le long d’une ligne C, de S on a & Ia fois
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Sin g Cos 8

* whao w'gs

o =0 YR
[

W ae

Ec sera appelée un cercle du champ de vecteurs w (¢, ¢) relativement 3 S.

" Nous allons’ voir que ces courbes se comportent comme les cercles ordi-
naires de S,

1

1) D'aprés la définition C. est une ligne plane du champ et le centre de
courbure M, du champ relativement & C, est & une distance constante des points
du cercle.

2) D’aprés (18.2) la courbure sphérique du champ relativement 2 E‘c est en
général 4 I'infini.
}) Sile cercle_C_‘C du champ est en m&me temps une trajectoire orthogonale

et une géodésique du champ, le centre de courbure sphérique est indéterminé.

4) En considérant que chaque ligne plane est une hélice du champ et d’ap-
rés la définition de I’hélice circulaire du champ, la définition de cette ligne montre

que, Ec est une hélice circulaire particuliere du champ.

5) 1l résulte de la troisitme formule de FRENET, que le vecteur w*

reste le méme tout le long d’un cercle C, du champ.

6) La tangente au heu géométrique du centre de courbure donnée dans
(16.5) devient pour le cercle Ec du champ

y,=(—Cosd Cos ® Cos 5—Sin® Sin §) WJr(wCosg Sin® Cos b -+ Cos @ Sin §) w*.

(22.2)
- Cette tangente est orthogonale au champ w. 8i & = —;— tout le long de 6‘; on &
: . yr=—v*. (22.3)

Si 8§ =0 tout le long de ‘E.: oha
yr=— Cos ¢ w*. (22.4)

Pour § =0 et = LE , C_ ¢st un cercle ordinaire champ de vecteurs
2 <
tangentiels).

8) Pour $= 0 et @ — 8 =etc,, le Heu géométrique du centre de courbure

M, de ED. relativement au champ est une droite.
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23. Les lignes de Bertrand d’un champ de vecteurs.

Soit une surface S et un champ de vecteurs w{¢, ¢) défini sur celle-ci, Si le
long d’une ligne-C,, de S, la ligne d’action G~ -du vecteur unitaire w-est la normale
principale d'une autre courbe C,, la ligne C, sera appelée une ligne de Bertrand
du champ w (¢, §) relativement & S, Soit b? {(p =1, 2, 3) les vecteurs unitaires du
tri¢dre de FRENET de C, au point P, P le point sur la ligne d’action G, corres-
pondant d’aprés la définition ci-dessus au point P de E.; et‘

w.bt=Cosd. (23.1)
En dérivant {23.1) on obtient
w,. b + w.b! = (Cos @),

et en utilisant- (13.5; 1) dans cette -derniére c¢galité, tout en considérant que
w1lb',w ] G, on trouve

G — cte. : (23.2)
tout le long de C, . |
Soit s, p, © larc, la coq1'bu1'e et la torsion de E& en P. Eb est défini par
| i:x+.dﬁ | Lo _ (23.3)

ol x est le vecteur de position de E‘b et oit, d doit ¢tre déterminé de fagon & véri-
fier la condition d’uns ligne de Bertrand.
En dérivant (23.3) on obtient
X =x,+dw,+d;. W {23.4)

et en utilisant {16.2), (13.5;2) on trouve

bt s, —(Sin Cos 8—d . k) w +(d; — Sin8 Sin ® — Cos$ Cos® Cos 8) W +
1 (Sin 3 Cos® — Cos ¢ Sin® Cos 8 + d. /1,0 W, (23.5)
A partir de la condition que vérifie C, en étant une ligne de Bertrend relati-
verent a S, b' est orthogonal & w et pour cela, d’aprés (23.5) il faut et il suffit que
|  d,—Sin3Sin®—Cos¢ Cos®Cosd=0. . (23.6)
A partir de (23.1) et comme le vecteur Bt est paralléle au plan w, W* on peut
écrire - '
b = wCos & + W* Sind. S (@
En utilisant la condition (23.6), (23.5) dévient ‘ o ‘
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b . 5;= (Sing Cosd — d. k)W (Sind Cos® — Cos¢ Sine Cos & +d . 7, )w*

(23.8)
En comparant (23.7) et (23.8) on obtient
Cos 5 — Sin ¢ COS_S—d. oo , Sing — Sin & Cosa@ — Cos? Sinw Cosd+d. 1,
5t Sy :
(23.9) 8
d’oft on peut écrire la relation
Cos & f,, + Sind Kk, —
__ SinSin Cos § — Cos & (Sin 8 Cos & — Cosd Sin@ Cos3) 0. (23.10) J

d

On voit donc que, la torsion absolue et la courbure absolue d’un champ
de vecteurs relativement & une ligne de Bertrand C, sont linéairement liées.

Cas Particuliers.

La condition nécessaire et suffisante pour que d soit constant tout le long
de C, est que ‘

d, = Sin § Sinw + Cos ¢ Cos® Cos § = 0. (23.11)
&) Dans le cas ol d est constant, si Eb est en méme temps une asympto-

—0, d’aprés (a = ﬁ) et (23.11) on doit avoir & = 0

tique du champ, .k, 3
(C_'b = C,). D’autre part on a w = v¥,w¥ = w*, b! prendra la forme ‘
b = wCos il + w¥Sin& . (23.12) ' '

Pour (23.5) et (23.10) on aura respectivement

b's, = (Sin ¢ ~d. k) w(d 2, — Cos §) w (23.13)
Cos @ f,, + Sind& k., — @ﬂg—_—“) ~0. - (23.14)
D’aprés (23.14) on a
Cos ¢ —d:ylyy _ 1y — cte. (23.15)
d. kg, — Sin ¢
et d’aprés (1.5; 1,3), {', (3-12)] on obtient
(1 — dkg,) Cosp — d 1, Sing g = cfe. 23.16)

— (I —dkg,) Sin ¢ —d 1, Cos ¢
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Dans ce cas la valeur de s, est
sp o= —dky) + d*zl, . _ (23.17)
b) Dans le cas o d est constant, si Eb est en méme temps une géodésique

du champ, k,, = 0, daprés @ — 0) et (23.11) on doit avoir § — 321 (C, = Cp).

D’autre part on a w = w*, w¥ = — v* et
bt=wlosd —v*Sing. : “(23.18)
Pour (23.5) et (23.10) on aura respectivement .
Bl = (—d L) w—(1+d b)v (23.19)
_ s Cosd
Cosd i, + 5Sinad kL, + 7 =0. . {23.20)
Draprés (23.20) on a
d t,. +1 _ :

ou en se servant de (1.5), [*, (3-1a)] on obtient

—— —— == lg & = Cie.
d {fege, Bin ¢ — ty5 Cos ¢)

Dans ce cas la valeur de s; devient

SZ = dh O+ (U d 1)
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