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UBER GEWISSE POTENZREIHEN, DEREN FUNKTIONSWERTE
FU_R ARGUMENTE AUS DER MENGE DER LIOUVILLESCHEN
ZAHLEN TRANSZENDENT SIND

M.H, ORYAN
Sei
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ke - log a,
Es sei ferner § eine reelle Liouvillesche Zahl mit folgenden Eigenschafien :

£ laesst sich durch rationale Zahlen p,/q, mit ¢, > 1 derart approximieren,
dass fir hmrelchend grosses n es gilt

15—— <gm @

und . _
' @S grsan, - (5)

wobei A, 8, , 8, positive reelle feste Zahlen mit 2 <3, = 82, A= (0123, ~}- 48,
und o (1 —9)>2(—~——1—8 ) smd

-+ SATZ. Es sei f(x) und £ wie oben. Dann ist f(§) eine rationale oder
transzendente Zahl.
Beweis. Es sei 4, = k. g. V. {ay,..., a,}. Es folgt aus (2)
a4, = A, = attn , (6)
wobei u—~11m sup (log A4,)/(log a,) eine endliche Zahl mitl <u = 0’/(0'-—— 1)

n

ist. Es sei f, (x) = —I?— x" Dann gilt fiir jedes n
: 5 5¢1J a
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7@ ~ 1 (pafad | 2 1£E) —F, @1+ 1/ ®) — £ (Palg) |- (M

Es folgt aus (2), (3) fiir grosses n
17®  L@1= 25 < g < g ®

k1

wobei s, = (log a,, )/(loga,) und 1 — 0 >g, >g >0 ist. Es gilt ferner fiir
hinreichend grosses n wegen (2), (3), (4) und A>(8+2 8, + 4)/8, > (0+2u128,)/5,

1
\fo B =/, (ulg) | = Py (A, )=t (8, >0). )
Ausserdem gilt fiir hinreichend grosses n wegen (2), (5) und (6)

an—s:,(l—ogez) é é__ (A" q:)——(ZJreu) . (10)

Also folgt aus (7), (8), (9) und (10)
| /B — fo (B2 | = (A, /q) G+ (1)

fir fast alle . Die Zahlen £, (p,/q,) = h,/(4, g,) sind rational mit A, eZ. Aus
(11) folgt dass

1111'1 f (pu/q" :f(E.r) .

Fa]ls die Folge {/, (pag)} ist konstant dann ist f(§) eine rationale Zahl,
sonst ist f(£) transzendent.

Folgerung. Falls 5, >0 (#n=0,1,2,...) und & >0 im obigen Satz ist,
dann ist £(€) transzendent.

Beweis. Da & >> 0 ist, kann aus der Folge {p,/gq,} so eine Teilfolge
{Pw/an) ausgewaehlt werden, dass die Glieder von {pn./gm} positiv sind und
sie streng monoton wachsend, dann gilt wegen b,/a, >0

vt (P et/ @ms ) — Jre (Pp Gng) > 0.
Also ist {f,(P,/q,)} nicht konstant, d.h. f(£) ist transzendent.

Drer obige Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 1 in ['] und von Satz 1
in [?] des Authors
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