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EINE WEITERFUHRUNG DER VARIATIONS- UND
FUNKTIONALRECHNUNG

B. DiZIOGLU

Bisher stellte man sich in der Variationsrechnung im wesentlichen
dic Aufgabe, die Extrema von einzelnen Funktionalen an sich, wenn nitig
unter Beachtung gewisser Nebenbedingungen zu ermitteln, nimlich im
cinfachsten Falle die Aufgabe, die Extremwerte ein- oder mehrfacher Integrale
festzustellen, weiter die isoperimetrischen Lagrangeschen und Mayerschen
Probleme. Hier wird ein Schritt weiter gegangen und Funktionen solcher
Funktionale ins Auge gefaft und demgemif Extremwerte von Funktional-
funktionen ermittelt.

Die klassische Variationsrechnung, wie sie jetzt vor uns liegt [**] gestattet
eine naheliegende Weiterfithrung, die nicht nur eine Fiille neuartiger Probleme
der analytischen Behandlung zuginglich macht, sondern auch der gréfleren
Allgemeinheit der Methoden wegen die heute geldufigen in einem neuen Licht
erscheinen 145t. Bisher stellte man sich in der Variationsrechnung im wesentlichen
nur die Aufgabe, die Extrema von einzelnen Funktionalen an sich, wenn nétig
unter Beachtung gewisser Nebenbedingungen zu ermitteln, ndmlich im einfachsten
Falle die Aufgabe, die Extremwerte ein- oder mehrfache Integrale festzustellen,
weiter die isoperimetrischen Lagrangeschen und Mayerschen Probleme. Wir
wollen jetzt einen Schritt weiter gehen, Funktionen solcher Funktionale ins
Auge fassen und demgemiB Extremwerte von Funktionalfunktionen ermitteln.

Zu Beginn untersuchen wir die Funktion @ (J) eines einzigen Funktionals,
das etwa in der Form

Xz

J=[iGeyy)d

X1

als ein Funktional der variierbaren Funktion y{(x) gegeben sein soll; y (x,) = »,
und y (x,) =y, wollen wir der Einfachheit halber fest annehmen, etwa wie wenn
J die Bogenlinge einer variierbaren Kurve und den festen Endpunkten P, und
P, . Hier wie im folgenden wollen wir dabei alle Funktionen als hinreichend oft
differenzierbar, alle Funktionale als hinreichend oft variierbar voraussetzen,
Bekanntlich ist dann die erste Variation von J
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§J = f[_a_i__i{.ﬂ]gy dx
ay dx 3y’

und daher die erste Varation von @ (J)
§@ () =0 (J)SJ:fI)’(J)f [—a—f _4 ﬂ] 8y dx.
ay dx ay

Sind fur J keine willkiirlichen Gebietsbeschrinkungen, etwa auf ein bestimmtes
Intervall vorgeschrieben, so daB wir auf dadurch bedingte Randextreme nicht
zu achten brauchen, so erweist sich fiir das FEintreten eines Extremums als
notwendig, wenn auch nicht als hinreichend, daB & ® (J) verschwinde. Es muB
also entweder ®’ (J) oder & J gleich Null sein,

Wir betrachten zunachst den ersten Fall der sich nach den iiblichen
Methoden erledigen 1iBt. Besitzt die Gleichung @ (J) = 0 eine Losung J = J©
und @ (J) in der Umgebung von J© die Taylorentwicklung

D ()= @ 7] 4 — 00 [16] [ — SO
m!l -

mit ®) [J©] £ 0 und natiirlich m = 2, so erreicht, wenn m gerade ist, ® (J)
in J© ein Minimum, wenn ®} [J©] > 0, ein Maximum, wenn @@ [J©] <0,
aber kein Extremum, wenn s ungerade ist, vorausgesetz -und das ist das, was
hier zu dem aus der Differentialrechnung Wohlbekannten hinzutritt-, daB die
Integralgleichung fiir y (x)

X3

[ 1@y, s = 50 M

XL

wenigstens eine Losung besitzt: Wir wollen dann im folgenden oft kurzsagen,
der Wert J@© sei durch das Funktional J erreichbar, Ubrigens bemerken wir
sofort, daB (1) im allgemeinen ein ganzes Kontinium von Lésungen zuliBt.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, daB & J = 0, y (x) also in bekannter Weise
ein Integral der Eulerschen Differentialgleichung

8f 4 8f _

2
oy dx 3y’ @

ist. Die den vorgeschriebsnen Randbedingungen in P, und P, geniigende
Lasung von (2), die wir 3 (x) nennen wollen, soll auBler dieser notwendigen
auch hinreichenden Bedingungen fiir das FEintreten eines Extremums, etwa
der WeierstraBschen oder Legendreschen, geniigen. Sollte es sich ergeben, daf
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das Extremum nur schwach ist, so' wollen wir die Vergleichsfunktionen
hinsichtlich y”(x), und sollte es nur relativ sein, auBerdem noch hinsichtlich
y(x) selbst so stark einschrinken, daB p@ (x) in dem so eingeengten Bereich
allen Bedingungen fiir das Vorliegen eines absoluten Exiremums geéniigt. Aus
demselben Grunde wollen wir auch die Punkte P, und P, auf der Extremalen
beieinander wéhlen, daB zwischen ihnen nicht nur kein zu P, oder P, gehoriger
konjugierter Punkt liegt, sondern dariiber hinaus das absolute Extremum
gesichert ist (vgl. die Ausfithrungen auf Seite 38). Geniigt y® (x) allen eben
aufgezdhlten Bedingungen, so nimmt das Funktional J fiir %@ (x) einen Grenzwert
J@ an, jenseits dessen keine fiir J erreichbaren Werte mehr liegen. J@ stellt also
keine willkiirliche, sondern eine natiirfiche und auch erreichbare Grenze fiir den
Wertevorrat von J dar, auf der® (J) ein Randextremum aufweist, da wir @ (J)
nicht als konstant annehmen wollen. Wir stellen demnach fest, daB &’ (J) =0
unter Umstdnden innere, § J = 0 hingegen immer Randextreme zur Folge hat,
wobei natiirlich” nicht ausgeschlossen ist, daB " beide Arten von Extremen
gelegentlich zusammenfallen konnen ndmlich wenn gleichzeitig @ (J) = 0
und §J =0 ist. L

‘Trotz der Trivialitit der vorstehenden Ausfihrungen folgendes elnfache
Belsple] I zur Erliuterung :

Es sei f(x,y, )= \/ I 4+ y* und die Aufgabe gestellt, ® (J)=(J—L)* -etwa
im Sinne der Methode der kleinsten Cuadrate- zu einem Minimum zu machen.
L sei h1er1n eine positive, beliebig vorgegebene Konstante. Ist / der geradlinige
Abstand von P, und P, , soist J®® = | und nur das Gebiet J= [ fiir J erreichbar,
Bei der Losung der Extremumsaufgabe sind drei Fille zu unterscheiden.

" 1) Es sei L > [, Wegen ® (L) = 0 besitzt dann @ (J) fiir J = L ein inneres
absolutes Minimum, ndmlich Null, zu dem offenbar ein ganzes Kontinoum
von Funktionen y (x) gehort, die (1) fir f(x, y,¥) = V1 + 2 und J©@ =L
lésen; auBerdem weist aber @ (J) noch das zu § J = 0 und J = J® — [ gehérige
relative Randmaximum (L. — [)* auf, dem eindeutig die Lésung

y(e) —

[y G — %) — 9y (v — %),
Ky X

d. h. die geradhnige Verbindung von P, und P, e.ntspricht.

2) Essei I < [ Dann ist der Wert L fiir das Funktional J nicht erreichbar,
und das innere, durch ®' (J) = 0 gekennzeichnete Minimum filli fort. Jetzt
liefert nur der aus §J =0 folgende Wert J = J® =/ mit dem zugehorigen
@ (x) ein Randextremum, und zwar ein absolutes Minimum (nicht wie unter 1)
ein relatives Maximum, ¥st schlieBlich
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3) L =1, so ist sowohl fiir J= [, ® (J) = 0 als auch § /=0, d. h. beide
Extreme vereinigen sich zu dem zu erwartenden absoluten Minimum an der
Grenze des Variabilititsbereiches von J, nimlich Null, das bei geradliniger
Verbindung von P, und P, erreicht wird.

Bei dem einfachen Sachverhalt ist eine Skizze, in der J als Abszisse und
® (J) als Ordinate eines kartesischen Koordinatensystems, ® (J) also durch eine
die J-Achse im Punkte J = I berithrende Parabel dargestellt wird, wohl nicht
notig, aber doch durch die Anschauung recht instruktiv.

Wir bemerken bei diesen einfachen Uberlegungen eine weitgehende
Ahnlichkeit mit Erscheinungen, die aus der Differentialrechnung wohlbekannt
sind. Handelt es sich nimlich darum, die Extremwerte einer zusammengesetzten
Funktion @ [p (x)] zu besiimmen, so haben wir eine ganz dhnliche Gleichung
@ o (x)] 9" (x) = 0 zu l6sen, die wir, um die Analogie auch formal deutlich
hervortreten zu lassen, in der Form schreiben wollen: d® [o]=® {¢p] d9=0. Die
Extremstellen zerfallen hier ebenfalls in zwei Gruppen, nimlich in die Nullstellen
von @ [¢] und die von ¢"(x) oder d ¢, und diese letzten gehen bei Einfithrung
von ¢ an Stelle von x als unabhingiger Verdnderlicher wie in unserem Falle in
Randextremstellen i{iber, Liegt z, B. die Funktion ® (cos x) einerseits und die
Nullstellen von sinx, also x =smn anderseits. Diese zweite Gruppe von
Extremstellen verwandelt sich wegen — 1 = ¢ = + | bei der unabhingigen
Verinderlichen ¢ in die Randextremstellen ¢ = + 1 mit den frither inneren
Extremen ® (4-1). Wir sehen daraus, daBl es in der Theorie der reellen Funktionen
grundsitzlich nicht mdéglich ist, eine scharfe Trennung zwischen inneren und
Randextremen vorzunehmen, weil diese nur davon abhéngt, welche unabhingige
Verinderliche wir zuofillig zu wihlen belieben. Z. B. gehen bei der Substitution
f(x) =z fiir irgend ein Monotonieintervall von f(x) benachbaric Nullstellen
von f(x) in Randstellen der entsprechenden z = Intervalle iiber, und macht
man diese Substitution fiir jedes Monotonieintervall, so verwandelt man damit
alle Extreme von f(x) in Randextreme der entsprechenden z = Intervalle. Ganz
entsprechend kann man natiirlich umgekehrt auch alle Randextreme durch
geeignete Wahl der unabhingigen Verinderlichen zu inneren Extremen machen.
In unserem Falle § ® — @' (J) & J besteht aber gegeniiber diesen Verhiltnissen
trotz der formalen Analogie ein gewisser Unterschied, da ja J nicht wieder eine
Funktion einer weiteren Variablen x, sondern eben ein Funktional von y (x) ist,
so daB die in dem Vergleichsfalle vorhandene Freiziigigkeit in der Variablenwahl
wegfillt. Man kann daher hier doch mit einer gewissen Berichtigung von einem
reinen “Funktionsextremum” entsprechend der Gleichung @' (J) = 0 und einem
reinen “Funktionalextremum” entsprechend der Gleichung § /=0 reden. Indessen
zeigt sich, daB man beim Ubergang zu Funktionen mehrerer Funktionale diese
strenge Unterscheidung nicht mehr aufrecht erhalten kann, da auch Extreme
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eines gemischten Typus auftreten, die aber teils Funltions- teils Funktional-
extreme sind.

Wir gehen jetzt dazu iiber, Funktionen mehrerer von einander unabhingiger
Funktionale J, [y, (x)1, J, [y, ()] ,--.,J, [y, ()] unter den obzn gemachten Vor-
aussetzungen zu betrachten, beschrinken uns aber zunichst auf den Fall n =2
mit Riicksichi auf die dann mdégliche geometrisch-anschauliche Ausdeutung im
dreidimensionalen Raum. Es liege also cine Funktion ® (J,,J,) der beiden von
¥, (x) bzw. y, (x) abhéngigen Funktionale J, bzw. J, vor. Wir nehmen an, daf}
fiir gewisse den zugehdrigen Eulerschen Differentialgleichungen nebst Rand-
bedingungen geniigende Funktionen p(? (x), y§ (x) die Gropen J, und J,
gegeniiber gewissen Vergleichsfunktionen absolute Minima Jl(g) und J{& aufweisen
sollen. Sollten stattdessen Maxima vorhanden sein, so denken wir sie uns in ein-
fachster Weise durch Vorzeichensinn betr. der Funktionale in Minima tibergefiihrt.
Dann ist also fir J; und J, der Quadrant J = J®,J, = J® der J, J, -
Ebene - die Ecke mit den Koordinaten J{® , J® sei ( - erreichbar. Wir bezeichnen

sein Inneres, das Grundgebiet, mit & (siche Skizze 1).

12

Vo
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3 2

Skizze 1

Uber diesem Gebiet G konstruieren wir, indem wir @ (J, J,) als dritte rechtwinklige
Koordinate auftragen, die die Funktionalfunktion ® (J, J,) darstellende Fliche




14 : - B. DIZIOGLU "~

und bilden sie am besten durch Finzeichnen ihrer kotierien Schichtenlinien
(Isohypsen) auf die J, J, - Ebene ab. Zur Ermitilung der Exiremwerte vorr
@ (J, J,) ist .

so—22 55 4 B‘I"ajﬁo
aJ; aJ, N
Zu setzen, was bel w111kurhchen Variationen 8 J .8, offenbar %:f_ _ 8?
]
]

zur Folge hat. Smd diese beiden Gleichungen durch ein Werisystem Ji, Ji

erfiillt, gehdrt der zugehdrige Bildpunkt P dem Gebiet G an, und ist .ferner die
quadratische Form der Glieder zweiter Ordnung der Tayloreniwicklung von
® (J, J,) in der Umgebung von P definit, so besitzt @ (J, J,) in P ein Extremum.
Die zugehérigen unabhidngigen Funktionen y, (x) und y, (x) miissen natiirlich erst
wieder durch Ldsen der entsprechenden Integralgleichungen vom Typus (1)
gefunden werden. Ein solches Extremum ist ein reines Funktionsextremum.
Fin reines Funktionalextremum haben wir hingegen mé&glicherweise im Punkte
Q, in dem, da dort J, =J#® und JZ:Jég’ ist, sowohl § J, als auch §J,

verschwinden, Ob ein Extremum vorliegt oder nichi, kliren wir am einfachsten
so, daB wir die Isohypse von ® (J, J,) durch Q konstruieren. Verlduft sie wie in
der Skizze 1 in einer gewissen Umgebung von Q ganz auBerhalb von @, was
sich, wenn es nicht aus der Anschauung folgt, im aligemeinen durch Reihenent-
wicklung leicht zeigen 14Bt, so liegt gewild ein Extremum vor; denn die Punkte
der Fliche & (J, J,) senkrecht iiber der zu G gehdrigen Teilumgebung von G
liegen dann entweder similich @iber oder unter dem Flichenpunki senkrecht
fiber Q. Umgekehrt liegt, wie man sofort sieht, kein Funktionalextremum in Q
vor, wenn die Isohypse durch Q von Q ausgchend irgendwie in das Gebiet G
hineinfithrt. Ist ein solches Funktionalextremum vorhanden, so wird es von
den beiden Funktionen 79 (x) und y{ (x) geliefert, welche die aus -§.J; =0

und §J, =0 folgenden Eulerschen Differentialgleichungen mit den vorgesch-
riebenen Randbedin_gtingen befriedigen. Es gibt aber noch eine dritte

Moglichkeit des Verschwindens von & (ﬁ, ndmlich, daBl entweder 9.0 = 0 und

3J,

&§J,= 0 oder A 0 und §J, =0 ist. §J, =0 bedeutet, daBl wir uns aof

2 .
der Geraden J, = J® bewegen, also y, = y{ (x) zu setzen haben, und die dazu

noch zu erfilllende Gleichung KA =0 fir J, = J, O spricht, wie man nun sieht,
1
lediglich die notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung dafiir aus, dal} auf

dieser Geraden beim Fortschreiten lings ihrer ein Extremum, also méglicherweise
ein Randextremum von @ (J, J,) auf der Begrenzung von G auftritt. Regulire
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Punkte vorausgesetzt, beriihrt in einem solchen Punkte die zugehérige Isohypse
den Rand von G. Verliuft sie in einer gewissen Umgebung des Beriihrungspunktes
auflerhalb (innerhalb) von .G, so liegt gewil ein (kein) Extremum vor, und aus
der Kotierung ist. leicht zu ersehen, welcher Art es ist. Entsprechendes gilt fiir
R
_ aJ,
aus Skizze I sofort, dal bei der dort dargestellten Sachlage ein Extremum wohl
im Punkte R, , nicht aber im Punkte R, vorhanden ist, und aus der Kotierung
folgt, daB es sich im Punkte R, um ein Minimum handelt. Damit haben die
gemischten Extreme, die Funktionsfunktionalextreme, ebenfalls ihre anschauliche
Deutung gefunden.

die Gerade J, = J{® im Falle =0 und 8J, =0. So ersehen wir z. B.

Wie sich die Verhiltnisse beim Ubergang zu # von einander unabhingigen
Funktionalen gestalten, liegt jetzt klar auf der Hand. Durch die aus §J,[y,(x)]=0
fiir die unabhingigen Funktionen y,(x) folgenden Eulerschen Differentialgleic-
hungen mit den vorgeschriebenen Randbedingungen werden # Funktionen e (%)

festgelegt, die bei entsprechenden Beschrinkungen hinsichtlich der Vergleichs- -

funktionen fiir die zugehdrigen Funktionale J; die absoluten Minima J@® liefern
sollen, so dafi fiir die Funktionale J, nur die das Grundgebiet G erfillenden
Punkte der (» — 1) = dimensionalen rdumlichen Ecke J, = J&@(k=1,2,...,n)
erreichbar sind. Ihr Eckpunkt sei wieder . Fiir die erste Variation von
&, ..., J,) ergibt sich

H

po= > 204,
3 Jy

k=1
Ihr fiir das Eintreten eines Extremums notwendiges Verschwinden wird erstens

bewirkt durch das Verschwinden simtlicher Ableitungen AL tk=1,2,...,n).
k
Erfolgt dies in einem inneren Punkt P von G und ist die quadratische Form der

Glieder zweiter Ordnung der Taylorentwicklung von @ in der Umgebung von P
definit, so besitzt @ in P ein Extremum, und zwar ein reines Funktionsextremum.
Zweitens besteht im Punkte ¢, wo alle §J,=0 sind, und daher ebenfalls § ®==0
ist, die Moglichkeit des Zustandekommens eines reinen Funktionalextremums. Es
kann aber auch drittens 8 ® dadurch zu Null gemacht werden, dafl man m Glieder
der rechten Seite durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen und die restlichen
#—m Glieder durch Nullsetzen der Variationen der Funktionale zum Verschwinden
bringt. Padurch erhilt man die méglicherweise vorhandenen gemischten Funk-
tionsfunkiionalextreme von ® auf dem Rande von &, zu denen sich das reine
Funktionalextremum in Q begrifflich zugestellt. Es wird so die ganze Begrenzung
von G, bestehend aus dem begrenzenden linearen Mannigfaltigkeiten O-ter,
1,2, ... usw. bis zur (# — 1) ten Dimension einschlieflich - O-ter Dimension

B i LR
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ist der Punkt Q - nach Randextremen abgesucht. Zu hinreichenden Bedingungen
gelangen wir wieder am einfachsten durch Heranziehen der (n — 1) = dimen-
sionalen Isohypsen von @ (J, , J, ,...,J,), der Uberflichen ® =constant. Verlaufen
sie in einer gewissen Umgebung der ermittelten mdéglichen Randextremstellen,
in denen sie - mit Ausnahme des Punktes (- unter Voraussetzung des Vorliegens
nur regulirer Punkte den Rand von G beriihren, ganz auBerhalb von G, so liegen
in den betreffenden Punkten Extreme vor, im entgegengesetzten Falle hingegen
nicht. Wir bemerken, daB unsere UUberlegungen offenbar ganz unabhingig davon

sind, ob die Funktionale J,, J,,.... J, die besondere Form j Sy ) dx mit
festem y (x;) und y (x,) haben. Sie kénnen auch in Parameterform gegeben sein
bei festen oder verinderlichen Grenzen, es kénnen hdéhere Ableitungen im
Integranden auftreten, ferner konnen wie bei den isoperimetrischen und
Lagrangeschen Problemen Nebenbedingungen vorgeschrieben sein; ja selbst
Funktionale, wie sie in den allgemeinen Mayerschen Problemen auftreten, ordnen
sich unseren Uberlegungen unter. Wir brauchen nur zu beachten, daB fiir die
& J, zuldssige, d. h. mit den Nebenbedingungen vertriigliche Variationen in
Rechnung gesetzt werden. Nichts hindert uns ferner anzunehmen, daB die
Funktionaiz J, ,..., J, Gebilde verschiedener Dimension, also etwa mehrfache
Integrale von verschiedener Vielfachheit sind. Immer kommen wir mit den ent-
wickelten Methoden zum Ziel; denn die Funktionale spielen hierbei nur die
Rolle unabhingiger Verinderlichen, und die Zahl der variierbaren Funktionen,
von denen sie abhingen, macht sich erst bemerkbar, wenn als Folgerung aus
den erfiillten Extremumsbedingungen schlieBlich noch die Integralgleichungen
oder die Eulerschen Differentialgleichungen zu lésen sind, Das sind aber
Aufgaben, die mit der besonderen Struktur der Funktion @ (J,,J,,...,J,) nichts
zu tun haben. Daher ist es auch ohne weiteres moglich, neben den Funktionalen
J, s...s J, gewohnliche unabhidngige Verdnderliche z, , z,,..., z, in & zuzulassen,
ohne daB sich etwas Wesentliches dndert. Liegt also eine Funktion @ (21,2505 25
Jy, 4, .., J,) vor, so verlangt das Verschwinden der ersten Variation

Ty
5¢:§ 0P 5 g 0Q 57,=0
k=1 9 % 0
- i=1

8® _ 0 und auBerdem E (A & J, = 0 sehen, wobei das
Zkn a Jl
=1

einfach, daB alle

Annullieren der letzten Summe in der oben beschricbenen Weise zu geschehen
hat. Es kommt also nichts wesentlich Neues hinzu, so daB sich weitere
Ausfithrungen wohl eriibrigen.
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Es wiirde sich eigentlich kaum lohnen, iiber diese recht trivialen Dinge Worte
zn verlieren, wenn nicht bei einigen Anderungen in den Voranssetzungen doch
wesentlich nene Gesichtspunkte auftreten wiirden. DaB bisher alles so einfach
vonstatten ging, liegt darin begriindet, daB alle Funktionale von einander
unabhingig angenommen wurden. Das dndert sich, wenn einzelnen Gruppen von
ihnen dicselben variierbaren Funktionen zugrunde liegen, so daB die Variationen
in den einzelnen Gruppen von einander abhingig werden. Darin greifen gewis-
sermafien die Sphidren der einzelnen Funktionale ineinander iiber, und wir haben
zar Ermittlung der Extreme zuletzt nicht mehr Integralgleichungen und Eulersche
Differentialgleichungen neben einander zu 16sen, sondern Integrodifferential-
gleichungen, die den Charalter beider in sich vereinigen. Wir woilen das sogleich
in dem einfachsten Fall studieren, daB @ ecine Funktion von nur zwel Funlti-
onalen ist, die ihrerscits von einer cinzigen Funktion y (x) abhingen. Daran
konnen wir alles Wesentliche schon sehen. Es sei also wieder bei festen Grenzen
wie oben z. B, ‘

Xz
Jy=_ffv(x,y,y') dx
X1
demnach A (v=1,2)

X3

51v=f(a—f“-—i af")Sy dx

3y de 9y’

XL

und schlieBlich
= aqj 8-]1 “E" a® 8-]2-
dJ; aJ,
Da fiir das Eintreten cines Extremums notwendige Verschwinden von § ® kann
nun zundchst trivialerweise, d.h. wnabhingig von 8J, uwnd &J,, dadurch

5@

eintreten, daB sowohl 9 .(I) == 0 als auch KA = 0 ist. Diese beiden Gleichun-
1 2
gen gestatten, wenn die ihnen geniigenden Wertsysteme J© , J© fiir J; und J,

erreichbar sind, unter den schon im Falle unabhingiger J,,J, erdrterten
Bedingungen die Ermittlung reiner Funktionsextreme, Diese wollen wir als
erledigt beiseite lassen und uns nur noch mit der Frage beschéftigen, wann § @

unter der Voraussetzung verschwindet, daB 9@ und g? nicht zugleich Null
13 2
sind. Ausfiihrlich geschrieben lautet § @
‘ X Xa
sp_ 2@ f(afl _d aﬁ) 5y derﬂf(sz%iﬂg)gy dx,
aJ, ay dx 8y’ aJ, ay dx dy

X1 X3
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wofiir wir auch, da die Zahlen 0 und 00, wenn iber y (x) verfiigt ist,

: 1 9,
Konstante sind,

Xg

o [[L0(2 4 ohy 00 (0% 105,
J s \ay  dx ay aL,\dy dxay
schreiben kénnen. Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung ist
daher § ® dann und nur dann gleich Null, wenn y (x) der Integrodifferential-
gleichung

2% (afn _ 4 1&) A (3??_ _ _‘Lsz_) -0
aJs, \ay dx a8y dhL\ay  dx 3y

gelingt, in der wir uns natiirlich J, und J, durch die Integrale ersetzt zu denken
haben. Bevor wir uns mit Gleichung (3) weiter beschiftigen, wollen wir noch
ihre Form anschreiben, wenn J; und J, in Parameterdarstellung gegeben sind.
Es seien also

3)

fa
5= [ Ry ind ©=1,2
f1

und hierin beide Integranden in X und J positivhomogen von der Dimension 1.
Dann ist bei festen Endpunkten

I

Sjv:j‘%[?ﬂ_._g_,a_ﬁ}l] 8x+{gf£g-f"_8—5]8y§dx (v=12)
dx dr gx 3y di 37y

1
und hiernach
is’
so= [§[A2(LA_A0K) 0005 _dakly,
aJ,\adx drax af,\ax drax
L

+[ﬂ’(ﬂ_ifﬂi})+9E(Lﬂ__4_a_f})]gy€dt,
aJ\oy dray aL\oy dtay

Nach dem Fundamentallemma folgt also aus § @ = O das Besichen der heiden
Integrodifferentialgleichungen

2% @.ﬂ_ia_fﬂ)+a_9(8_ﬂ_ia_ﬂ o
aS;\ax drax aS,\ax ditgx @

dy dtay ankay dt 3y

20(e8_40K) 00108 _ 428

aJ,
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die aber nicht unabhingig von einander sind, denn multipliziert man die erste
Gleichung in (4) mit X, die zweite mit ¥ und addiert, so erhilt man links vom
Gleichheitszeichen identisch Null, wie man am einfachsten sieht, wenn man nach
dem Vorgang von Weierstrali die Funktionen F;’ und T, (v=1,2) gemih

folgenden Definitionsgleichungen einfiihrt

2 2 2
Th_pm, Bl sy, Th_pp
9 X2 dxay ay?
und (V =1, 2)
8% F, a* F, .. .
T\a= M .+(.x-y'_—y'x)ﬁ‘€‘
ax ay a2y dx
Bekanntlich ist dann, wie sich nach Durchfithrung der Differentiationen zeigt,
aF,,__cial'.",:.T“ BFV_E_BI?Z_)&TV o =i,2),
dx dit 3x dy dtay

woraus die Behauptung iiber die Abhingigkeit der beiden Gleichungen in (4)
sofort folgt., Die WeijerstraBische Notierung gestattet iibrigens auch, die Gleic-
hungen (4) in einer einzigen zu vereinigen, ndmlich

a0 3@
el T A} 5
3T, 1+aJ2 A €)

(5) ist (4) oft vorzuzichen,

Wir wenden uns nun der Ldsung von (3) zu, aus der sofort zu ersehen ist,
wie man entsprechend mit (4) oder (5) verfahren hat, so dal wir auf die beiden
letzten Gleichungen nicht mehr zuriickzukommen brauchen. Trigt man in (3)
irgendeine Funktion y(x) ein, gleichgiiitig ob sie (3) 16st oder nicht, so nehmen
o0 d®

und T ganz bestimmte konstante Werte an.
1 2

Daraus sicht man sofort, daB (3) als Sonderfall in der allgemeinen, gewdhnlichen

Differentialgleichung

Cl (_a_,:}:’._ — __E.i,_ maé) |- CZ (__au'iz“ — i _?;f?._) —0 (31)
dy dx dy ay dx oy

enthalten ist, in der C, und C, zwei beliebige, nicht zugleich verschwindende
Konstante bedeuten, Wir exmitieln nun zunichst jenes Integral von (37), das den
Randbedingungen y(x,) = p, , ¥ (x,) = », geniigt. In dicsem werden zwar durch
diese Bedingungen die beiden Integrationskonstanten gerade festgelegt, doch
héingt es unter der Voraussetzung, daB die Faktoren von C, und C, in (3") nicht
zugleich verschwinden koénnen, die Funktionale J, und J, also nicht dieseiben
Extremalen haben, welchen Ausnahmefall wir beiseite lassen woller, noch von
dem willkiirlich gebliebenen Verhdltnis C,: C, =X ab, hat also die Gestalt

J, und J, und damit auch
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y=ypx;x,%,¥,0 0. Mit diesem y bilden wir mm J, und J, und

daraufhin auch 80 und LA , welche Werte sich dann ebenfalls als Funktionen

]
i 2
von X,,X,,¥;,¥y, und A darbieten.
Die notwendige Spezialisierung von (3"} zu (3) erzwingen wir nun in
einfachster Weise, indem wir, wie es sein muf}, mit diesen Funktionen

[l ?\' (3#)

setzen. Das ist eine im allgemeinen transzendente Gleichung fiir die Eigenwerte
A, fiir die die Integrodifferentialgleichung (3) Losungen besitzt, die wir so mit
den Eigenwerten zugleich gewonnen haben. Es ergibt sich das im ersten
Augenblick iiberraschende Resultat, daB die Lésungen von (3) in weitgehendem
MaBe von der Funktion @ unabhiingig sind, da deren Bauart sich erst in der -
die Eigenwerte A festlegenden Gleichung (3) bemerkbar macht. Handelt es sich
also z. B. darum, irgendeine Funktion des Umfangs und des Flicheninhaltes
einer geschlossenen Kurve in nicht trivialer Weise, d. h. unter Ausschaltung des
reinen Funktionsextrema, zum Extremum zu machen, so ergibt sich unter
allen Umstinden ein Kreis. Die zum Extremum zu machende Funktion ist
nur von EinfluB auf dessen Abmessungen.

DaB das so sein mulB, tiberblicken wir am einfachsten, wenn wir nach dem
Grundgebiet G der J, J,-Ebene fragen, das fiir die Funktionale J; und J,
zuginglich ist, Zu seiner Ermittlung denken wir uns die Ebene durch das
Geradenbiischel J,-const. iiberdeckt und fragen uns, welche Strecke auf jeder
Geraden des Biischels dem Gebiet ¢ angehért. Die Antwort darauf gibt uns die
Lasung des isoperimetrischen Problems, J; bei vorgegebenem J, zum Extremum
zu machen; denn die hierbei erhaltenen absoluten Extremwerte, das Maximum
und das Minimum, legen die Endpunkte der gesuchten Strecke fest, deren
Inneres liickenlos durch J,-Werte bei Vorgabe des J,-Wertes erreichbar ist, da
J, mach Voraussetzung ein variierbares Funktional von y(x) ist und sich stetig
dndert. Lassen wir nun wieder das vorgegebene Funktional J, sich dndern, so
tiberdecken alle so erhaltenen Strecken liickenlos das Gebiet G, so daBl dessen
Ermittlung restlos durch Ldsen des eben formulierten isoperimetrischen Problems
geleistet wird. Diese Ldsung finden wir bekanntlich durch Integration der
zugehorigen Eulerschen Differentialgleichung, die sich mit (3) identisch erweist.
Die Gesamtheit aller isoperimetrischen Konstanten A bildet also den Wertvorrat,
aus dem die Eigenwerte von (3) zu entnehmen sind, und die mit ihrer Hilfe
konstruicrten Funktionen i

h=[hGpy)dx =0, 5.0, 050  0=12)

X1
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stellen, wenn wir A als variablen Parameter betrachten, gerade dic Berandung
‘des Grundgebiets G dar. Uber diesem Gebiet denken wir uns wieder ® (J, , J,)
als dritte rechiwinklige Koordinate aufgetragen, d. h. also die Fliche ® (J, , J,)
konstruiert und durch kotierte Isohypsen auf die J, J,-Ebene abgebildet. Reine

Funktionsextrema, die durch A =0 und = ( gekennzeichnet sind, liegen
aJ aJ,
im allgemeinen nur im Inneren von &, kénnen aber natiirlich unter Umstéinden

auch auf den Rand zu liegen kommen. Reine Funktionalextrema, fiir die

e und 00 nicht zugleich Null sind, miisserz aber auf dem Rande licgen, da

97, a7,

o . . d®@ Qo .

fiir jede Extremstelle im Innern von G notwendig —— = ——— = 0 sein muf.
ad, 97,

Allen Punkten des Randes von G entsprechen in der xy-Ebene die Extremalen
des zugehdrigen isoperiinetrischen Problems. Damit ist der Grund fiir das am
Ende des vorigen Abschnitts als iiberraschend bezeichnete Ergebnis klar zutage
gelegt worden, Lings des Randes von G ist nun & eine Funktion von A und
daher fiir das Eintreten eines Randextremums notwendig, daB

d® 8% dJ, |, 9d iflz

— =0
dr aJ, dr | 8J, di

J®

ist, wodurch, da beim Fortschreiten ldngs einer [sohypse dJl—f—-—a—-(P- dl,=0

3 2
ist, zum Ausdruck gebracht wird, dafl regulire Punkte vorausgesetzt, in

einer Randextremstelle die Berandung von & durch die zugehérige Isohypse
beriihrt wird. Die zuletzt angeschrichene Gleichung mufl nun offenbar dieselben
Eigenwerte liefern wic (3%). Also mufl zunichst fiir die Eigenwerte, wie sich durch

Elimination von und ’ ergibt,
1 A
A 345y oder Sy, (3"
d M dn dJ,

sein. Andern wir nunmehr die Funktion @ (J;,J;) in beliebiger Weise ab, so
dndern wir auch die Figenwerte, doch bleibt (3") immer bestehen. Es folgt
daraus, daB Gleichung (3") bei belicbigem A gelten muB, eine interessante
Feststellung, die zu Konirellzwecken mit Nutzen herangezogen werden kann,

Die hinreichenden Bedingungen fiir das Eintreten eines Randextrems sind
hier natiirlich dieselben wie frither : In einer Randextremstelle mufl die zuge-
hérige Isohypse den Rand von G von auBen beriihren, und aus der Kotierung
ist zn ersehen, ob es sich um ein Randmaximuin oder -minimum handelt.
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Nicht unerwiihnt bleibe, dall neben der durch das zugehérige isoperimet-
rische Problem gegebenen Berandung von G weitere Randkurven hinzukommen
konnen, wie etwa die Geraden J, = J% und J, = J® (siche Seite 6). Diese
sind dann gesondert nach Randextremstellen abzusuchen, wie auch auf Extrem-
stellen in den dann entstehenden Ecken der Berandung zu achten ist, in denen
die Differenzierbarkeii der auftretenden Funktionen in Frage gestellt ist. Hat
man so die Verhdltnisse in der J, J,-Ebene genau untersucht, so ist natiirlich
wieder in die xy-Ebene zuriickzugehen und zu fragen, wie sich dort die in der
J, J,-Ebene gewonnenen Erkenntnisse auswirken.

Zur Erlduterung wollen wir nun auf einige Beispicle zu sprechen kommen.
Wir setzen, um nicht durch weitliufige Rechnungen zu ermiden, in Beispiel II
moglichst einfach, x, > x, vorausseizend,

X X3
JI:fy’zdx » Jy=f ydx
X1 X
mit der Festsetzung y () = »,, ¥ (x.) = ¥, . Zur Abgrenzung von G lsen wir
zundichst das isoperimetrische Problem & (J, - AJ,) = 0. Die zugehérige, mit
(3" identische Eulersche Differentialgleichung launtet '

Das zugehérige, den Randbedingungen geniigende Integral ist
— A A
R e A RN CEEM RGeS
X, — Xy 4 4

Die Extremalen sind also in der xp-Ebene leicht zu kennzeichnende Parabeln,
die sich fiir A > O in der -~ y-Richtung, fiir A <0 in der — p-Richtung &ffnen
und fiir A = 0 in die Gerade P, P, degenerieren. Der jeweilige A-Wert ergibt
sich, da J, = K vorgegeben ist, aus der Gleijchung

X
fy dx = K ecindeutig zu A =

X

24

1
m[?(xz—x;)(yl +Yz)—“K]-

Hieraus wird das oben beschriebene Verhalten der Extremalen im Zusammen-

hang mit dem Vorzeichen von A erkennbar, da ja % (x, — x;) (x;, + ) der

Inhalt des Trapezes ist, das von der Strecke P, P,, der x-Achse und den Geraden
x=x, und x = x, begrenzt wird.

Zunichst kliren wir ganz im Sinne der klassischen Variationsrechnung die
Frage, ob und wann bei dem isoperimetrischen Problem ein Extremum vorliegt,
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2
und welcher Art es ist. Da, wenn y’2 +hy=h(x,p,y") gesetzt wird, z—f'z =2>0
g

ist und demnach die WeierstraBsche Funktion € =(y — 3P = 0, so liegt
gewil) ein starkes Minimum ven J; bei gegebenem J, vor, und zwar ein absolutes,
solange der Extremalenbogen P, P, nicht den zu J, konjugierten Punkt
anschlieft. Es bleibt also nur noch die Frage der konjugierten Punkte zu kliren,
Wir betrachten dazu das Extremalenbiindel durch P, mit der Gleichung

: A
p=pbele ) £

mit ¢ und X als Parameter und berechnen dazu das Integral J, mit variabler
oberer Grenze x, das wir mit z bezeichnen wollen :

z—flyl+c(n~x1)—!—-:—(n—x1)2]dn-—

=, (x——xl)—}——zc—(x—xl)erE(x—xl):‘.

Die Funktionaldeterminante

o
_ e |9 O
CTCWS R [PV
ae BT

1 . . -
hat den Wert A = — e (x — x,)*, verschwindet also nur fiir x = x, . Es existiert

also kein zu P, konjugierter Punkt. Die von P, ausstrahlenden Extremalen liefern
also das absolute starke Minimum ohne Einschrinkung bei beliebigem x, — x, .

Mach der Kldrung der Sachlage in der xy-Ebene gehen wir jetzt zur
J, J,-Ebene iiber. Bei vorgegebenem J, = K erhalien wir den zugehérigen

min,

Mindestwert /3 von J,, indem wir den oben fiir diesen Fall angegebenen
A-Wert in p eintragen und damit J, berechnen, Offenbar ist JI'™ < Jp << A oo,
da J, bei gegebenem K beliebig greBe Werte annehmen kann. Wir denken uns
jetzt diese Rechnung bei verdnderlichem J, = K wiederholt. Die so ermittelten
_ Halbgeraden J, = J{™ des Bischels J, — const. iiberdecken genau das
gesuchte Grundgebict ¢, und der geometrische Ort der Grenzpunkte der
Halbgeraden wird offensichtlich erhalten, indem A aus den beiden fiir J, und J,
erhaltenen Werten eliminiert wird. Mit anderen Worten: J, = J, (L) und
J, = J,(A) ist mit A als Kurvenparameter die Gleichung der Randkurve von G.
Die einfache Rechnung ergibt zunéchst

o L e B T e BT e T L T o T s Ty
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¥+ v ' .
J, = X, — X _—— — X, — X
2 ( 2 J){ 2 24 ( 2 1)

und, da

X3 Xg ke ]

- fyy” dx = yy'

XL XL XL

A
—
2 2

X
= [ e
ist,

Y A2

X)),

J =
' X, — X 48

wobei wir uns sogleich iiberzeugen, daf Gleichung (3") erfiillt ist. Die Grenze
von ( ist, wie wir sehen, cine Parabel, deren Gleichung in parameterfreier
Darstellung
J. — (x; — -":1) nt+rw P — (o, — xl)i J. — (. — y;)z_
z 2 12 ] X, —
lautet. Da J, auf dieser Kurve bei gegebenem J, Minima annimmt, so ist & das
Innere dieser Kurve, Wir bemerken noch, dafi auf dem oberen Ast der Parabel

(J = (xz“'xl)(y|+}"?))
2 2

A = 0, auf dem unteren

(e, ~ x) (v, +32) )
.2

A >0 ist und dementsprechend der obere Ast die Bildpunkte J, , J, enthilt, auf
unter sich Offnender Extremalen in der xp-Ebene zugehdren, wihrend die zu
den Punkien des unteren Astes gohdrenden Extremalen nach oben gedffnet
sind. Dem Scheitel

‘IIZ (yz'—yﬂi, F— (xz_xl)(yl—i_yﬁ

2
Xy Xy 2

(Jz <

TN T

entspricht, da A = 0, die geradlinige Verbindung von P, und P, .

Nachdem so die notwendigen Grundlagen gewonnen sind, kdnnen wir
endlich an die Losung der Aufgabe schreiten, irgendeine Funktion @ (J, , J,) auf
Extremwerte zu untersuchen, Wertsysteme J, , J, mit Bildpunkten innerhalb G,

2 2 2 2
fir die 22 = 9% _ ¢ und auerdem 2% EP (ﬂ) >0 ist,
oJ, aJ, afi dJ3 aJ a8,
liefern die reinen Funkiionsextreme. Die Funktionalextreme hingegen liegen auf
dem Rande von G, und zwar in solchen Punkten, in denen die Grenzparabel
von G von einer Isohypse @ (J, J,) = const. die fiber & konstruierten Fliche
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®(J,,J;) von auben berithrt wird. Handelt es sich z. B. darum, ® {J,, J,) =5
J,

2
zum Extremum zu machen, in welchem Falle die ®-Fliche ein hyperbolisches

Paraboloid ist, so fallen, da ae _ 1 und a(I_) = — L;
3, I, aJ; 72

extreme fort, und fiir die Eigenwerte A der Funktionalextreme ergibt sich
gemiB (3") die quadratische Gleichung -

ist, die Funktions-

PRV e b ST S e Y
(x, ~— x,)° (x, — x)*

Die Diskriminante ist

192
D o= Y {(yz - yi)z -+ 3(}’2 + yi)z]
(x, — x))
und diese ist nur dann gleich Null, wenn y, = y, = 0 ist, sonst aber immer
negativ. Fiir D < 0 hat die Gleichung fiir A zwei reelle, getrennte Wurzeln A,
(n —»)

(x, — x;

und A,, die wegen A, A, = — 48 verschiedenes Vorzeichen haben

und exphzit so lauien

12
(xy — %)

Fiir A, gelte das positive, fiir A, das negative Vorzeichen der Quadratwurzel,
und es sei demnach A, > 0 und A, < 0. Die zugehdrigen Punkte R, und R,
auf der Randparabel von G liegen also auf dem unteren bzw. oberen Ast und
sind also Bildpunkte von Extremalen in der xy-Ebene, die sich nach oben bzw.

unten O6ffnen. Die Isohypsen der Fliache @ (J,, J) ___‘_';L sind die Geraden

2
durch . Aus diesem Biischel berithren, wenn nicht zugleich y, =y, = 0 ist,

zwei Geraden der Randparabel in R, und R,, und zwar ganz auBerhalb von
(¢ verlaufend (siche Skizze 2), so daB in R, und R, bestimmt Extreme vorliegen.
Aus der Kotierung sehen wir, daB @ in R, ein relatives Maximum, in R, ein
relatives Minimum annimmt, die zu absoluten Extremen werden, wenn hinsichtlich
des Maximums in R, nur Wertepaare J, J, zugelassen werden, in denen J, < 0,
hinsichtlich des Minimums, in R, hingegen nur Wertepaare, in denen J, > 0
ist. Im Falle y, — y, = 0 fillt der Scheitel der Randparabel mit ¢ zusammen
und die zusammenriickenden Tangenten OR, und OR, werden zur Scheiteltan-
gente. Dann kann offenbar keine Extremum zustandekommen, ganz abgesehen

1
7\'1.2-: [J’l-l-J’ziz\/—_,;(}’f—l-hyz—!-y%)].

0 .
davon, daB fiir J, = J, =0, @ die sinnlose Form ry annimmt.
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1 e
Jz *O %y
— /G

R,/ *2
+3
+1

<+ Q0
-.m J1
-4
R1 ' -3

0 ..-} =1 -2

Skizze 2

In der xp-Ebene wirkt sich das alles so aus:

Im Falle yf—l— y% > 0 liefert die Parabel

— ks A .
y=n» +|:—y‘z—yl"'71(xz_x1)](x_x1) +Tl(x'"x:)z

X, — X,

fur —L ein relatives Maximum, das zu einem absoluten wird, wenn die Ver-
JZ

gleichskurven der Bedingung

Jzzfydx<0

X1

unterworfen werden; hingegen liefert die Parabel

_ A A
y=y+ {_—yz i M—z(xzﬁx,)] (x — %)+ -2 (x—x P
X, — X, 4 4
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fiir -1 ein relatives Minimum, das zu einem absoluten wird, wenn die Ver-
2
gleichskurven der Beschrinkung

Jzzf}dx >0

X1

unterliegen. Ist y, =y, > 0, so ist 1, =0 und das Minimum wird dann von
der horizontalen Geraden y =y, = y, geliefert; ist hingegen y, =y, < 0, so
verschwindet X,, und die Gerade y =y, = y, liefert jetzt das Maximum. In
beiden Sonderfillen liefert die Gerade das Extremum Null, und es ist dann auch
ohne weiteres einleuchtend, und zwar durchaus elementar, wie diese Exirema
zustande kommen. Ist aber y, =y, =0, so gibt es kein Extremum. Damit ist
die gestellte Aufgabe restlos geldst.

Um zu zeigen, wie man im Falle nicht-geradliniger Isohypsen der ®-Flédche
zweckméBig verfahren kann, betrachten wir noch den Fall als Gegenstiick, daB
o, ) =J,J, zum Extremum gemacht werden soll. Die Fliche @ wird
dann auch wieder durch ein hyperbolisches Paraboloid dargestellt, jedoch mit
anderer Achsenorientierung. Die Isohypsen sind jetzt gleichseitige Hyperbeln
(siche Skizze 3).

e _ J, und A

9/ aJ,
dieser gehdrt & nur an, und zwar als Randpunkt, wenn y, = y, = 0 ist. Dann
verlduft aber ein Zweig der Isohypse O durch @, ndmlich die J,-Achse, in G, so
daB in @ kein Extremum auftritt und daher auch in diesem Fall Funktionsextreme
nicht in Frage kommen, Was die Funktionalextreme betrifft, so finden wir hier
gemiB (3") fir die Eigenwerte A die Gleichung

Jy—AJ,=0
oder nach Eintragen von J; (A) und J, (L)

= J; verschwinden nur im Punkte @ (J, = J, = 0) und

g Nt 0= _
(x, — x;)* (x, — x,)*
Die Diskriminante ist
' D 256, ¥, ,
(x, — x)

woraus zu ersehen ist, da ® = J, J, nur dann Extremwerte aufweisen kann,
wenn y, und y, dasselbe Vorzeichen haben; denn fiir y, y, <0 ist D > 0 und die
Eigenwerte sind komplex. Ist von y, und y, eine Grdfle oder sind auch beide
Null, so fallen die beiden Eigenwerte A, und A, zusammen. Wegen
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+10 «20 +30

-0
1 S| -2 -3 -4
Skizze 3

‘ Y

M, = 160, —)* haben A, und A,, wenn reell, immer gleiches Vorzeichen
(e, = x)*

und sind ‘wegen A+, =8 (Jﬁ% beide positiv, wenn y;, >0 und y, >0,

Xy Xy

hingegen beide negativ, wenn y, << 0 und y, < 0. Im ersten Fall finden wir
also mdégliche Extremstellen auf dem unteren Zweig der Randparabel von G
(siche Skizze 3, Punkt R, und R;), im zweiten Fall aul dem oberen Zweig,
Explizit lauten die Eigenwerte

= SOt E2V ) = ! S Wy EVR? =12,
(o — x? (o — x?

wobei hier wie im folgenden fiir v =1 immer das obere, fiir v =2 das untere

Vorzeichen der Quadratwurzel gelten soll. Diesen Eigenwerten sind nun mit

entsprechend iibereinstimmendem Index die Randpunkte R, und R, zugeordnet,

denen aufgrund der Ausdriicke fiir J, (A) und J, (1) die folgenden Koordinaten

zugehdren : V

¥
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4

S e —————— [y1 +32 = )V nl=
3(x, — x;)
4 YEERVES by
3 —x) | Wy vy T =12
_ e \/ ¥3
Jlew — s ekl + y, 4 — %1 \/
3 3 [y, +, \/yxyz] 3 \/yl + \/y,_
Die beiden durch R, und R, hmdurchgehenden Hyperbeln haben daher die
Glelchungen

4 _
Ty Jy = JE Jge = ;(\/y; +Vr)r.
Um sie zu untersuchen, ob sie in den unmittelbaren Umgebungen von R, und

R, innerhalb oder aufierhalb der Grenzparabel von G verlaufen, setzen wir
Jy = J¥¥ + h, und finden lings der Hyperbeln

%(V”i»“fis/ﬁ)

- AW VIV V) 1 |
1 Jie.v)—f—h., 3(x, — x;) : 3h, (\/TV::I:\/JZ)
-+ =
Co—x)XVriEVy)
_AWREVRDW V) 4 —,
3(x, — xy) (x z_xl)z (ﬁi\/yz) hy+
i2 (\/}’1 + \/J’z )3
+ — — -+ .. o= JH
k- Jﬁ)s \/_ + \/y2 !
Lings der Grenzparabel hingegen ist
Si= .3(x2 5 W EVDOn i\/}D —--—x = WREVR PR
12
+— sz = JFar
(x, — %) '
Daher gilt

JPar — JHyp — 12 h\i‘; [1 . (\/}; :l: \/;;)3
1 1 — 3 — 3 + i
O — x,) HES R

__ 8 VymWatvVe) | 36V, L
(x,—x,) \/yi + \/yg (xz"_xl)s{zl:(y1+yz)+\/y1 Wl



file:///fy~z

30 . B. DiZziOGLU

Hieraus ist zundchst zu ersehen, dal die Isohypsen die Randparabel zu den
Punkten R, und R, tatséichlich beriihren, da die Reihe JP — JH» mit der zwei-

ten Potenz von A, beginnt. Damit die Berithrung von aullen erfolge, mul} in
einer gewissen Umgebung von A, = 0, Jfo — JHP>= 0 sein. Das ist aber, wie aus

dem Faktor von 42 in der letzten Reihe hervorgeht, fiir y; > 0 und y, > 0 der

Fall, wenn das obere Vorzeichen gilt, also fiir &, , aber nicht fiir A, . Wir haben
also dann in dem zum Eigenwert A, gehérigen Randpunkt R, ein Extremum,
nur zum Eigenwert &, gehorigen Randpunkt R, aber nicht (siche Skizze 3, wo
die Randparabel fiir den Fall y, > 0 und y, > 0 cingezeichnet ist und die
Isohypse mit der Kot. 1 die Randparabel im Punkt R,, die Isohypse mit der
Kot, 2 die Parabel im Punkt R, beriihrt, die erste von aullen, die zweite von
innen). In R, hat ® = J, J, , wie aus der Kotierung ersichtlich ist, ¢in relatives
Minimum. Ist y, <0 und y, << 0, so schlieBen wir entsprechend, dal zum
Eigenwert A, kein Extremum gehort, wohl aber zum Eigenwert X, , und zwar
ein relatives Maximum. Das relative Minimum in R, im Falle y, > 0, y, > 0 wird
zu einem absoluten in dem echten, R, als Randpunkt enthaltenden Teilbereich
von G, der durch Ausscheiden des unterhalb der Isohypse durch R, gelegenen
Teiles aus G entsteht, und der lings dieser Isohypse offen ist. Er ist durch die

Ungleichung J, J, = J{&b Ji&D gekennzeichnet, wobei das Gleichheitszeichen nur

im Punkte R, gilt. Entsprechendes ist hinsichtlich des relativen Maximums im
Falle y, << 0, y, <0 zu sagen. Bequemer, wenn auch unschirfer, ist es, die
Teilbereiche von G statt durch die Isohypsen der Extrempunkte durch die Ge-
raden J,-const. durch die Randpunkte R’ abzuschlieBen, in denen die durch

die Extrempunkte gehenden, die Parabel berithrenden Isohypsen diese Kurve
noch einmal treffen. Die vierten Schnitipunkte R, sind fiir alle Isohypsen
dieselben, da Parabel und Tsohypsenbiischel einen unendlich fernen Punkt ge-
meinsam haben, liegen daher im Unendlichen und kommen nicht in Betracht.
Wir bestinmen die Koordinaten der gesuchten Schnittpunkte R} -zu jedem

Wert von A,,, gehdrt ja ein anderer- am besten so, dal wir aus den zuletzt mit
h, als Variabler angeschriebenen Gleichungen von Hyperbeln und Parabel J,
eliminieren. Da die Punkte R, ins Unendliche fallen, so ergeben sich fiir die
Zuwichse A, nur kubische Gleichungen, die iiberdies die Doppelwurzel A, = 0
aufweisen, so daB nur noch lineare Gleichungen zu lésen bleiben. Die einfache
Rechnung ergibt fir R)? die Koordinaten

4 o Vit VY
X" N 2 =L =2
T gy W E Vol =300 (\/ya + V',

(v =1,2).

X

JEN = _1_"?:_.x_L £ 2V ymty)= L;xl“ Wy V)

T T T ey e T TS e e Ty e e T T T e T L, T e T T e 0y i T S T T VoV VT T i v e U i e
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Ist y, = y,, so ist offensichtlich fiir beide Werte von v, J&% = 0, und zwar ist
dies, wenn y, = y, > 0, demnach v =1 ist und die oberen Vorzeichen gelten,
das Minimum aller iiberhaupt mdéglichen Werte J3D, wenn y, = y, <0 und
daher v = 2, bei Beriicksichtigung der unteren Vorzeichen das Maximum aller
Werte von J$*2 . In diesem Falle liegen also die Punkte R, auf der J,-Achse, Die
Randparabel von G beriihrt dann auch die J,-Achse und ihren Scheitel in
R, (v=1) bzw. R, (v =2) und die beriihrende Isohypse durch diese Punkte mit
der Kot. Null zerfillt in das Geradenpaar J, J, = 0. Es fragt sich noch, was
geschieht, wenn die Diskriminante der quadratischen, die Eigenwerte X, , festle-
genden Gleichung verschwindet, was fiir y, = 0,3, # 0, fiir p, = 0, , = 0 und
auch fiir y, = y, =0 eintritt. Im Falle y, = y, = 0 lautet die Gleichung der

— ) :

Randparabel J2 = -(—xz—l—zi— J,, und die Punkte R, und R, fallen beide in @

zusammen, wo dann, wie wir schon sahen, auch e = e =0 wird, aber
all 8‘]2

trotzdem kein Exlremum eintritt. Dieser Fall ist schon frither erledigt worden.
Ist nur eine der beiden Koordinaten y,,y, gleich Null, so kommt in der
Differenz JPor — J¥# auch die Potenz A2 in der Reihe in Fortfall, so daB mit
C, 0, JPar — JHwe — C, B2 ... wird. Je nach dem Vorzeichen von 4, ist diese
Differenz- in der Umgebung des Berithrungspunktes also positiv oder negativ,
die berithrende in diesem Fall sogar oskulierende Hyperbel wechselt also vom
AuBeren in das Innere der Parabel. Die kubische Gleichung fiir 4, hat ja auch
in diesem Falle die dreifache Wurzel 4, =0 und R{" riickt demnach in Skizze 3
nach R, , woraus das Hiniiberwechseln der Hyperbel vom AuBeren in das
Innere der Parabel auch anschlaulich klar wird. Es folgt daraus das merkwiir-
dige und gewiB nicht vorauszusehende FErgebnis, dal auch. kein Extremum
eintreten kann, sobald nur eine der Koordinaten y, y, Null ist. Damit ist die
Diskussion in der J, J,-Ebene beendet. Zur xy-Ebene iibergehend, stellen wir
abschlieffend fest :

Ist y, = 0 und y, > 0, so liefert die Parabel
' — A A
y=y+ [u — by — xl)] > —x)+ L —x)
X, — X 4 4
fiir ® = J, J, ein relatives Minimum, das in ein absolutes iibergeht, wenn die
Vergleichskurven der Bedingung

S by > W = VP =50l 2 =23 0V nm)

unterworfen werden, oder einfacher, aber im allgemeinen etwas einschrinkender
als nétig,
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J, —fydx> 2B W =V =2 4y, = 2V,

Ist y, <0 und y,<< 0, so liefert die Parabel

—y A
o [T B e 4 By

X T X

fiir @ = J, J, ein relatives Maximum, das in ein absolutes fibergeht, wenn die
Yergleichskurven der Bedingung

4 . .. 4 —
J, Jz<?(\/yi +\/y2)’=?(yi+y2+2y1yz\/y1yz)

unterworfen werden oder einfacher, aber im allgemeinen etwas einschrinkender
als nétig,

BT VRP =B TR0 2

Andere Extreme kommen nicht zustande also fiberhaupt keine, wenn y, und y,
verschiedenes Vorzeichen haben oder auch nur eine dieser GréBen Null ist. Fiir
W=,>01ist A, ==0, fiir y, =y, <0 ist L, = 0. In beiden Fillen degene-
rieren die Parabeln in Gerade parallel zur x == Achse, und das Zustandekommen
der Extreme durch Erreichen der Werte Null kann dann auch ohne Rechnung
durch einfache Uberlegung eingesehen werden, Ubrigens fallen dann auch die
beiden Bedingungen, fiir das Zustandekommen der absoluten Extreme, die genaue
und die vereinfachte unschirfen zusammen. Sie lauten einfach im Falle des
X2
Minimums (y,=y,>0) : J,= f ydx < 0, im Falle des Maximums oy =y,<0):

X1
XAy

J,= f ydx < 0. Damit ist wohl bei dem behandelten Beispiel alles mit

X1

wiinschenswerter Griindlichkeit aufgeklirt.

Leider sind die Rechnungen bei nur wenig verwickelteren Problemen ung-
leich uniibersichtlicher. Es wird daher nicht {iberfliissig sein, wenn wir noch ein
weiteres Beispiel II einfachster Art betrachten, bei dem wir ohne umstdndliche
Rechnungen auskommen, und bei dem doch noch der eine oder andere neue Ge-
sichtspunkt in Erscheinung tritt. Bei diesem Beispiel stellen wir uns die Aufgabe,
einc geschlossene, stetig differenzierbare Kurve so zu bestimmen, dalB ihr
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Umfang J, eine vorgegebene positive. MaBzahl C; und ihr Inhalt J, eine andere
gegebene positive MaBzahl C, im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate
mdéglichst gut approximicren scllen, so daB also :
@ (J1 » J2) = (-’r: - C1)2+ (Jz - C_z)_z

ein Minimum werde. Hier wahlen wir fiir J, und J, die Parameterdarstellung
und bemerken, daB in § J, und 8 J, die bei der bekannten partiellen Integration
aus dem Integralzeichen heraustretenden Glieder wegen der Geschlossenheit der
Kurven genau so verschwinden wie beim Vorliegen fester Endpunkte sich nicht
schlieBender Kurvenbégen. Umfang und Inhalt nehmen wir immer als positiv
an, indem wir, ohne die Allgemeinheit dadurch einzuschrinken, nur im positiven
Sinne durchlaufene Kurven, zur Konkurrenz zulassen. Es ist dann also

J = [\/x2+y2dt J—-—f(xy—yx)dt

und hiernach in unseren Formeln

- .. rh . anm - . l 0 -
F(x, 0, % )=\ + 72, By (o0 &) =— &3 —y9).

Wegen
3
Fl=x4+7) 2 uwd F=0
ist
2 2 R R
R R S T Y R e .
dxd»  ayox (A2 4 22
und
2 2
=L Oy wy s E =1
dxay day a
Die Integrodifferentialgleichung (5), die wir jetzt heranziehen, nimmt also, da
B s —cyud 22 2@, — ) ist, die Gestalt
aJ, 8J2

an. Ihre Losung ist in der leferentlalg}elchung

X y X
(xz yZ)S/Z

+

enthalten, deren Integralkurven die oe? im positiven Sinne durchlaufenen Kreise

der Ebene mit dem Radius — -;1\‘—— sind. Es ist hiernach bekanntlich
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2R T
J;(l)=—T, Jz(?h):F,

und wir bestitigen sogleich wieder, daB Gleichung (3") erfiillt ist; denn es ist

in der Tat 4dy = — A . Fiir die Eigenwerte A erhalten wir gemilB (3")

2

2
-a= o (Free)

oder
oM)=CAM¥+Q2r—-—C)r*4+n=0,

also diesmal eine kubische Gleichung. Da math. Voraussetzung C, > 0 ist, so
ist @ (— ee) = — oe , wihrend o (0) = > 0 ist; @ (L) = 0 hat also eine oder
drei negative Wurzeln, Die Annahme dreier negativer Wurzeln mufl indessen
fallen gelassen werden, da wegen des Fehlens der ersten Potenz von A, o (X) die
Summe der reziproken Werte der Wurzeln Null sein muB, was nicht mdéglich ist,
wenn drei reelle Wurzeln gleichen Vorzeichens vorhanden sind. Da fiir uns
sowieso nur negative Werte von A in Frage kommen, so folgt, daB @ Q) =0
nur einen einzigen brauchbaren Eigenwert A liefert. Nun zur Frage nach dem
Grundgebiet G!- Es ist wegen der natiirlichen Annahme J,=20 und J,20
von vornherein auf den ersten Quadranten der J, J, -Ebene beschrinkt, dhnlich
wie in Beispiel II nur die Halbebene J;, = 0 fiir das dortige Grundgebiet in
Frage kam. Wihrend aber in Beispiel IT diese Beschrankung auf das dortige Grund-
gebiet ohne EinfluB war, ist das jetzt bei Beispiel III wesentlich anders, Hier
ist G wegen der bekannten isoperimetrischen Eigenschaft des Vollkreises gemil

den Gleichungen J, = — %?Tn » Jp = % , die zusammen die Pirametergleichung

der Grenzkurve darstellen, nach oben durch die Parabel J, = 4L J? abgesch-
R

lossen, deren Zweig J, = 0 zusammen mit der Halbgeraden J, = 0 der
Jy-Achse den nach dem Unendlichen hin offenen Bereich G begrenzt (siche
Skizze 4). Der Bereich G hat in @ offenbar eine Spiize, auf die besonders zu
achten ist. Die iiber G konstruierte Fliche ® = (J, — C))* + (J, — C,)? ist ein
die J; J, -Ebene mit dem Scheitel im Punkte P (C, , C,) beriihrendes Drehpara-
boloid, wobei nach Voraussetzung der Punkt P mit den Koordinaten C, und
C, wegen C;, > 0 und C, > 0 dem ganzen lings der Berandung offenen ersten
Quadranten der J; J, -Ebene zum Variabilitdtsbereich hat. Die Isohypsen der
Fliche ¢ sind konzentrische Kreise um P. Sie treffen in solchen Punkten berith-
rend auf die Berandung von G, in denen die Normalen auf dem Rand durch P
gehen. Die Normalen der Grenzparabel sind die Tangenten an deren Evolute,
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Skizze 4

und da diese eine Kurve dritter Klasse ist, so gibt es durch P immer drei Nor-
malen. Aus diesem Grunde ist auch die Eigenwertgleichung bei diesem Problem
vom: dritten Grade. Liegt P im ersten Quadranten oberhalb der Parabelevolute
{(siche Skizze 4, Lage P;;), so gibt es drei reelle Parabelnormalen durch P, riickt
P auf die Evolute, so fallen zwei von ihnen zusammen und werden schlieBlich
komplex, wenn P die Evolute iiberschreitet (siche Skizze 4, Lage ;). In allen
drei Féllen ist und bleibt aber entsprechend dem immer vorhandenen negativen
und einfachen Eigenwert die Normale von P zu dem G begrenzenden Parabel-
zweig reell. Wir betrachten nun, zu dzn Extremen von @ iibergehend, den Punkt
P zundchst in der Lage P; innerhalb G. Die die Randkurven beriihrenden
Isohypsen berithren diese von innen. Funktional- und iiberhaupt Randextreme
im gewdhnlichen Sinne sind daher nicht vorhanden, dagegen liegt im Punkte
P (C,, C;) das reine, absolute Funktionsminimum Null vor, das von dem ganzen
Kontinuum von geschlossenen und stetig differenzierbaren Kurven geliefert
wird, die den Umfang C, und den Inhalt C, haben. Uberschreitet P die Grenz-
parabel und geht in eine Lage P;; gemdB Skizze 4 iiber, so fillt das Funktions-
minimum fort. Dafiir verliuft aber jetzt die den Grenzparabelzweig beriihrende
Isohypse ganz auBerhalb G, so daB das absolute Funktionsminimum durch das
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absolute Funktionalminimum abgelést wird. Liegt P auf der Parabel, so fallen
beide, das Funktions- und das Funktionalminimum, zusammen. In keinem Falle
kommt, wie man vielleicht aufgrund des Verhaliens von @ ldngs d=s Randes vor
G vermuten kénnte, auf der J,-Achse ein relatives Minimum zustande, da die
beriihrenden Isohypsen in der Umgebung der Berithrungspunkte immer innerhalb
G verlaufen; wohl aber weist @ in @, der Spitze von: G, immer ein relatives
Maximum auf, das von den. Nullkreisen geliefert wird; denn wo auch immer
P in reinem Variabilitidtsbereich hinwandern mége, immer verlaufen die Kreise
um P durch @ in einer gewissen Umgebung von ¢ auBerhalb G. Es ist nicht
miifig, noch auf folgendes hinzuweisen. Riickt P aus dem Innern von G auf
den Rand, so verringert sich der Spiclraum, der den das simultane System von
Integralgleichungen J, = C, und J, = C, lésenden und das Funktionsminimum
liefernden Funktionen ‘verbleibt immer mehr, in dem die zugehérigen, noch
weitgehend willkiirlichen Kurven gezwungen werden, sich mehr und mehr der
kreisférmigen Gestalt zo ndhern, die der Grenzlage von P auf dem Rande ent-
spricht, Es existiert also auch hier funktionalanalytisch ein Limes, dem mit
stindig wachsender Giite der Anndherung zugestrebt wird, so dad alles mit dem
Funktionsminimum zusammenhingende gewissermalen stetig in das Entsprech-
ende beim Funktionalminimum ibergefithrt wird,

Als AbschluB der Beispiele zu diesem Problemlyp noch emige Worle zur
Frage der Gleichgewichtsfigur eines schweren, an zwei Punkien aufgehingten
Kette vor gegebener Linge!- In der klassischen Variationsrechnung pflegt man
das Problem so zu behandeln, dall man einfach das isoperimetrische Problem

) x . )
16st, bei festen Grenzen J, = f y \/l + );i dx zu einem Minimum zu machen,

X1

. Xg .
wenn J, = f \/ 1+ y;i dx gegeben ist. Bekanntlich ergibt sich ein absolutes
X1 .
Minimum ldngs der Extremalen, der Kettenlinien in ihrer ganzen Ausdehnung,
konjugierte Punkte treten nicht anf, In unserer Methode gestalten sich die zur
Lésung fithrenden Uberlegungen etwas umstindlicher, sind dafiir aber begrifflich
sauberer, Es handelt sich ja genau genommen nicht darum, das statische Moment

. . J, . .
J; , sondern die Schwerpunktsordinate —- zu einem Extremum zu machen. Hierzu
2
haben wir ebenfalls das erwidhnie isoperimeirische Problem zu 18sen; aber zu

einem ganz anderen Zweck, nimlich zur Abgrenzung des Grundgebietes G. Uber

diesem ist dann als Fliche @ (J, J,) x%, das entsprechende hyperbolische
2 -
Paraboloid, zu konstruieren und das iiber G befindliche Flichenstiick nach
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Extremstellen abzusuchen. Es zeigt sich nun, wie wir ohne Rechnung mitteilen,
dafi ohne weitere zusdtzliche Annahmen weder Funktions- noch Funktionalextreme
vorhanden sind. Setzen wir aber J, = const, wie es ja dem Fall entspricht, dafi
die Linge der Kette vorgeschrieben ist, so wird aus der Fliche eine geradiinige

Erzeugende mit von Null verschiedener Steigung gegen die J, J,-Ebene
herausgeschnitten, und auf dieser Erzeugenden gibt es ein absolutes Maximum
und ein absolutes Minimum, ndmlich an den beiden Stellen, an denen die Pro-
jektion der Erzeugenden in die J; J,-Ebene die Berandung von G iiberschneidet.
Diesen Punkten entsprechen zwei Kettenlinien, die eine ergibt das Minimum von

S und stellt die Gleichgewichtsfigur der schweren Kette dar; die andere,
] :
das Maximum ergebende, wird als Gleichgewichtsfigur erhalten, wenn man die

Richtung der Schwerkraft umkzhrt. Beide Kettenlinien sind zentrisch-symmetrisch
in bezug auf den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke der Aufhdngepunkte. Dafl
unsere Methode durch ihre begriffiiche Sauberkeit der bisher {blichen iiberlegen
ist, zeigt sich vor allem darin, daf} wir nun in der Lage sind, die Frage nach der

Gleichgewichtsfigur der Kette auch in dem viel allgemeinerem Falle zu beantwor-
ten, daf} zwischen J; und J, irgendeine Beziehung vorgeschrieben ist, etwa in
der Form ¢ (J,,J,) = 0. Durch diese Gleichung wird auf dem iiber G licgendem

Teil des_hypérbolischep Paraboloides ® = 5 eine Flichenkurve  erklirt, auf

A .
der diz Punkte extremalen Abstandes des von der J, J, == Ebene festzustellen
sind. Gibt es solche Punkte mit Projektionen innerhalb G, so liefern sie
Funktionsextreme, zu denen die interessanten Funktionalextreme an den Stellen
treten, an ‘denen die Kurve ¢ (J,,J,) =0 dic Berandung von & schneidet.

Welcher Art diese Extreme sind, ist meist geomstrisch leicht zu entscheiden. So
wie hier koénnen natiirlich auch in allen Fillen zusétzliche Nebenbedingungen
beriicksichtigt werden. Damit wollen wir die Erérterung von Beispielen zu dieser
Klasse von Problemen abschlieflien. Wir haben dabei absichtlich soiche ausge-
wihlt, bei denen keine Schwierigkeiten durch das Aufireten konjugierter Punkie
lings der Extremalen entstehen konnten. Man kann diesen Schwierigkeiten, wie
wir es zur Sicherheit bei der Formulierung der Voraussetzungen getan haben,
zwar aus dem Wege gehen, in dem man nicht nur y sondern auch x gewissen
Beschrinkungen unterwirft, doch nicht ganz, und zwar aus folgendem Grundet.

Grundlegend fiir unsere Betrachtungen ist bei jedem Probiem das Grundgebiet G,
dessen Berandung, wenn alle hinreichenden Bedingungen der klassischen Vari-
ationsrechnung fiir das Austreten eines absoluten Extremums erfiillt sind nach
den dort entwickelten Methoden ermittelt werden kann. Was geschicht nun etwa
mit dieser Berandung, wenn auf den Extremalen der zu einem Ausgangspunkt
konjugierte iiberschritten wird?
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Wir beantworten sie, indem wir zunichst wieder fragen, ob denn iiberhaupt
etwa durch das Auftreten konjugierter Punkte das Eintreten eines Extremum in
Frage gestellt ist. Das ist keineswegs der Fall, denn das Auftreten dieser Punkte
zeigt ja nur an, daB die durch Integration der Eulerschen Differentialgleichungen
gewonnenen Extremalen das gesuchte Extremum unter diesen Umstidnden nicht
licfern, daB also, mit anderen Worten, nur eine gewisse spezielle Methode,
30 gut brauchbar sie in anderen Fillen auch sein mag, in diesem Falle versagt.
Und so verhdlt es sich nicht nur mit den konjugierten Punkten sondern mit
vielem, was die klassische Variationsrechnung lehrt, Die Dinge liegen hier ganz
dhnlich wie bei folgendem Sachverhalt, Maxima und Minima reeller Funktionen
bestimmt man unter gewissen, meist erfiillten Vorausseizungen sehr einfach und
befriedigend nach den Methoden der Differentialrechnung. Ist es aber erlaubt,
deswegen an der Existenz des Maximums und Minimums einer in einem abges-
chlossenen Bereich stetigen, aber nirgends differenzierbaren Funktion zu zweifeln,
nur weil uns dic Methode der Differentialrechnung bei der Ermittlung der
Extremstellen im Stich lassen? - GewiB3 nicht!-Man hat in diesem Falle nur die
Methode zu wechseln und sich etwa der urwiichsigeren und wirksameren Methode
der Gebietsschachtelungen zu bedienen. Ahnlich liegen die Dinge bei den von uns
aufgerollten Fragen in der Variationsrechnung. Wegen der Grundsitzlichkeit
und Wichtigkeit sci es uns gestattet, an ITand eines einfachen, drastischen
Beispiels etwas eingehender dazn Stellung zu nehmen. Wir betrachten einen
Kreis - den Grundkreis K-mit einer Evolvente, der wir uns, um nicht fortgesetzt
mit Unklarheiten wegen auftretender Vieldeutigkeiten kémpfen zu miissen, mit
dem ersten Schnittpunukt der von der Spitze S ausgehenden Zweige abgeschlossen
denken, so daB3 eine herzférmige Kurve entsteht (sieche Skizze 5). Die Aufgabe,
die kiirzeste Entfernung eines Punktes @ im Innern der Evolvente von dieser zu
bestimmen, filhrt im Sinne der klassischen Variationsrechnung zur Betrachtung
des transversal~in diesem Falle orthogonal - von der Evolvente ausgehenden Ex-
treminalenfeldes. Die Extremalen sind Tangenten an den Grundkreis K, deren
Bertthrungspunkte Pr zu dem Ausgangspunkten P auf der Evolvente kunjugiert
sind. Wir sehen, dal durch die Punkte im Innern von K keine Extremalen des
Feldes geben, Folgt daraus, daB diese Punkte R keine kiirzeste Entfernung von
der Evolvente haben? - Keineswegs! - Die kiirzeste Entfernung ist dann einfach
RS, die geradlinige Verbindung von R mit der Spitze S der Evolvente, Nur ist
fiir dieses zweifellos vorhandene Extremum kein Raum in der Feldtheorie der
klassischen Variationsrechnung. Es ist noch ctwas mehr dazu zu sagen, was im
engsten Zusammenhang steht mit Uberlegungen, die schon G. Darboux bei den
geoddtischen Linien aufi krummen Flichen anstallte. Bewegt sich ein Punkt O,
von P angchend, ins Innere der Evolvente, so liefert zunichst QP das absolute
Minimum der Entfernung; denn ein Kreis um @ durch P trifft die Evolvente zu




EINE WEITERFUHRUNG DER VARIATIONS- UND FUNKTIONALRECHNUNG 39

Skizze 5

keinem weiteren Punkt als P. Entfernt sich aber O von P soweit, dal dieser
Kreis im Punkte S an der Evolvente aufst§Bit-es trete das fir Q= P, ein-, so
lost das Minimum auf, absolut zu sein; denn bei noch weiterer Entfernung
von @ iiber P, hinaus schneidet der Kreis um @ durch die Evolvente in einem
Punkt zwischen P und §, und die Enifernung QP ist daher nur noch ein relatives
Minimum, das schlieflich aber auch ein Ende findet, wenn @ im Punkte P, die
Peripherie des Grundkreises K erreicht. Alle Punkie P, die Schnittpunkte von
PR, mijt den Mittellaten auf PS bei variablem P, erfiillen eine Kurve /, die den
Grundkreis K einschliefit. Punkte ¢ aullerhalb von / haben den kiirzesten Ab-
stand QP, Punkte ¢ innerhalb / den kiirzesten Abstand (S von der Evolvente,
und dieser Abstand ist verniinftigerweise eine stetige Funktion des Ortes von O,
auch beim Uberschreiten von 1. Folgt man hingegen den Pfaden der klassischen
Variationsrechnung, so ergibt sich beim Uberschreiten des Grundkreises eine
Unstetigkeit des Abstandes, weil, wie leicht ersichtlich, das zwischen P, und P,
noch vorhandene relative Minimum beim Uberqueren von K unstetig in das
dann eintretende absolute Minimum tibergeht; denn QP strebt ja mit @ — P,
der Linge des Kreisbogens P.S zu, wihrend in P, das absolute Minimum gleich
der geradlinigen Entfernung P,S ist. Wir sehen aus diesem mit Absicht mdglichst

0
b
I
|
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elementar gewiihlten Beispiel, dall die bisher in der klassischen Variationsrech-
nung entwickelten Methoden auch fiir unsere Zwecke dringend der Erginzung
durch die wirksamen direkten Methoden bediirfen. Denn bis der fiir unsere Bet-
ractungen fundamentalen Abgrenzung des Grundgebietes ¢ fiir eines unserer

Probleme kommt es nur auf absolute Extremwerte an, und hat man erst einmal G
gefunden, so kann man die Extremwerte der gegebenen Funktionalfunktion, wenn
es sein mubB, innerhalb G-auch P durch Gebietsschachtelungen ausfindig machen,
und das alles ohne Riicksicht darauf, ob hierbe: Variations- oder Differential-
rechnung versagen oder nicht. Das in aller Deutlichkeit zu zeigen, was der Zweck
dieser Abschweifung, die leider zur Klirung der Sachlage ndtig war. Um nichts
unaufgeklirt zu lassen, bemerken wir iibrigens, daB das Versagen der allgemeinen
Methoden der Variationsrechnung in unserem Beispiel in der Tat, wie s ja auch
kaum anders sein kann, auf eine Stérung in der Differenzierbarkeit einer
gewissen Funktion zuriickzufiihren ist. Betrachten wir néimlich, der sogenannten

Differentiationsmethode im Fall variabler Endpunkte folgend, die geradlinige
Entfernung QP =/ als Funktion der etwa von § in der einen Richtung positiv,
in der entgegengesetzten Richtung ncgativ gewdhlten Bogenlinge SP auf der
Evolvente -die Gesamtlinge des herzférmigen Kurventeils in Skizze 5 sei 20- so
zeigt sich Folgendes: Liegt @ innerhalb des Grundkreises X, so gibt es in dem

von § durchlaufenen Intervall — o = s = 4 o keine Stelle in der die Funktion
I(s) eine verschwindende Ableitung hat, Die in kartesischen Koordinaten
darstellende Kurve steigt, von der Stelle s = 0 ausgehend, nach beiden Seiten
monoton an und hat an der Stelle s = 0, an der sie ihr Minimum, die gerade
Strecke @8, erreicht, eine FEcke, ist dort also nicht differenzierbar. Daher
versagt hier die landliufige Methode der Differentialrechnung, diese Stelle durch

Nullsetzen von [’ (5} zu ermitteln, und das ist auch der Grund fiir das Versagen
der klassischen Variationsrechonung, Liegt ¢ zwischen K und I, so erhilt zwar
I' (s) eine Nullstclle im Intervall — o = s = | o, dort ist das zugehdrige relative
Minimum immer noch gréfer als das absolute in der Ecke der Kurve fiir s =0.
Erst wenn @ auBerhalb I liegt, liefert die Nullstelle vor ['(s) das absolute
Minimum. In der Ecke fiir s = 0 haben wir nur melr ein relatives Minimum,

dies aber auch nur so lange @ links vor der Tangente ST an K und I im
Punkt § liegt (siche Skizze 5). Uberschreitet @ diese Gerade, so geht das
relative Eckenminimum sogar in ein relatives Eckenmaximum iiber. Liegt Q
auf ST, so weist die Kurve /' {s) fiir s =0 einen Wendepunkt mit stetig sich
dndernder Tangente aber unstetiger Kriimmung auf. So ist bei Aufgaben dieser
Art ganz wie in der Differentialrechnung auf Stellen Riicksicht zu nehmen, zu

denen keine Differenzierbarkeit vorliegt. Aber auch die in der Theorie der reellen
Funktionen mit zu beriicksichtigenden Randextreme haben in der Variations-
rechnung ein gewisses Analogon, wenn wir etwa Feldbeschrinkungen eintreten
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lassen. Ein einfaches Beispicl: Bei der Aufgabé, die kiirzeste Entfernung eines
Punktes von einer geraden Strecke AB zu finden, ergibt sich ein begrenztes
Feld paralleler Geraden als Extremalen, die Bahnkurven der Punkte von 4B
bei Parallelverschiebung dieser Strecke senkrecht zu ihrer Richtung. Liegt ein
Punkt @ innerhalb dieses Feldes und ist P der FuBpunkt des von ¢ auf AB
gefillten Lotes, so ist QP die gesuchte kiirzeste Entfernung. Liegt aber O
auBerhalb des Feldes, so ergibt sich als Lésung die kleinen der beiden Strecken
QA oder QB. Ubrigens 1iBt sich in diesem Falle wie iiberhaupt bei dhnlichen
Aufgaben die klassische Weierstrallsche Feldtheorie dadurch aufrecht erhalten,
dal man das Normalenfeld von AB beiderseits abschlieBt und ergdnzt durch die
sich daran anschlieBenden Hilften der von 4 und B ausstrahlenden Extrema-
lenfelder. Die Transversalen des Gesamtfeldes setzen sich dann aus geraden
Strecken von der Linge 4B und aus Halbkreisen zusammen (siche Skizze 6).

e

Skizze 6

Das ist auch in bester (bereinstimmung mit Ideen, die S. Lie in seiner Geometrie
der Berithrungstransformationen entwickelt hat. Hiernach ergeben sich die
Transversalen des Fcldes als Wellenkurvensystem nach dem Huygensschen Prinzip,
wenn als Elementarwellenkurve die Carathéodorysche Indikatrix des Variations-
problems (in unserem Falle ein Kreis) zugrunde gelegt wird. Die Extremalen
sind hierbei die Kurven im Sinne der geometrischen Optik die Strahlen, die
das Feldtransversalensystem iiberall transversal durchsctzen. Offenbar kann man
diese Ausweitung des Feldbegriffes ganz allgemein vornehmen, wenn die Aus-
gangskurve nicht nur belicbig begrenzt, sondern irgendwic aus beliebigen Teilen
zusammengesetzt, ganz allgemein also nicht analytisch ist. Sollte sic gleichwohl
iberall stetig gekriimmt sein, so ergibt sich Gibrigens aufgrund eines bekanntes
Satzes von Bliss, daB dann auch in dem zusammengesstzten Feld die konjugierten
Punkte eine stetige Kurve erfiillen. Wenden wir die eben dargelegte Methode

T T T T e S e R



42 _ : B pizioGLu

auf-das eingehend behandelte Beispiel der Kreisevolvente an, so erhalten wir
im Innern der herzférmigen Kurve ein zusammengesetztes Extremalenfeld, das
mit seinen Transversalen in Skizze 7 dargestellt ist. Die Kurve ! und ansie
anschliefend ein Segment & der Evolvententangente in § bilden hierzu Grenz-

Skizze 7

kurven, die Kurven gleichen Abstandes, in denen die Teilfelder, aus denen das
Ganze zusammengesetzt ist, zusammenstoBen. Durch das Aufhéren der Teilfelder
in diesen Grenzkurven werden Vieldeutigkeiten vermieden und liickenloser
AnschluBl gewdhrleistet, Die gestrichelt gezeichneten Transversalen setzen sich
aus Kreisbégen um § und EvolventenbSgen zusammen, sie sind einfach die
Parallelkurven des herzformigen Kurventeils der Ausgangsevolvente im Sinne
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der geometrischen Optik das von dieser Kurve abgestrahlte Wellensystem. Thre
Kuckpunkte liegen auf L und 0, den Kurven, auf denen zwei Extremalenabstinde
gleich sind, und mit wachsendem Extremalenabstand stehen die Transversalen
dem Schnittpunkt vori L und 0, gewissermaBen dem Mittelpunkt der ganzen

Kontigeration zu, in dem sogar drei Extremalenabstinde gleich werden. Die
Extremalen des zusammengesetzten Feldes, bestehend aus dem Normalsystem
der Ausgangsevolvente und dem Strahlenbiischel durch S, sind in Skizze 7
voll gezeichnet. Es besteht vohl kein Zweifel, daB bei Zugrundelegung dieses
vervollstindigten zusammengesetzten Feldes, das Extremum 8, wenn Q innerhalb
des Grundkreises K der Ausgangsevolvente liegt nicht itbersehen werden kann,
so daB das anfinglich bemingelte Versagen der Variationsrechnung damit
behoben ist. Dies ist natiirlich nur ein Beispicl fiir viele ‘andere. In &hnlichen

Fillen 148t sich selbstverstindlich auch bei ganz allgemeinen Carathéodoryscher
Indikatrizen fiir solche Felder die klassische Feldtheorie entwickeln, d. h, es lassen
sich mittels der Hamiltonschen Prinzipalfunktion, des Beltrami = Hilbertschen
invarianten Integrals, des WeierstraBschen Feldintegrals schlieBlich auch des
Brunnschen Pikonats in der geometrischen Optik -letzten Endes lduft ja das alte
auf dasselbe hinaus - hinreichende Bedingungen fiir das Auftreten eines absoluten
Extremums auvfstellen. Interessant ist, dall die fiir solche Felder weniger wichtigen
konjugierten Punkte hierbei gar nicht in Erscheinung treten (vgl. den Hinweis
auf Secite 19). Mdgen die vorstehenden Ausfithrungen als Beispiel dafiir dienen,
wie die hier vorgeschlagene Weiterfithrung der Variationsrechnung riickwirkend
die Kldrung von Fragen in den grundlagenden Theorien dieses Kalkiils erheischt
und so auch in dieser Richtung befruchtend wirkt! '

Wir kehren nun wieder zu unserer Aufgabe zvriick, ® (J;,J,) bei von-
einander abhingigen Funkticnalen J,, J, zu einem Extremum zu machen, wobei
wir der Einfachheit halber zunéchst feste Endpunkte der zv variierenden Kurve
vorausgesetzt haben oder was damit gleichwertig ist, ihre Geschlossenheit.
Liegen andere Randbedingungen vor, sind etwa die Endpunkte der zu variierenden
Kurve auf festen Kurven beweglich oder gar vollkommen frei, so sind in 8 J,
und &J, die bei der iblichen partiellen Integration aus dem Integralzeichen
heraustretenden Glieder nicht von vornherein zu unterdriicken, sondern in § @
mit zu beriicksichtigen, jedoch auf Grund von in der Variationsrechnung
geldufigen Schlitssen so, daB die integralfreien Glieder in 8@ fiir sich zom

Verschwinden gebracht werden. Fiir die Extremalen ergibt sich dann dieselbe
Imtegrodifferentialgleichung wie bei dem Problem mit festen Endpunkten, nur
sind jetzt in der Zwischenldsung mit noch nicht durch die Eigenwertgleichung
spezialisiertem A die Integrationskonstanten avf anderer Grundlage zu bestimmen,
z.B. bis auf festen Kurven beweglichen Endpunkten auf Grund der Verallge-
meinerung der Transversalitdtsberechnung die durch Nullsetzen der integralfreien
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Glieder in 3@ erhalten wird. Die {Jberlegungen, die von dieser Zwischenldsung
zu der die Figenwerte bestimmenden Gleichung fiihren, laufen dann in denselben
Bahnen wie frither, so daB wir wohl auf weitere Aunsfiihrungen dariiber verzichten
kénnen, Auch ist nach. dem bisher Gesagten klar, wie sich z. B. die Ldsungs-
methode dndert, wenn @ eine Funktion dreier Funktionale J,,J,,J, ist, die
ihrerseits von einer einzigen variierbaren Funktion p(x) abhingen. Setzen wir
dann 3P 8<D=R ad._ 9D

- a9Jd, 9J; o J, i gy
der Integrodlfferentia]gleichung, die sich fiir y(x) ergibt, unter Beriicksichtigung
der Randbedigungen eine noch von A und p abhingige Zwischenl§sung, mit der
die . Definitionsgleichungen fiir A und p in die diese Eigenwerte festlegenden
Gleichungen ilibergehen. Dieselbe Gleichung 8J, 4+ A8J, -+ udJ, =0, die zn
der Integrodifferentialgleichung fiir y (x) fithrt, gehsrt als Euler = Lagrangesche
Differentialgleichung zn dem isoperimetrischen Problem, .J, zu einem Extremum
zn machen, wenn J, und J, vorgegeben sind, nur sind jetzt A und p isoperi-
metrische Konstante, die den gesamten Wertvorrat fiir die Eigenwerte bei allen
erdenklichen Funktionen & darstellen, Mit der die Randbedingungen befriedi-
genden Zwischenldsung der Integrodifferentialgleichung fiir p(x) ergeben sich
J,,J, und J, als Funktionen von A und p. Fassen wir hierin A und p als’
Gaulische Flachenparameter auf, so wird dadurch im J, J,J, = Raum, wie aus
dem isoperimetrischen Problem folgt, gerade die Berandung des ‘Grundgebietes
G festgelegt, das den Funktionalen J, ,J,,J, zuginglich ist. Hiernach lassen
sich  die noch erforderlichen Uberlegungen ganz dhnlich gestalten wie in dem
ausfithrlich erdrierten Falle. Und so geht das weiter. Natiirlich wachsen die zu
bewdltigenden rechnerischen Schwierigkeiten mit der Zahl der in @ auftretenden
Funktionale stark an, znmmal wenn diese nicht mehr simtlich von einer einzigen
Funktion y(x) abhiingen, sondern in Gruppen zerfallen, wobei zwar fiir jede
Gruppe die unabhingige, zu variierende Funktion dieselbe, diese jedoch von
Gruppe zu Gruppe verschieden ist. SchlieBlich kodnnen auch die Funktionale
Jys Jysee in @ etwa Integrale verschiedener Vielfachheit oder auch wie bei den
isoperimetrischen, Lagrangeschen und Mayerschen Problemen an gewisse Neben-
bedingungen gebunden oder auch ans Losungen von Differentialgleichungen
sein. Auch kann es vorkommen, daB sie nicht explizit in ® auftreten, sondern
7. B. als Parameter einen Integral, von dessen Wert @ abhingt. Durch all dies
wird die Funktion der die Ldsung vermittelnden Integrodifferentialgleichung
nicht beeinflufit, wohl aber die Bestimmung der Figenwerte mit weiteren, vielleicht
sogar nur schwer zu iiberwindenden Schwierigkeiten belastet. Wir wollen damit
diese sonst ins Uferlose gehende Aufzdihlung beschlieen und nur noch
bemerken, daBl auch Funktionales J, die bisher in der klassischen Variationsrech-
nung nicht betrachtet wurden bei allen bisher behandelte Problemen als
unabhiingige Verinderliche mit herangelassen werden konnen. Wir begniigen

= 1; so erhalten wir fiir die Lésung
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uns mit der Besprechung zweier wichtiger Typen, einem Funktional in Gestalt
eines bestimmien Integrals, das von einer variierbaren Funktion y(x) und
aullerdem von verfligbaren Parametern abhingt und einer Verallgemeinerung
dieses Typs bei der die Parameter durch Funktionale ersetzt sind.

Liegt ein Funktional
X%
J=ff(x,y,y’ ;) dx
X1

- der Einfachheit halber bei festen Grenzen-vor, bei dem der Integrand auler
von x, ¥,y noch von einem verinderlichen Parameter ¢ abhingt, so ist die
erste Variation von J '

Sf:j‘/'—aiﬂii{-)ﬁydx—}—ﬁcfﬁj—ldx.
: \ay ’

Aus der Unabhingigkeit voen 8y und 8¢ schliefien wir, daB fiir das Verschwin-
den von 8J notwendigerweise

X1

Bf 4 3 _ o und flfdxzo
ay dx 3y’ dc

XL

sein muB. Die erste Gleichung liegt zusammen mit den Randbediigungen der
Extremalen in der Form y=y(x,.x,,x,,¥,,¥,: ¢) fest bis auf den Wert ¢, der
aus der zweiten Gleichung zu ermitteln ist; nachdem in dieser die genannte
Losung y-die Zwischenldsung, wie wir sagen wollen - eingetragen wurde. Es liegt
hier also wieder ein ganz charakteristisches Eigenwertproblem vor, das, obwohl
es eigentlich der einfachste Typ dieser Art ist, bisher nicht beachtet wurde. Das
Vordringen von der eben aufgestellten notwendigen Bzdingung zu hinreichenden
Bedingungen kann ganz dhnlich erfolgen, wie in den Fillen, in denen sich
fiir die Losung eine Integrodifferentialgleichung ergab., Nachdem wir ndmlich
eingesehen haben, daB die Lésung unbedingt als Sonderfall in der angegebenen
Zwischenlésung enthalien sein muB, kénnen wir diese in das zum Exiremum zu
machende Integral eintragen, womit dieses dann als Funktion von ¢ erscheint.
Diese Funktion J(¢) untersuchen wir nur nach den Mcthoden der Differential-
rechnung, bilden also J' (¢) =0 und entnehmen dann aus der Taylorentwicklung
vont J(¢) in der Umgebung jeder Nullstellen von J'(c), ob sie ein Extremum
liefert oder nicht, und welcher Art es ist. Mit der Zwischenlésung y ergibt sich

Xz

gy 8c Ay dc

. X1
und hieraus, da .
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' _ 98 9y _ 8 8y (ay)’
dc dc ox dx dc oc

ist, durch partielle Integration

7 () = fafd+af6y —|—f(3—f—i~§f—)aydx.
ay’ de oy dx 9y /] 0c

X1 X

Nun ist aber, da die Zwischenldsung so aufgebaut ist, daB fiir alle Werte von
¢, ¥(x)} =y und y(x,) =y, - beide fest-sind,

[ﬂ} _ [.5?3,1} o0,
i [ P ¢ {xox,

so daB das integralfreie Glied wegfillt. Ebenso verschwindet das zweite Integral
rechter Hand, da die Zw1schenlosung die Fulersche Differentialgleichung
befriedigt. Wir finden daher, wie zu erwarten war,

m_/m

d. h. die Nullstellen von J'(¢) sind mit den Eigenwerten identisch. Nach dem
Vorstehenden ist demnach

d"Je)  d! f Bf

de" den' J ac

x

dx ,

wobei im Gegensatz zu der Operation ai , bei der auf die Abhingigkeit der
¢

Zwiséhenlﬁsung ¥y von ¢ kcinc Riicksicht zu nehmen ist, dies aber bei der
n—1

p; ~~~41~~ wohl zu geschehen hat. Damit haben wir jetzt alles Erfor-

e

derliche in der Hand, die Extreme von J{(¢) zu ermitteln, doch sind dies leider
nur die Extreme bei festgelegtem y und variablem ¢, Was wir brauchen, sind
aber die Extreme, wenn sowohl y als auch ¢ verdnderlich sind, Da ist noch
eine kleine Schwierigkeit zu tiberwinden. Nehmen wir etwa an, fiir alle Werte
¢ in einer gewissen Umgebung eines Eigenwertes ¢, habe J als Funktional von
y(x} bei festgehaltenem ¢ ein absolutes Minimum, Weist dann auch J(¢) fiir
¢ = ¢, ein Minimum auf, s0 sind wir sicher, daB dann J fiir ¢ = ¢, und jene
Zwischenldsung, in der ¢ durch ¢, ersetzt ist, ein Minimum wird, und zwar
bei verinderlichem y und c. Weist hingegen J(¢) fir ¢ = ¢, ein Maximum auf,
so besitzt J fir ¢ =¢, kecin Extremum, sondern wenn man die gewohnte
Ausdrucksweise auf diesen Fall iibertragen darf, einen Sattelwert, Mit anderen

Operation
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Worten : Damit J ein Extremum als Funktional von y und Funktion von ¢
werde, miissen die Extremumsarten - Maximum oder Minimum - von J bei festem
¢ als Funktional von y und, nach Einfithrung der Zwischenlésung y, bei so
festgelegtem y ‘als Funktion ¢ iibereinstimmen. Wir bringen sogleich in enger
Anlehnung an Beispiel [T ein moglichst einfaches Beispiel IV. Es hege die Aufgabe
vor, wenn / eine gegebene Linge, x, > x,, y(x) =y, und y(x,) =y, ist,

J::/(y'2 + 20+ AP dx

zu einem Extremum zu machen, und zwar durch passende Wahl der Funktion
y{x) und des Parameters ¢, der die Dlmensmn einer reziproken Lédnge besitzt.
Es ist in diesem Falle

%BJ=f(c—wy')ﬁydx+86f(y+clz)dx:()

zu setzen, woraus y* = ¢ und hieraus unter Beriicksichtigung der Randbedin-
gungen die Zwischenlsung

P, — ¢ ¢ )
y=r [T ‘(xz—xl)](x— ) - — )
X, — X 2 2
folgt (siche Seite 22) Sie liefert bei festem, beliebigem ¢ .ein absolutes starkes
Minimum fiir J, wie sich aus der WeierstraBschen E-Funktion ergibt, und zwar
fir Jeden Wert von x, — x,. Konjugierte Punkte treten nicht auf. Mit dieser
Zwischenldsung y ist
Xp ‘ Xg
J' () = ./-ai(y’:l + 2ey + czlz)dx=2f(y + e ¥ dx.
e 7

. );1

Nach Seite 24 ist

b ]

SRS 6T o o S
fydx = {x, x,)[ 5 0 (x2 xl)-]

X1
Hieraus folgt N

J’(c)=(xz_"1)§(y1 +y2)+2c[12“ix£:;2ﬁ]§,

so daB also J'(c) =0

6y, + )

o= 1 I ==

(x, —x,F — 1212

zur Folge hat. Da
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" _ 2 G —x)
J (c) 2%, — x,) [1 o ]

ist, so zeigt sich, dalk J(¢) nur dann als Funktion von ¢ ebenfalls ein Minimum
aufweist, wenn

v, — x, < 203
ist, da ja dann J"{c) > O sein muB Ist diese Ungleichung erflillt, so ergibt
sich fiir y =y, -+ [y2 AR S (x, — xl)} (x — x,) + o (x x,)* und e=¢,
_ X, — Xy 2 '

fir J als Funktional von y urd als Funktion von c¢ ein sogar absolutes und
starkes Minimum. Ist hingegen x, — x, > 21\/37, S0 existiert kein Extremum,
da ein Sattelwert vorliegt. Mit x, — x, = 2/\/3 riickt ¢,, wenn y, 4y, % 0
ist, ins Unendliche, und es-kann demnach fiir x, — x, = 21 \/5 kein Extremum
vorhanden sein; in diesem Falle wird ja auch J'(¢) = (x, — x) (0, + ) + 0,
dh J (c) ist eine monotone Funktion konstanter und von Null verschiedener
Steigung. Wird aber neben X, — 'm 27/3 noch dazu Yi+¥ =0, so w1rd A
ganz beliebig; dann ist ndmlich J’ (c) =0, J(¢) also von ¢ ginzlich unabhanglg
In der Tat ist der Wert von J(c) in diesem Falle, da nach Seite 22

“xa

- 2 2
| f =TI Ly
- X, .

—x, 12
1
ist
T
J () = D2 20)
Xy — X

und das gift' also fiir alle Zwischenlésungen bei belieBigem ¢. Daher liefert in
diesem Ausnahmefalle das ganze durch die Zwischenl6sung dargestellte Para-
belbiischel ein eigentliches, absciutes Minimum, Trotz der groBen Einfachheit
der Aufgabe nicht vorherzusehende Ergebnisse!

Der Ubergang zu mehreren Parametern macht nun gar keine Schw1er1gke1ten
bei festen Grenzen :

J:ff(x,yay’; CI,CZ,...,Cn)dx-,

so ergibt sich fir ein Extremum als. notwendige Bedingung

8= (ﬂ A af)ﬁydmeBij——dwa
ay dx ay’

x =%
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of d df

woraus fiir y die EFulersche Differentialgleichung —— — —— p
8y dx dy

=0 und fur

die Eigenwerte der Parameter die Gleichungen

Xz

f"f de=0  (k=1,2,.,n)

oac,,

folgen, Mit der Zwischenldésung y, die das die Randbedingungen befriedigende
Integral der Eulerschen Differentialgleichung ist, bilden wir das Integral J, das
dann als Funktion von ¢, ,¢,,...,c, erscheint. Ganz entsprechend wie beim

Vorliegen nur eines Parameters folgen die verkiirzten Gleichungen

aJ =faf B (k—1,2,m),

ack 3Ck

Nt
woraus zu schlieBen ist, daB die Eigenwertgleichungen mit
aJ

afk

—0 (k=1,2,.,7)

identisch sind. Die héheren Ableitungen von J nach dem ¢, die wir zur
Kldrung der Frage brauchen, ob wirklich Extremwerte vorliegen, sind dann
natiitlich aus den zuletzt angeschriebenen, verkiirzten Gleichungen so zu
bilden, daB bei weiteren Differentiationen auch auf die Abhédngigkeit der
Zwischenlésung von den ¢, Riicksicht zu nehmen ist. Hat J nach Eintragen der
Zwischenlsung als Funktion von ¢, , ¢, ,..., ¢, ein Extremum von gleicher Art wie
das absolute von J bei festen ¢,,c,,...,c, als Funktional von y(x), dann hat
auch J ein entsprechendes Extremum als Funktional von y und gleichzeitig als
Funktion von ¢ ,¢,,..., ¢, , in allen andern Féllen aber nicht.

Ein Sonderfall, der besonderes Interesse darbietet, soll nicht unerwihnt
bleiben, da er gewissermalen eine verschdrfte Variante des isoperimetrischen
Problems darstellt. Treten die Parameter in J nur linear auf, ist also J von der
besonderen Form

J == [g(x, »¥)+ Z Cr i (%, y,y')} dx,
X1 k=1
so ist die Zwischenlésung dieselbe wie die Losung des isoperimetrischen
X3
Problems f 3 (x, y, ¥} dx zueinem Extremum zu machen, wenn die Werte der

Xy

Integrale jhk {(x,y,¥Ydx (k =1,2,...,n) vorgeschrieben sind. Da die Figen-
XL .
wertgleichungen in diesem Falle
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;g

flk(x, P de =0 (k=1,2,.,n)

X1
lauten, so ist die Losung unseres Problems der variablen Parameter, wenn sie
iiberhaupt verstanden ist, iibereinstimmend mit der des isoperimetrischen Prob-
lems in dem Falle, daB die vorgeschrizbenen Integrale den Wert Null haben.
Trotzdem ist unser Problem nicht identisch mit dem isoperimetrischen, denn es
verlangt etwas anderes und zwar etwas mehr als dieses. Bei dem isoperimetrischen
Problem sind die ¢, die isoperimetrischen Konstanten, diz durch die Gegebenheiten
des Problems festgelegt und keiner Wandlung fahig sind, bei unserem Problem
hingegen verfiigbar bleibende Parameter, die als Variable maBgeblich an dem
Zustandekommen des Extremums beteiligt sind. Daher verlangen auch die
hinreichenden Bedingungen bei unserem Problem wesentlich mehr als bei den
isoperimetrischen, wie es ja auch schlicht gesagt ist, daB die Losung des isoperi~
metrischen Problems trotz vélliger Ubereinstimmung auch das unsere 15st. L
braucht ja z. B. nur zu einem Eigenwertsystem ¢®, @, ¢® .., ¢!®, J als Funktion

VOon ¢, & ,..., ¢, bei festem y (ZwischenlGsung) kein Extremum aufzuweisen,
nun hat wohl das isoperimetrische Problem eine -Lésung, unser Problem der
variablen Parameter aber nicht. '

Wir gehen nun dazu iiber, den allgemeineren Fall zu betrachten, daB die
Parameter ebenfalls Funktionale sind, wollen uns aber hierbei auf ein einziges
Funktional als Parameter beschrinken, da wir hieran sofort sehen werden, wie
wir den Anschlull an schon eingehend Erdrtertes gewinnen.

Es liege also folgendes Problem vor, bei festen Grenzen

X3

Jl = jf1(x>y=y’ ;Jz)dx

X1

durch passende Wahl von y(x) zu einem Extremum zu machen, wenn mit
demselben y

X

N EACERST:

XE

ist, Die erste Variation von J, hat folgende Form

57, — f
X1 X1

9y dx oy aJ, ay dx 9y

2 X3

(a—ﬂ—iﬁﬁ«)z‘,ydwrwzf 0N gy
dy dx 9y A

Xy
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Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung erfordert daher das
Verschwinden von 8J; bei beliebigem 8y das Bestehen der Integrodifferential-

gleichung
( ofi _ d Ef;_) vy (sz _.2 _?ifiz_) —0, )
ay dx ay' ay dx 8y’
in der
A= f B gy ©)
aJ,

gesetzt ist, und in der wir uns iiberall J, durcb das entsprechende Integral ersetzt
zu denken haben. Da, wenn iiber y irgendwie verfiigt ist, J, und A Konstante
sind, so sehen wir, daB (6) als Sonderfall in der Eulersehen Differentialgleichung
(6") enthalten ist, die wir aus (6) gewinnen, indem wir J, und A irgend zwei ganz
beliebige konstante Werte erteilen. Wir denken uns nun (67) integriert und unter
Heranziechung der Randbedingungen dhnlich wie frither die Zwischenldsung y
hergestellt, die (6" 16st und fir die y(x,) =y, y(x,) =y, ist, und zwar
unabhingig von J, und A. Sie hidngt natiirlich noch von diesen beiden GroBen
ab, besitzt aber die Struktur y =y (x;x,,x,, ¥, ¥, ;5. A). Tragen wir sie in die
Gleichung J, = f J. (x, v, ) dx ein, so k6nnen wir hieraus J, unter Beachtung
X1
der Tatsache, daB diese GréBe auch als Parameter unter dem Integralzeichen,
pnimlich implizit in p, auftritt, als Funktion von A berechnen. Durch diese
Funktion ersetzen wir nun noch J, in (6'), womit (6) in die Bestimmungsgleichung
fir die Eigenwerte A iibergeht, fiir die unsere Aufgabe mdaglicherweise eine
Lasung besitzt. Mehr kann aus (6) nicht gefolgert werden, leider zu wenig, um
von einer befriedigenden Lésung des Problems sprechen zu kénnen. Glilkcklic-
herweise weist aber die Struktur der Funktionalgleichung (6) darauf hin, wie
wir dhnlich wie frither auch in diesem Fall zu hinreichenden Bedingungen fiir
das Eintreten eines Extremums gelangen kdnnen. Wir fragen dazu wieder am
einfachsten nach dem Gebiet der J, J,-Ebene, das den beiden Funktionalen J
und J, zuginglich ist, und denken es uns durch Segmente der Geraden J,-const.
iiberdeckt. Die Endpunkte dieser Segmente sind gegeben durch die absoluten
Extremwerte von J, bei vorgegebenem J,. Sie sind also zu ermitteln durch Lasen
eines isoperimetrischen Problems, das insofern eine Variante des gewéhnlich so
genannten Problems ist, als in unserem Falle das zum Extremum zu machende
Integral noch das konstant zu haltende als Parameter enthidlt, was aber keine
Schwierigkeiten mit sich bringt, da ja eben das zweite Integral als konstanter
Parameter in das erste eingeht, und das Auftreten von Konstanten in diesem
ist ja wohl nicht nur nicht verboten, sondern sogar unvermeidlich. Beim Problem
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der Kettenlinie erscheint ja auch die vorgegebene Linge [ der Kette im
Nenner des zum Extremum zu machenden Integrals, der Schwerpunktsordinate

X3 ' ’—d
nzfy\/lerz—li;

ohne dall daran Ansto} genommen werden kann. Aucb dort hat man es mit
einem isoperimetrischen Problem der hier bei uns auftretenden Art zu tun. Es
bestehen nach alledem keine Bedenken, die bekannten Methoden auch in unserem
Falle anzuwenden. Da zeigt sich nun, dafl die Eulersche Differentialgleichung
des Problems, J, bei festem J, zum Extremum zo machen, gerade wieder mit
(6") identisch ist, so daB also wieder die Gesamtheit der isoperimetrischen
Konstanten L den Wertevorrat fiir die Eigenwerte bildet. Berechnen wir nun,
wie es oben geschehen ist, mit Hilfe der Zwischenlésung y J, als Funktion von
A und hiermit dann ebenfalls noch J; als Funktion von A durch Auswertung

Xy

des Integrals f Gy 5 J) dx, so stellen die Gleichungen J, = J, (A) und
Jy, =J, (), wie schon frilher auseinandergesetzt wurde, gerade die Berandung
des Grundgebietes G dar, das J, und J, zuginglich ist, hat zwar in Parameter-
darstellung mit A als Parameter. J, unter den vorliegenden Gegebenheiten zu
einem Extremum zu machen, heift nun, geometrisch gesprochen, jene Punkte
von ¢ zu ermitteln, die einen extremalen Abstand von der J,-Achse haben. Diese
Punkte kénnen natiirlich keine inneren Punkte von G sein, miissen aber auf dem
Rande liegen. Damit ist aber ihre Ermittlung leicht zu bewdltigen. Wir brauchen
ja nur, da wir im Besitz einer Parameterdarstellung der Randkurve sind, J; (L)
als Funktion von A zum Extremum zu. machen, oder, wenn das zweckmiBiger
sein sollte, J; als Funktion von J, nach Elimination von A. Die in diesem Falle
hinreichenden Bedingungen sind so wohl bekannt und auch von uns an anderer
Stelle (siche Seite 9) schon erwiihnt worden, dafBl wir darauf verzichten kdnnen,
sie im einzelnen auszufithren.

Notwendigerweise muB fiir das Eintreten eines Extremums von J,, d—i‘ =0

dJ . . . .
oder auch —*1 =0 sein. Dal dieser Ansatz zu denselben Ergebnissen fiihrt,
2

wie die Losung der Eigenwertgleichung (6") nach Eintragen der Zwischenldsung
y und von J, als Funktion von A, wollen wir jetzt beweisen, Wir setzen zu

diesem Zweck (Euler zu Ehren) E, = o 4 B_f;, (v =1, 2) und erhalten

oy dx 9y

J,

zundchst fiir
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ﬂg:f[(aﬁﬂJr 3t ay'.)+(8ﬂ 9y | 9% 3Y')dJ2]4x
a J lay av oy ax ay aJ, oy ad,) dn

L

Xa

Xz .
:sz—@ider ‘UZf 99 4
ah ar ] 7o,

X1

Wir haben dabei, wie in der Variationsrechnung iiblich,

W _ oy @ i_a_.n_(ﬁz,_)'

ar  ar ax ax a3k . ar
und

oy 8 8y _ a dy (ay

dJ, aJ, dx dx dJ, aJ

durch partielle Integration in % bzw oy iibergefithrt, wobei dic aus dem

2
Integralzeichen heraustretenden Glieder verschwinden; denn es ist ja, da fiir

die Zwischenlgsung y unabhingig von J, und A, y(x,) ==y, und y(x) =y,

ist, 6y und ay

fiir x = x, und x = x, gleich Null. Demnach ist
2

XNa Xz
1 — f Eg‘ a}f Q’Y] d"IZ_ == f Eg a—y dx .
az, | dn an

X X1

Ganz entsprechend erhalten wir fur

dJ; ___f[(a._flﬂJr 8, ay’)_}m(afl ay | 8% 8y +Lﬁ)ﬂg_]dx
dA dy dr day’ o9A dy aJd, ay' aJ, aJy di

X1

X2

f -~~’-’d+ x[f 8yd+faf‘d]

X1

Die Elimination von % aus diesen Gleichungen ergibt
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X3 Xz Xz

[l—szﬂ—dx] dJ, —fEl-aydx-fE,wdxsz dy dx +
aJ, d A ar ar aJ,
+fE, oy dx.sza_yder
9/, oA
+j Ezwdx.j-afﬁ—dx.
ah aJ,

i Nun ist nach (6" fiir die Zwischenlosung y, E, + A E, = 0, also

fElﬂ dx—n?ufan dxundf 9y dx f ay dx.
aAr A aJ, A

itber in

F o3y ay 37
— | E,E22 4 E,—= dx 2V dx —
[1 f a7, ] j “an * K}’

und nun folgt sofort durch D1V1510n das entsche1dende Ergebnis

dn,_ [af 4,
dJ, aJ,

Xy

Beriicksichtigt man dies, so geht die Gleichung fiir a7y

(67

Aus diesem ist zu ersehen daf in der Tat die Nullstellen von d; lings der
Randkurve von G dieselben Eigenwerte liefern wie die Eigenwertgleif:hung (6.
Dariiber hinaus kann aber auch (6") mit Nutzen zu Kontrollzwecken herangezo-
gen werden bei Uberpriifung der Funktionen J, (A) und J, (A) auf ihre Richtigkeit.
Wir bemerken, dafl (6") die Verallgemeinerung von (3") auf Seite 21 ist. Auch
dort wurde G durch Lsen eines isoperimetrischen Problems ermittelt, nur mit

der Vereinfachung, daB dort f; (x, y, ¥") unabhingig von J, war (was 84 =0
2
zur Folge hat, so daf} in der Tat (3" % = — A lautete). Nachdem wir so (3")
2

aufs Neue bewiesen haben, kdnnen wir die frithere Schlufiweise, die zu (3")
fiihrte, jetzt umkehren. Frither schlossen wir : Da unabhingig von der Funktion
& die Extremstellen, welche die Eigenwertgleichung (3”) einerseits und die

. dd ' . . . L ..
Gleichung ﬂ:() andererseits liefern, ibereinstimmen miissen, so muB
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notwendig fiir jedes A (3") bestehen. Jetzt kdnnen wir schlieBen ; Nachdem mit (6")
zugleich (3") auf direktem Wege bewiesen ist, ergibt sich, wie zu erwarten, dal

die notwendige Bedeutung j—f =0 gerade auf die Eigenwertgleichung (3" fiihrt.

Nach dieser klirenden Riickverweisung stellen wir abschlieBend fest, daB damit
bei beiden Problemen die Grundlagen sowie die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen zur Geniige klargestellt sind, so daB weitere Darlegungen allgemei-
nen Charakters kaum ndtig sind. Wir wollen die Erdrterungen daher mit der
Durchrechnung eines Beispiels V abschlieBen, das wir wieder in einer Anlehnung
an Beispiel 11 moglichst einfach gestalten wollen. Es liege die Aufgabe vor, wenn /
eine gegebene Linge, x, > x, ,y(x) =y, ,¥(x,) =y, und

ist, das Funktional

b= [ =1y dx

X1

. 1 . N "
zu einem Extremum zu machen. Der Faktor —Imz_ in J, ist hinzugefiigt worden,

damit J, dieselbe Dimension im physikali‘schen Sinne erhalte wie der Minuendus
y'in J;, nimlich die einer unbenannten Zahl, wodurch die Rechnung durch
Dimensionsbetrachtungen fortlaufend kontrolliert werden kann. Die Integrodif-
ferentialgleichung (6) lautet in diesem Falle '

oM
Y?

)

wobei gemiB (6"

Xg

M= =2 [ =Ry = 21,0 — %) — (0, — )]
ist. Als Zwischenldsung ergibt sich (vgl. Seite 22)
Vo= ¥ A A 2
=y =, —x)x—x)F—(x—x
y=>nmn L‘z x4 {x, I)J ( 1) 4’ ( 1)

und hieraus (vgl. Seite 22)

xg

L X X [y, A 3
e e R £

x1.

wodurch wir fiir A die Eigenwertgleichung

R
7\.—23 (x; — xp) [yy"f‘}'zg A (xzﬁxl)z]“(yz_yl)g

2 24]?

12
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erhalten, die diesmal sogar linear sind. Als einziger Eigenwert A, ergibt sich

24 lz [(xz - x1)2 4 —; 72 - lz (yz - yl)]K
1275 + (x, — x,)° ’

und fiir diesen liefert die Zwischenlésung y moglicherweise ein Extremum. Daf3
dies tatsiichlich eintritt, zeigen wir, indem wir jetzt zu den hinreichenden Bedin-
gungen iibergehen und hierzu unter Verwendung der Zwischenldsung und der
ermittelten Funktion J, (A) noch

Mo =

Jl(x):./ (y’—.J,)zdx:fy’zdx~2J2(yzﬁyl)—i—Jf(xz—xl)

xp x|

X3
berechnen. Unter Heranziehung des fiir j y? dx auf Seite 22 ermittelten Wertes

X

finden wir .
Y ) 2
Jl (k) — 1 [(_]12 _ y]) _ (xz xl) yl + yZ ] —I"‘

X, = X, 7 2
(x, — %) (e, =3P ¥+,
— & 17 bo— N l

+ 27 O — ) 12 2 +
(xy —x) (xo—x)" 142
R L s I L

+ 48 14 + 12 14 ‘

Wir bilden jetzt zunichst

dJ, {x, — x1)2 F1 +yz:| [ (%, — x|)4
=—12 — - — == A
dJ, [(y 2 ) 12 2 RERETY?

:2% (xz_‘x1)2 [J/1+y2 - A

2 2 242
und stellen fest, daB (6") tatsichlich erfiillt ist, was zur Kontrolle der Rechnung

(x; *x1)2] - (yz_'yl) % —A

dient, aber auch zeigt, dal} die Gleichung :j‘ = 0 zu demselben Eigenwert ),
2
fithrt, den wir schon ermittelt haben. Da

2 T &y, 2
d le _ 5161 L 2144, —x) >0
aI; (p—x)t dA (x, — x))°

ist, so liefert die Zwischenldsung y fiir A =, ein Minimum. Das wird besonders
anschaulich klar, wenn wir dazu {ibergehen, das Grundgebiet & in der J, J,-Ebeue
zu ermitteln, das den Funktionalen J, und J, zuginglich ist. Seine Randkurve
ist die durch J, =J, (&) und J,=J,(1) in Parameterdarstellung gegebene
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Parabel, die ecbenso verlduft wie die Randkurven der Grundgebiete, in den
Skizzen 2 und 3 auf Seite 26 und 28. Hier wie dort ist auch G das Innere dieser
Kurve, da, wie die hinreichenden Bedingungen der Variationsrechnungen lehren,
J, bei festem J, ein absolutes starkes Minimum hat bei beliebigem ., — x, . Eine
nochmalige zeichnerische Darstellung eriibrigt sich wohl durch den Hinweis auf
Skizze 2 und 3. Man sieht jetzt deutlich, daB der Kleinstwert von J, im Scheitel
der Parabel erreicht wird, dem der Parameterwert A = A, zugeordnet ist. Dieses
Extremum ist das einzig mdogliche, wie ja auch bei diesem Problem die
Eigenwertgleichung linear ist. Das Minimum von J, ist offenbar fiir alle
X, — x; >> 0 absolut ohne jede Einschrdnkung hinsichtlich der Vergleichsfunk-
tionen y{x) und obendrein stark.
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OZET

Varyasyon hesaplarinda genel olarak fonksiyonellerin ekstremumiart
bazi ek sarlar ilavesiyle tayin edilir, Bu ek gartlar en basit hallerinde tek veya
¢ok katli integraller ve Mayer veya Lagrange izoperimetiik problemleri olabi-
lirler.

Bu yazda bir adim daha ileri gidilerek, fonksiyonellerin fonksiyon-
lart tecriye ithal edilerek fonksiyonel fonksiyonlarmn ekstremum degerleri
hesaplannustir,

Bu genellestirme fonksivonel analizde mithim oldugu gibi, teorik me-
kanik (Hamilton Prensibi} esaslarmin teorik fizikteki tatbilkat sahasint genel-
lestirme yollarini gBstermektedir,
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