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UBER EINE KLASSE VON VERALLGEMEINERTEN LUCKENREIHEN,
DEREN WERTE FUR ALGEBRAISCHE ARGUMENTE
TRANSZENDENT, ABER KEINE U-ZAHLEN SIND I

- Meinem verehrten Lehrer Orhan §. ICEN zum siebzigsten Geburtstag -
B.M, ZEREN

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um einige verallgemeinerte
Litckenreihen mit rationalen Koeffizienten. Es wird gezeigt, dass eine solche
Liickenreihe fitr von Null verschiedene algebraische Argumente Unter gewissen
Bedingungen itber die Koeffizienten und das Argument transzendente Werte
annimmt, deren Platz in der Mahler’schen Klasseneinteilung durch Benutzung
eines Satzes von A, Baker prizisiert wird,

1. EINLEITUNG

In einer fritheren Arbeit (Siche [¢]) hatte ich 1985 unter Anwendung des
Roth-LeVeque'schen Satzes u.a. gezeigt, dass einige schnell konvergente Potenz-
reihen mit rationalen KoefTizienten -unter gewissen Bedingungen iiber diese
Koeffizienten- fiir von Null verschiedene algebraische Argumente von nicht zu
hohem Grad transzendente Werte annchmen,

M. H. Oryan hat (1988) (Siehe [*]) diesen Satz auf einfache Liickenreihen
verallgemeinert und gleichzeitig vertieft, indem er unter Anwendung eines
Baker’schen Satzes (Siehe [!])} gezeigt hat, dass von ihm betrachtete Reihen fiir
algebraische Argumente von nicht zu hohem Grad transzendente Werte anneh-
men, welche keine U-Zahlen sind.

In der vorliegenden Arbeit stelle ich unter Anwendung desselben Satzes
von A. Baker dem Resultat von M, H. Oryan einen Satz an die Seite, welcher
verallgemeinerte Liickenreihen betrifft und Gegensatz zu den beiden obigen
Arbeiten (von mir und von M, H. Oryan) sind die Konvergenzradien meiner
Reihen endlich, wihrend die Konvergenzradien jenér Arbeiten unendlich waren,
Im ersien Teil werden einige fir den Beweis nétige bekannte oder daraus
unmittelbar zu entnehmende Hilfssiitze zusammengestellt, im zweiten Teil wird
der Satz gegeben und bewiesen. Anwendungen und Beispicle werden in einer
nachfolgenden Fortsetzung dieser Arbeit gegeben. '
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TEIL I

Im folgenden unterscheiden wir, im Anschluss an A. Baker [Y], zwischen
der gewdhnlichen (absoluten) Hohe einer algebraischen Zahl o und der Héhe der-
selben in bezug auf einen ihn enthaltenden Kérper X (Fieldheight=K&rperhdhe).
Die gewdhnliche Héhe wird, wie tiblich, mit H (¢) bezeichnet, wihrend die Hohe
von ¢ in bezug auf K mit Hg(u). Ausserdem gebrauchen wir bisweilen die
Grosse (size) einer algebraischen Zahl o: S(0) = |¢g,| +... + |a,|; die Grosse
in bezug auf K ist durch sg(o) = |&,|+ ... + | b, | gegeben. Dabei ist die
definierende Gleichung von a: a,x" +...4+a, = 0, ‘und diejenige in bezug auf
Kist: byx™4+...+b,=0

Nun die Hilfssétze :

Hilfssatz 1. ~Ist P(x) = ayx" +a x" 1+ ... + a, ein Polynom mit ganzen

algebraischen Koeffizienten und «, ,..., 0, seine Wurzeln, so ist jedes Produkt

a, ol . o) (k= 1)

ganz algebraisch, wobet v, ,..., v, & verschiedene aus den Zahlen 1,...,n sind
(Siehe [%], S.91, Hilfssatz b). ' :

Hilfssatz 2. P(x)==a,x" + ... +a, ein Polynom mit ganzen algebraischen

Koeffizienten, und oV ,..., o™ seine Wurzeln, so ist jedes Produkt
al (@@ @V (A, A >0, L < r<n)

ganzalgebraisch, wenn v, ,...,v, r verschiedene aus den Zahlen 1 ,..., 1 bedeuten
und A = Max (A, ,..., A,) gesetzt wurde.

Beweis. 1°) Fiir A = | reduziert sich der Hilffssatz 2 auf Hilfssatz 1.

2°) Fiir A > | schreibt man

af (0OOPL L () = ay (@0 L af) L gL (@Ol (Pt

Der erste Faktor ist laut Hilfssatz 1, der zweite laut der Induktionsvoraussetzung

ganz, also ist die linke Seite als Produkt von zwei ganzen algebraischen Zahlen
wieder ganz algebraisch,

Hilfssatz 3 (Mahler). Ist P(x) = a,x" 4+ ... + a, (4, = 0) ein Polynom
mit komplexen Koeffizienten und ¢! ,..., o*” seine Wurzeln, so gilt?

| [0 F L0 [ < s(P),

wobel s(P)=|a,}- ...+ |a,| gesetzt wurde (Ist n =10, so ist fiir das
Produkt [ |* ... [ |* die Zah! | zu nchmen) (Siehe []).

%) Hier und im folgenden bedienien wir uns der bequemen Abkirzung Max 1, =Ct+
fir C>0, Lo = o
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Folgerung. Ist P(x) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, so
gilt wegen s(P)=la,| + ... +[a,| < (n+ 1) H(P) folgendes :

aal 101 o [a® [ < (0 1) HQP) §

Hilfssatz 4. Ist o cine algebraische Zahl und X ein o enthaltender Zahl-
korper, so gilt :

s (@) < (s(@)"

wobei # den Grad von o, m den Grad von K bedeutet,

Bewels Es sei P(x) =a,x"+ ... + a, die Definitionsgleichung von a,
Q (x) =b,x"+...+ b, diejenige von o in bezug auf K, dann ist Q(x) = = P(x),
wobei m == nl. Daraus :

Q(x) ~< (P(x))’, wobei P(x)=[a,|x"+...+1a,|, Q@ =[b, [ x" +...+1b,]|
gesetzt wurden. Setzen wir hier x = 1, so ergibt sich mit [ = ]i:

m

@G . i
Folgerung. Hy(o) << (2 H(a)™. -

Beweis, Aus Hy(o) < sp(w) und s(o) < (r - 1) H(o) folgt mit der Hilfe
von Hllfssatz 4

H@ = 04D H@IY < [ H@I =2 @) =2 B

© Hilfssatz'5, TIst P (%) =g, x" + ... + a, ein Polynom mit ganzen rationalen :
Koeffizienten und sind o ,..., o™ seine Wurzeln, so gilt

H(P)<2.’l'la0].]a(l)j+ ”'la(n)lJr’

wobei H(P) die Hshe von P(x) bedeutet,

Beweis. FEs ist

H(P) = 1}4210)(( }a0| . }Za(\'l) AN )

mit der Vereinbarung, ‘daiss'f.iirf k= 0 unter Z'u“ﬁ ... 0 die zahl 1 verstanden

wird. Aus. der obigen. Gleichung erhilt man . .
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"
H(P) < laolMax(l, z [atd | .. |a® | )
k=1

= Iaoll\éjx(zlamﬁm|a<n>l+)

»
<la,|.|a®|* ...]a“”l*Max(?).
4

Aus ( : ) < 2" ergibt sich nun die Behauptung.

, k
Hilfssatz 6. Es scien P,(x) ..., Py(x) belicbige Polynome und P(x)=[ [ P,(x).
p=1
Mit H(P,) sei die Hohe und n, der Grad von P,(x) fiir p=1,..., k bezeichnet.
Dann gilt zwischen den Héhen H{(P)(p=1,...,k) und der Hshe H(F) von
P (x) die Ungleichung

k
[THE®) <2"(n+ 1) H(P)

p=1
k
mit 7 = Grad (P()) = > n,.

p=1

Hp
Beweis. Es sei P,(x) = ap,x" + ... + ane , wobei H(P,) =max|a,,] und
y==l}

K k

P(x) =byx" 4+ ... + b,. Dann ist b, = IIaop und 7= Z n,. Wenn die Wur-
p=l p=1 .

zeln von P (x) =0 mit agl) seres ag’ﬂ’) bezeichnet werden, so sind die Wurzeln

von P(x)=0: o® ,...,a(”’:ail) yeres ag"l?, a;‘) yeres afz"ﬂ) s @D al™ | Wenden wir
den Hilffsatz 5 auf P,(x){p =1,...,k) an, so gilt:

H(P) <2% |ag]|.|aP["..] al™it (p=1,..,k).
Hieraus ergibt sich

d Zre
Haw) <2® J[lanl. [a®]F .. |a™ |,

p=1

d. h.

k n
L E®E) <215 . []law|*.

p=1 y=al

Die Anwendung von Hilfssatz 3 auf P(x) gibt daraus die Behauptung,
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Folgerung. Wenn P, (x)| P(x), dann
H(P) < 2" (n+ 1) H(P).

Beweis. Es ist P{x) = P,(x). P,(x). Die Behauptung ergibt sich aus dem
obigen Hilfssatz fiir k¥ = 2, zusammen mit H{P,) = 1.

Hilfssatz 7. Es seien o; (j=1,...; k) Zahlen aus einem festen algebraischen
Zahlksrper K vom Grade m und mit den jeweiligen Grossen se{a)(j=1,...,k).
Es sei ferner 1 eine weitere algebraische Zahl, die mit a, (f=1,..., k) durch
eine Relation ‘

g2 5ees 0)

verbunden sein mége, wobei f(x,,...,x,) und g{x, ,..., x,) Polynome mit ganzen
rationalen ZahlenkoefTizienten in x, ,..., x, bedeuten. Dann ist der Grad von 3
< m und es gilt fiir die Korperh6he Hg(n) von 1 folgende Abschitzung:

k k
Hem) <2 (J]¢+D)" . B2 T setep . M
=1 =1

Dabei bedeutet /; das Maximum der Grade von f(x,,..., x;) und g (xy e Xy)
nach x; (j=1,..., k), H das Maximum der Absolutbetrige der Koeffizienten

von f(x ,...,x,) und g(0c; ..., %)

Beweis. Es sei der primitive Teil der Hauptgleichung von a; nach K (mit
positiven Anfangskoeffizienten)
ayx" + ...+ 8y =0 (a; >0, f=1,.,m). )]

Die Hauptgleichung von 7 nach X ist

m v} )
H f(al sy (].k ) — 0. (3)

1Y LTe e e o)

Nennen wir die linke Seite P (), so wird

| ﬁg(aﬁv} s o) P() = f[ g@d,...,ah Hf(ai"*'...., a{"h].
v=1

v==1

Da wegen des Satzes iiber symmetrische Funktionen II g (a(l"} eeny a‘f‘"’}) eQ ist,

=1

sind die primitiven Teile von P(p) und
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mn

POy =T reeM . Lafh—r@ofht @
v=1 .. . . a
gleich. Nennen wir
P g0 e X e %) = F (1 Xy e %) G
und ' - ‘
f(x1 2mes xfc) = A (x, ,. xk)’ g(Xi s X)) == A (X0, X, ©
S’Q wird 7 _ ‘ ' - o -
V F(y;x1 Beees x,i;c):yAl(xl ERRR] xl()+A0(x1 EERRES xk) - Cd (7)
und
P(y) = H FO; .. M). (8)

v=F.

Dabei smd d.lB Grade von Polynome 4, und 4 nach x; =/ ( j=1, k) und
das Maximum ihrer Koeffizienten =< H Dann smd in{(hy - : :

itk

: - AL :
A, = 7 Z Bry o igle s X, XE (W =10,1) 9)
Moo Me=0,..,0 '
mit @ . €Z, l -r0] = H. Nennen wir -

o A[{)’]: Z LN (aM) ((l.r{cv})nk (P' ‘: "0» 1 IQ v : Tosm), - (10)

[ 2
so wird-; . PR ‘ , _
IAMI = ( Z 1,5 )(la{;’? [ |y w
(].-1 = 0: 1; V= 1 >'.-":'m)9‘ . ;
wobei : ' ‘
S el = G+ 1) G+ D H @ =0,1) a2
L L o C

gilt. Aus (11) erhalt man mit (/, + 1} ... (. + 1)_H.:7L:

k
1A{:’1_| s'L,ﬂ(ta}.‘f}r)u (u_,ZO,l;vzl‘_,---,m)- 03

Nun suchen wir den pr1m1t1ven Teil von P(y) Aus (7) und (8) ergibt 51c:h

m_“

P(y)#H [y 4, (a{"? a{"l)+A (a{“l a,{:‘})]. | ()

v==]
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Die Koeffizienten von P (), wegen (10) und (14), sind lineare Kombinationen mit
ganzen rationalen Zahlenkoeff izienten fo_lgg:nder Produkte algebraischer Zahlen

Cr
mi

T (a{" L0 My S b =1 j=1,.,6). - (15)

v} 1,1

Wenn wir eine algebralsche Zahi von der Form (15) mlt II af multlpllZleren

J=1
so wird sie ganzalgebralsch wegen Hiifssaiz 2 angewendet auf (2), Denn es
mk )
folgt aus [T ()™ = H H (ajv1)“vf , dem Hilfssatz 2 und (15), daB die Zaht
wii=1,1 =t v=1. S :

. Ht
o II (u}"})l"f ganzalgebraisch ist. Dann ist auch

y=zl

—

k- k nr k ™m
H ao H r[x(ajv})m\;j — H [a;»; 1‘[1 (G'_{fv})?wj:l ‘
— j= y—

j=t J=

ganzalgebraisch. Da die Koeffizienten von’
K - - _
(T1a) P =r0) (16)
=

nach dem obigen ganzalgebraisch und wegen des Satzes von syinmetrischen Funlk-
tionen rational sind, sind diese Koeffizienien ganz rational. Damn ist also

Hem) < HP), an

da P (x) sich von dem pgesuchten primitiven Teil von E(x) nur um einen ganz

rationalen Zahlenfaktor unterscheidet. Nun untersuchen wir H (1;). Aus (16),
(14) und (13) erhalien wir andererseits

-~ k L k
POY<(JL 4)-JTO +D- £ TT ey

i=l1 v=1 i=t (18)

Ht K3
oo I 4 I T,
j=l v=l j=I

wobei

H'aJH H(\a[v} ) = I_I lj II H(Iu{v}l+); .
H(ao, Hi il l*) :

j=1

J—I y=F j==i

&

- (19
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ist. Wegen des Hilfssatzes 3 ist
ay [T 1+ = 5 (@), | (20)
v=1

da hier S(P) = lag| + ... +|@m|=sg(e) ist. Aus (18), {19) und (20) ergibt
sich nun :

Foy< o+ iz [ e @ @n
Unter Benutzung von (13) erhilt man dannj#l
FOY<G+ 10+ Do Gt DI B ] G (22)
Daraus erhalten wir : ~
H(;) <24+ 1" ..+ D" H™. ﬁ (sx (o)) . 23)
Aus (17) und (23) ergibt sich nun : -
@@<T(pHﬂJ&HWHWﬁ@@M, (24)
L

was dasselbe ist wie (1),
Folgerung.

k
m 2;1 k
He@) < 270+ D™ o G+ 1" ™2 =0 T Hwy)
J=1

m
—
g )

2%

Beweis. Unter Beriicksichtigung des Hilfssatzes 4 und s (o) < (m;4-1) H(wy)
erhdlt man aus (24) : ‘

k m
He()< 2" + D" G+ D" BT my - DH@N ™, (26)
Fe=1

oder, wenn wir auf der rechten Seite die Ungleichung m; + 1 < 2" gebrauchen

k
m.EI"' k S
He() <2°(, + " o G+ D" B 2070 ] He)™

i=1

27)

Hilfssatz 8. Es seien o und B (o = ) zwei algebraische Zahlen aus einem
festen Zahlkdrper K vom Grade g ([K: (J} = g) und mit den jeweiligen Kor-
perhdhen Hy(w) und Hg(f). Dann ist
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1

lo —Bj = .
(8. Hy(w). Hg(B)

Beweis. Es seien g, und b, die (positiv angenommen) Koeffizienten des
hachsten Gliedes in den jeweiligen definierenden Gleichungen von o und p. Das

Konjugiertensystem von o und p nach K sei jeweils mit ot} und B{" ) (i=1,.,m
bezeichnet werden, wobei o = at} , Bp= B{f} geseztzt wurden. Dann st

g
H(Q{V}WB{"}) als Norm von a— P 0 in K eine nichtverschwindeude
v=1

g
rationale Zahl. Wenn wir das Produkt I] (@ — B{"}) entwickeln, so sehen
y=1
wir - wegen Hilfssatz 1-dass jedes Glied durch Multiplikation mit g, b, zu einer
ganzen algebraischen Zahl wird. Danach wird also auch deren Summe zu einer

&
ganzen algebraischen Zahl. Da die Summe, d. h. H @tV — B}y eine rationale

Zahl war, ist mithin "
Z=a,b, ﬁ (@ — pivh (28)
v
eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl. Hieraus erhalten wir
|aobu|.|a;ﬁ|.ﬁ|a{v}—5{“}|zi (29)
v=2
und folglich
la—Bl= : ),

gy TT 10 — BV
v=2

Da
lal — M < e — M| (v=1,..,8)
ist, ergibt sich wegen (30) und (31)

la Bl = : . 32

g
l dy bo | H | u{v} - B{v} I+

v=2

Andererseits ist -wie leicht zu sehen-
la[v} _ B{v] It =2 ol I+ . IB[V] [*. (33)
Aus (33) erhalten wir
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g i £
|al) — g0l < 2t TT [l [+ g0
Il | Il

=2
= zg—l_ﬁ | afv) I ﬁ | B+ G4
v=2 v=2

Dann folgt aus (32) und (34) :

Lo bl TT 10 — B [+ < 21, (1, T] 1™ 1) (16,1 T 1Y 1) =

y=2 v=2 y=2

<2 (1al T 16 1) (181 TT 189 1) (35)
ya=1 y=1

Wenden wir nun zweimal die Folgerung vom Hilfssatz 3 auf die rechte Seite von
(35) an, so erhalten wir :

laobo | ] 1aM =B g 22 g+ 1) He @ - e+ 1) . He®) . (36)
v=2

Hieraus ergibt sich

1

mit 7 (g) = 2. (g -+ 1)

Endlich wollen wir den Satz 1 (Theorem 1) von A. Baker [!] in der von
M. H. Oryan [*] gegebenen Fassung zitieren :

Es sei £ eine reelle oder komplexe Zahl und 5 > 2. Fs seien ferner
o;,%,,.. eine Folge von verschiedenen Zahlen von einem algebraischen
Zahlkorper K mit Korperhohen Hy(a,), Hg(w,), ... derart dass

a) & — o, < He(a)—
und

b) im log Hy (04,)

< 4 oo
iro  log Hg (@)

Dann ist £ entweder eine S- oder eine T-Zahl.
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TEIL 1T

Satz. Betrachten wir die Reihe

F@) =D 6,7 = > B(2) )
=0 k=0
mit
| Tk+1
P (2)= Zc,,z" (k=90,1,.),0=s,<pr<s,<sr<s=<r<5=<.,
g :

. b ' . . .
wobei ck( =t b,ayeZ, a = 1) rationale Zahlen sind mit ¢, = 0, wenn
a, :
r,<h<s, aber ¢, # 0, ¢, # 0 fiir n=1,2,.... Der Konvergenzradius von

F(z) sei mit R bezeichnet.

Es seien ferner folgende Bedingungen erfiillt :

_ R >0, 2
iiiﬁfi’iﬂh::x<+oo (A = 0), 3)
nhon Fy
.8 e 7
lim —*:=0>1, im 2 < 4 oo, hmn —*— <7 4 o 4
o Ty L LG . |
mit 4, = [a,,....a)V.

Es sei o eine algebraische Zahl vom Grade m, die die Bedingung
O0<[a]<R ()]
erfiillt. Ausserdem sei P, (o) =0 fiir hochstens endlichviele 7. Dann fiir ein
solches algebraisches Argument z = « vom Grade m mit

m(log(%)-I_—|—7&.)<%10glail—logs(a) ©6)

ist (o) transzendent, aber keine [I-Zahl. Wenn man alle Voraussetzungen bis

auf hm 2. < + oo beibehalt, diese aber mit lim Sa - oo ersetzt, so wird

- 60 - n>o
H Fy Ty

F(d) eine U-Zahl.

Beweis des Satzes. 1°) Es ist R << -f oo, d. h, der Konvergenzradius der
pegebenen Reihe ist endlich :

Y fay,..., a;] bedeutet, wie iiblich, das kleinste gemeinsame Vielfache von ay,..., @y .
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. 1 . T Y ] TN R
Es ist R = —- . Dann ist hmi\/]c”! > Lim ™/ |er,|. Aus e, #0
lim "/fc,]| o e
heo
erhilt man | e, | = ! . Hieraus ergibt sich
Uy
HTH.PH\/ Cr"l?_*_—gﬂ. 7)
= bm ™/ a, | (
Andererseits erhdlt man aus (3) filr ein A, > A
4, < enin
fir gentigend grosse Zahlen n. Da a, < A, ist, ergibt sich hieraus
lim ™/ ar, | < ™ .
Da A, beliebig nahe an A gewidhlt werden kann, folgt hieraus
hm ™ Tar,| < €. ®)

nooo

Dann folgt aus (7) und (8) lim “y/|¢,| = €™, d. h.

1 A
R=-“:T£€ ;
lim "/ | ,]

ft2o0

also ist R endlich.

2°) Wir wihlen nun drei reelle Zahlen », 0,, 3, so, dass folgende Ungle-
ichungen gelien :

|e|<r< R, )]
1< 0, <9, (10)
A, > A, (11)
.E.
m(iog (}m) + ?Ll) < 9 log LA log s{a) . (12)
r 2 ||

Diesc Wahl ist méglich ; Bei (9)-(11) ist das klar; bei (12) folgt das aus der
Stetigkeit der beiden Seiten von (6) in Bezug auf R, 0, A. Nun wihlen wir n
so gross, etwa n > N, , dass folgende Ungleichung gilt :

Je >, fir n> N, (3

R

3°) Wir bilden nun B = ¥(a). Wir sectzen

T NI I T
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B =B+ o, (14)
mit
n—1 ™
B, = Pu(@) — > b, (15)
k=0 A=0
P, = > Pule) = > ¢ ah, (16)
k=n h=s

Wir wollen jetzt die Héhe H(S,) von B, nach oben abschitzen: Multip-
lizieren wir die beiden Seiten von (15) mit 4, , so erhilt man

Arn Bn - Z Arn Cp oh=0. (17)
k=0

Um nun H(B,) abzuschitzen, wenden wir den Hilfssatz 7 auf die Relation (17)
anmit k=1, 0, —=a, /,=r,, 1=2,, und

n
F(i,%) = 4,y — D A, ezt

h=0
Ist H die Héhe von F(y, x), so ist
H= MEX(A,,H,A,.H[CDI ,...,Arnl()rnl). (18)
Nach den Cauchyschen Ungleichungen ist mm
lewl < M:,—f) (h=0,1,.) (19)

wobei M (r) das Maximum von |F(z)| aufi |z]|=r ist. Aus (I8) folgt mit
Hilfe von (19):
1 n 1 T\ry
H< A, Max(l, M) (Max(1,—)) = 4,,. M@y .[{=) ", @0
r r

Durch Anwendung des Hilfssatzes 7 erhiilt man
HyB)<2".(r,+ D" H™ . (s (@)= V. @21)
Dabei ist & = Q(u), m = [K: Q] . Nennen wir B, =2. (M. (r,+ D4, ,
so erhalten wir aus (20) und (21)
- 1 +\mry
Hy (B < Bl ((7) [ e @)

Es ist jetzt

) Wegen K = Q (o) ist sg (@) = s(2).

D e N Al et S Y
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o log Bw'n<fn—1 iog (2 M(")Jr)'Jr““ log (r, + 1) + Bm log 4,,

lim hm s
] n H-oo H FEL:] n n-eo n
woraus
— logB, . — log4,
lim ———-- = lim — =2,
moe P pa Py
d. h :
. log B
Tim — " < A (23)
pow T

f

Fiir geniigend grosse Zahlen n (n = N, = N,) wird also

log B,
oy
d. h.
B, <emm (n>N,). 24)
Unter Benutzung von (24) erhilt man auns (22) :
1\ Fymre
HK(B,,) < ghiirn ((T) ) . (_g (a))fn (I’! = NZ) . (25)

Hieraus ergibt sich fiir # => N,

g JeB () 3] s

(26)
und mit Hilfe von (12) :
()
He(PB,) <e (n>N,),
oder
o,
HK(5H><(I;) e AN @)

4°) Wir wollen jetzt Hg(3,) nach unten abschitzen :

Es ist laut Voraussetzung des Satzes B, — B, = P,(a) # 0 fiir geniigend
grosses n, etwa fir n > N, (N, = N,), und

EB;;*Bn41|S]PR(Ot)I =< Icsn—ll'lalsnil 4+ ...

)

= Z MO o MO -(|_0t_|}‘"—1 . (28)

r

i.h

Falls wir
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M '
ﬁ(l%l = Cy(r o) = C,

P

setzen,-so ist C, > 0 und (28) wird zu
[+ Sn—1
IBn o Bragl I = Cn (IT') . (29)

Andererseits folgt aus B, — 8,1 # 0 fur » > N, laut Hilfssatz 8:
1
I8, —But] > — - (> N). (30)
& He®,) . He(Bay) :
Dabei ist g eine nur von s abhdngende positive Konstante, Wenn wir nun (29)
und (30) verbinden, erhalten wir

—_— < C, (ﬁ‘.) et (31)
& - Hg(B,) . He(Bn-1) ¥
Die Einsetzung von (27) in (31) gibt uns fiir n > N, = N, 4- 1

He(®B) > C, (ﬁ) T s, @

Dabei wurde C, = El— gesetzt, woraus C| > 0. Dan—13> Ny=N,=N,
0

gilt, so folgt aus (13), dass s,y > r,— 8, flir diese n, und dies eingesetzt in

(32) gibt

Sp—a

He®,) > C, (!_;T)T (>N, (33)

was die gesuchte untere Abschitzung flir H,(B,) bildet.
5°) Wir behaupten nun, dass fiir geniigend grosse n {Hg (B,)} eine monoton
wachsende Ifolge bildet: Es sei
<0, <0,<0. (34)
Lant der Voraussetzung des Satzes existiert ein N, (N; = N,), so dass fiir n > N,

e osp, , (35)

Fu

wird. Auns (33) und (35) folgt nun

HyBue) > C, (r:,)?r" (> N . (36)

Andererseits war laut (27) :
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5,

o AR WAL
(B, < ( P l) . 37)

Da laut (9) |—r—|> 1 war und 0, >0, ist, und fir n—> oo p,—> 4 0o, 5 —> 0o
o

sind, so wird die rechte Seite von (36) grosser als die rechte Seite von (37) fiir
geniigend grosse n, etwa fiir n > N (N, = N;). Also gilt

Hy Bor1) > HgB,) (> N, (38)

womit die Behauptung bewiesen ist. Hieraus folgt, dass fisr #» > N, die B, alle
voneinander verschieden sind.

6°) Wir wollen jetzt |B —B,| = |p,| nach oben abschitzen: Aus (16) folgt
mit Hilfe von (19) :

IB—B,|=lp.| =< z_ﬁ%ﬂmhg i’fﬂl%_l (l,;'.d_) =1,2,.).
1 — 120

h=s
" F

Hieraus ergibt sich mit der Abkiirzung von (28)

C
BB = —— 5y (r=1,2,.). (39)
()
Nun erhilt man aus (39) und (27):

B~ B, < ——

w2
g,
He ()™

(n> N,). (40)

Wenn wir (34) und (35) mitberticksichtigen, so wird (40) zu

Cﬂ
|B*B»|<W (n > Ny}, “@n

8

wobei % =2 8—2 gesetzt wurde. Wegen 6, >0, ist x> 2, so dass (41) mit
1

% > 2 fir unendlichviele verschiedene algebraische Zahlen P, aus dem festen

Kérper K gilt (weil Hy(B,) fir r»> N, monoton wachsend war, sind B, fiir
r > N, voneinander verschieden).

Wenn wir in der Folgerung des Hilfssatzes 6 fir P — 0 die definierende
Gleichung von B, in K, fir P, =0 die abselute definierende Gleichung fiir
derselben und fiir # den Grad m von K nehmen, so ergibt sich
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H@,) < C(m). H(B,) (42)
mit C,(m) = 2" (m - 1). Aus (41) und (42) erhilt man
G,
lﬁ—ﬁni<w (n>Ny) 43)

mit einer von » unabhingigen positiven Konstanten C,. Hier gilt lim H(B,)=+ oo,
il

1

weil nach der Folgerung vom Hilfssatz 4 H(w) = ?lf [Hg (@)™ und nach der

unteren Abschitzung (33) von Hy(B), lim Hy(B,) = + <= war. Wenn man

diese Tatsache beriicksichtigt, folgt aus (43)

[B_grz!< (PI>N7), (44)

2@,
wobel x' gemdss 2 <" < x gewdhlt und N, (= N, darauf abgestimmt
werden kann, Da die §, in (44) alle voneinander verschieden sind, widerspricht
(44) dem Roth-LeVeque'schen Satz im Falle der Algebraizitit von B, Also ist
transzendent.

7°) Nun wollen wir auf {B,} den Satz von A. Baker ['] in der Fassung von
M. H. Oryan [*] anwenden, um die Natur der Transzendenz von J zu prizisieren:
Weil die Folge {H,(®,)} nach (38) fiir » > N; monoton wachsend ist, sind
alle B, fiir n> Ny voneinander verschieden. Nun bilden wir das Verhiltnis

M(M . Wegen (33) und (37) fiir # |- 1 statt » erhdlt man fiir n > ¥,
lOg HK (ﬁn)
(da N; = Ng= N;= Ny
(91 log . ) r
7 o n+1
log Hy (B +1) lllr > N,
lOg HK(B") lOg Cl + - lOg (__) Sy—1
2 el
oder mit einigen Verinderungen :
log HK(ﬁH"'l) < BI . r"+1. . 1 . (n ~ N.;,) (45)
log He (B,) Se—1 4 ¢
Sn—1
. . 2logC, . alense Ful
mit C' = - Auf der rechten Seite von (45) steht das Verhiltnis ——,
log—— ' a1
fa|

was sich folgenderweise schreiben lisst :
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LTI T #6)
Sp—1 Sn r, '-_s'nél
woraus folgt ;
im "L <¢.0.¢=0.¢, (47
wobel m ;S‘l = @ » E "a — d) gesetzt wurde. Da llm =0 iSt, folgt
me nre S g a8 o
aus (45) und (47):
— ) . 2 -
1imM_+_l)ﬁ5&_®‘¢2_1:M @8)
Lt log HK (ﬁn) 2 2 .

und da 8, gleich am Anfang beliebig nahe an § gewihlt werden darf, erhalten
wir aus (48) : '

_ - 2
Im log HK(B-‘H'l_)_ = 0.6 ¢
) noe IOg I{K (Bn) 2
woraus laut dem oben genannten Satz von A. Baker angewendet auf P und
die Folge {B,} mit n> N, folgt, dass P keine U-Zahl ist. Damit ist die
Behauptung des Satzes fiir den Fall

, , (49)

fim 22 < 4 (50)

. a3a rrr
bewiesen.

Nun betrachten wir den 2. Teil des Satzes betreffend den Fall

Tm 22— 4 o, (51)

e f,

n

. . 5 " .
die anderen Voraussetzungen seien erhalten: Aus der Folge %-— z wihlen wir
rﬂ
. . S..‘n'nk .
eine Teilfolge !—% mit
Ty

lim 2% — oo, (52)
ke .i"nk

was laut (51) mdglich ist. Aus (40) erhilt man

C
B—PBul<-—% —  m=N), (53)
. = T . .
Hy@y)* ™ i
da N, = N, ist. Da HyB,)— + oo ist, ist auch Hy(Bu)—> + oo. Andererseits.
ist wegen der Folgerung des Hilfssatzes 4 und derjenigen des Hilfssatzes 6 -
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1 1

o He®u)™ < H(Bu < (). HgBu) (54)
mit B, statt ¢ und m = [K: Q] = [Q(e): Q] und ¢ (m) = 2" (m + 1) (statt # in
Hilfssatz 6 wurde hier m gesetzt). Ist Hyg(Bu) — + oo fiir n, — o0, so wird
H(Bm)— 4o fiir n,—> o wegen der linken Hilfte von (54). Wegen He (B,)— +o0
wird fir n, > N, (= Ny

Hy (Bny) > c(m) . (55)

Dann ist fiir » > N,
CH (B < Hyx Ga)? | (56)
wegen (55) und der rechten Hilfte von (54). Aus (53) und (56) folgert man nun

'B_Bﬂk_!<—— fﬂ 2 (n>N8):

Sk

270
Hg (Bny) "

d: h.

C
18— Bul < 55

e—l : ¥,
H(Bagy

(n> Ny (57)

mit hm FE(Br,) = + co und lim M — Lo, Aus {Bu} kann man eine Teilfolge

e n!:am Fny
{B,,kj} auswihlen, so dass {H (Bw,)} mit n,; > N, eine monoton wachsende Folge

ist. Aus (57) erhdlt man nun

C

| B— Bn/.-j | < (1}' Saky (I?;;j > N : (58)
[
H(B"kj) ’ /
Sig
mit H (Bn,) monoton wachsend und lim P A + oo. Aus (58) folgt nun
jowo Frpy
o log l B — B"k: | ) [ 1 Sigey -
lim —— = lim (f . *—f-) . (59)
Fiad log H(Bﬂkj) joee B1 r"-"fj

Da die rechte Seite von (59) laut dem vorhin gesagten + oo ist, so folgt auch,

dass
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1
log
e H(B”k') IB — B”k'l JPE—— 1 S”k
lim i i :—1+1im(h. I): 60
Jreo log H(ﬁ"}‘;) jrw 91 rnkj + *© ( )
ist. Andererseits ist
1
—_— loghﬂ_‘ ®
w (B) =Tim __H - Wa (B, H) (61)
C Hew log
und
wh (B, H) = Min |B— 7= [B—Pul. ()
Aus (60), (61) und (62) folgt
log 1
JE— H ng.) o+ - i I
N Brgy) -1 B — Py .

s fog H (Bu,)
Also ist § eine U#-Zahl vom héchstens m-ten Grad und folglich eine U-Zahl

vom hdchstens m-ten Grad,

Folgerung. Im Wortlaut des obigen Satzes kann man (6) durch die folgende
stirkere Voraussetzung ersetzen :

—(ilog—R-_~Iog H(v)
2 fol

A1 < I\ T .
log (E) +A+log2

(63°)

Beweis der Folgerung. Aus (6") erhilt man

Iyt 6 R
m log(E) + A +m10g2<?log——-——logH(a),

lof

woraus
. ‘
m |log (i) + ?L] < ilog—f—— — log [2" H (a)] .
R 2 tal
Da s(o) < (m++ 1) H(v) < 2" H (v) gilt, ergibt sich aus der letzten Ungleichung

1yF 0 R
log{— A << —log——1 ,
m[og(R) - ] 5 og ol og s (0)

d. h. (6).
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Bu caligmada katsayilar1 rasyonel olan bazt genellegtirilmis bosluk
serileri ele alinmakta ve bu bosluk serilerinin belirli kogullar altinda cebirsel
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landirmasmdaki veri A. Baker’in verdigi bir teoremi kullanmalk suretiyle be-
lirtilmektedir,




