Istanbul Univ. Fen Fak. Mat. Der. 50 (1991), 147-158 147

UBER EINE KLASSE VON VERALLGEMEINERTEN LUCKENREIHEN,
DEREN WERTE FUR ALGEBRAISCHE ARGUMENTE TRANSZENDENT,
ABER KEINE U-ZAHLEN SIND HI

B.M. ZEREN

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um einige verallgemeinerte
Liickenreihen mit rationalen Koeffizienten, deren Konvergenzradius unendlich
ist. Es wird gezeigt, dass eine solche Liickenreihe fiir von Null verschiedene
algebraische Argumente unter gewissen Bedingungen iiber die Koeffizienten
und das Argument transzendente Werte annimmt, deren Platz in der
Mahler’schen Klasseneinteilung durch Benutzung eines Satzes von A, Baker
prézisiert wird.

EINLEITUNG

In einer fritheren Arbeit (Siehe [*]) hatte ich 1990 unter Anwendung des
Baker'schen Satzes gezeigt, dass die verallgemeinerten Liickenreihen mit ratio-
nalen Koeffizienten unter gewissen Bedingungen iiber diese Koeffizienten
fiir von Null verschiedene algebraische Argumente transzendente Werte
annehmen, welche keine U-Zahlen sind. Der Konvergenzradius dieser Reihen
war endlich.

. In der vorliegenden Arbeit wird ein #hnliches Ergebnis fiir einige
verallgemeinerte Liickenreihen mit rationalen Koeffizienten, deren Konvergenz-

radius unendlich ist, erzielt. Dies kann als eine Verallgemeinerung von einer

friiheren Arbeit von M. H. Oryan (Siehe [*]) iiber die Natur der Transzendenz
der Funktionswerte einiger einfachen Liickenreihen mit-unendlichem Konvergen-
zradius auf einige verallgemeinerte Liickenreihen mit demselben Konvergenzradius
betrachtet werden.

DAS HAUPTERGEBNIS

Satz. Betrachten wir die Potenzreihe

F(Z)ZZ.%ZI': ZPk(Z) | _ _ ()
=0 3 )

k=0

TS R I T T




148 B.M, ZEREN

mit rationalen Koeffizienten ¢, (h =0, 1,...) und eine Indexfolge
Oy, <o €<, S...&r, <5, & ..\,

wobei ¢, =0, wenn r, <k <5, (falls es ein solches % gibt), aber ¢, %0

Tle+1
(n=0,1,...) und ¢, + 0(@m=1,2,..). Dabei wurde P, (z) = Z ¢, 2" gesetzt.
) fi=sp. .
Man schreibe ¢, — by (5, < h < ryyy), wobei (g, by ses b, )=1 und

K

Tle+1
a,>0. Es sei von einer gewissen Stelle ab a,>1. Es sei gesetzt Max |5,| = B, .

h=syp
Es seien ferner folgende Bedingungen erfiillt :

lim 198%t1 . _ osq )
e loga, _

fm 088 . g5, . 3)
Hrow IOg [l”

lim M = 4 oo, (4
Hw© rri+l

Dann ist der Konvergenzradius dieser Reihe unendlich. Es sei o eine

nichtverschwindende algebraische Zahl vom Grade m < 0(12_--@ . Ausserdem
sei P, (o) =0 fiir hdchstens endlichviele 7 . ’ |
1°) Ist
T 29B%t oy e | )
e loga,
so ist ¥ (o) transzendent, aber keine U-Zahl.
29 Ist -
Tm loga,,, boee, ‘ ‘ ©
‘ wo  loga,
so ist F (o) eine U-Zahl
Dabei ist # eine durch -
u — Tim loglay,a,...,a,] )
neo log a,

Y Iwesttys ..., an] bedeutet, wie {iblich, das kleinste gemeinsame Vielfache von
Oy, i eeey g ’
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definierte “endliche Zahl (Fijr u gilt -genaver: 1 € u < g 1).
Beweis. 17 Der Konvergenzradius der gegebenen' Reihe ist unendlich :

Es sei g, > 0 eine spiter beliebig klein zu wihlende Zahl, wofiir auch gilt
6, = o—g > 1, was wegen (2) méglich ist.

Fiir eine passend grosse natiirliche Zahl N, = N, (g,) folgert man aus (2)
und aus der Hypothese, dass von einer gewissen Stelle ab g, > 1 ist, dass

lbg a4y >0 loga, fir nz N, ®
und .
| ay, > 1 @9
und folglich
loga, > o~V loga:NE (n>N) 9)

mit log ay, > 0.

Hieraus ergibt sich

lim a, = + oo, (10)
und sogar
lim P8% o .. (11)
4w n
Und weiter folgt aus (8):
a4, > air (mzN). (11"
Und sogar
S TS ast (n=N) (117
aﬂ

und da o, — 1 >0, folgt wegen (10):

lim 27 = o, (12)

-0
u a,

Es sei weiter 82>O eine spiter beliebig klein zu wihlende Zahl, wofir
auch gilt 8 + g, < 1, was wegen (3) méglich ist. Fiir eine passende natiirliche
Zahl N, = N, (g, &) = N, erhilt man aus (3):

B, <a = (n>N,). (13)

Hieraus ergibt sich, da A < r,,,

e
i
I
i
IR
I
i
i
¥

TR T

IR e e e e
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b B 1 :
<h\/|c = \/l AR \/ kg TR \/-——-al 0 >N,
3

woraus man mit Hilfe. von (4)

mﬁﬂzT~0 T T

h=0

gewinnt, also ist der gesuchte Konvergenzradlus R=1{lim "\/ bep] = +oo

B0

29 Es sei A, ': = [a,, @, ..., @] . Nun erhalten wir, genau wie beim Beweise
des Satzes 1 in [%],

4, < 4, < Cap=T (> Ny, (15)
wobei @, a; ... ay . = C, (> 0) gesetzt wurde.

Aus (15) bekommt man

1 < Tm ]OgA"S G —E§,
e loga, 0—g—1

Da g > O beliebig klein gewihlt werden l(onnte ergibt dies :

1ug 2. (16)
c—1 :
+ 3% Wir bilden nun p = F(o). ‘Wir setzeii
B=Butp an
S n o gt
Bo= > Pely= D ¢, (18
k=0 =0
Py = Z Pk (ll) = Z Cx ok, . E (19)‘
k=n+1 b= =Syt ' i
“Wir wollen jetzt die Hohe H (B,) von B, nach oben abschitzen :
Multiplizieren wir die beiden Seiten von (18) mit A”, so erhalten wir
Fret 1 ‘ R R
Bf~§}u%w:0~= o)

Um nun H(B,) abzuschiitzen, Wenden wir den Hilfssatz 7 in || auf die Rela.tlon
O anmit k=1, =a, /=r,.,n=04, und
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Ta+1
FO = A,y — > Ay,
=0
Ist H die Héhe von F(y, x), so ist
H=Max (4,, 4,]| ¢, ]c,nﬂl). : @2

Wegen (13) ist

b,| _ B 1
A 1 b, € <~

ay & ke

<1 (k>N h=s 00 r) . (22)

Hieraus folgt die Beschrinktheit der Koeffizientenfolge c,, also
o ‘ | ey < Cy 7 ‘ (22
mit ciner passenden positiven Zahl C, (= 1). Mit Hilfe von (22°) ergibt sich
aus (21): ‘
H<C A4, (23)

Andererseits, wegen (7), kann man zu jeder beliebig klein wihlbaren Zahl &, >0
cine naturhche Zahl N, = N, (81,82,83)(> N,) finden, so dass gilt :

A, < (n>N). @

Unter Benutzung der letzten Ungleichung ergibt sich aus (23) ‘

H< Cpoaite, o (25)

Durch Anwendung des Hilfssatzes 7 (Siche [4]) erhilt man dann

Hie(B) < 2 (rpyy + 1" H™ (5 (0)) ot
Crm"+| ; az!(u+8n) -'(n = N3) N (26)

wobei C,=4 C sg(w)=4 C, s(a) ¥ gesetzt wurde. Wegen (4) kann man zu jeder
beheblg klein wah]baren Zah!l g, > 0 eine natiirliche Zahl N,=N, (81 s B = N,
finden, so dass gilt

' C'JZ”"”:"L{‘"af,4 (n > N,).
Dann folgt es aus (26) :
Hy (B,) <apltatsd (n>N). 27

4°y Nun wollen wir |p,| =|8 — B, | nach oben abschitzen :

Es. ist | p,| < 2 | Py () |.und wegen (22)

k=n+1 .

) Wegen K =Q () ist 5y (2) =35(x).
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® o e+l
1
ZlPk(a)l-éZ?:a:;- D, lal”
k=n+1 k=nt+1 ¥ } fr=sy
<> e [+ D Max ([ a ) o] (28)
k=n+1 ¥

< Z e (G @ Yert (> N,

k=-n+I
wobei C, (o) = 2. Max (1, i a|) (> 1) gesetzt wurde.

Andererseits, wegen (4), kann man zu jeder belichig klein wihlbaren Zahl
gs>0 mit 1 —0—¢g, —g, >0 eine naturhche Zahl N, = N (g ,....,8) = N,
finden, so dass gilt :

as > C;¥2 (n>N,). (29

Dann folgt auvs (28):

a,. 1-0—gp—ey i, I—0—eg—ey
Zipk(a)l a:.ﬁamsﬁ [1+(Q_J_1) +(_u) v
n+2

kmin 41 nt1 Guts ‘ (30)
=p, (B>N M)
Setzen wir
a 1—0—gy—e5 .
( . ) —1. 631
) anJr] .
Dann lisst sich p, auf folgende Weise schreiben !
- 1
Pu = o U F Ay + Agy R + 01 (32)
an+l - ’
Wegen (12), = 0 ist, kann man eine natiirliche Zahl N;=N, (g, ,..., &)
e anJrl

= N, finden, so dass gilt:

1
A, < Py (n>Nj). (33)
Aus (32) und (33) erhiili man dann :

— ’ 1 1
%<"T$:P+—+~+q (34)

LAY I 2 2

2
<—imas @3> Ny

nt1
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Andererseits folgt aus (10} .
(n>N,), (35)

wobei & > 0 beliebig klein mit 1—8—&,—¢,—&>0 ist und N, = N, (g,,..., )
= N, passend gross gewihlt werden muss.

2<an,

Aus (34) und (35) erhilt man endlich p, <Tz1ﬁ:5_"i“ﬁ (# > N} und
a1 .
folglich -
= L1 . L
z [P < —imam= > N). N 1)
k=n+1 rtl
Wegen |p,| < Z [ P, () | ergibt sich hieraus
k=n+1
pal <~ (> ) (36)
: n+1
und durch Benutzung von (117 :
. .
L] < =y (0> N G7)
Wenn wir (37) und (27) kombinieren, erhalten wir
I _
Pl =18 —B,] < e >N, (39)

HK (Bn) wt {uteytzey)
5°) Wir wollen jetzt Hy (B") nach unten abschitzen :
Es ist laut der Voraussetzung des Satzes B, — B, ;= P, (o) == 0 fiir
geniigend grosses n, etwa fiir >N, (= N, 1+ 1}, und wegen (36) mit » statt n-{1

0< By =Bt | = | By @) < oo >N (9)

Andererseits folgt aus B, — B,_; == 0 fiir n > N, laut Hilfssatz 8 in [:
. :

— B, >N, . 40
] Bl’i Bn ] > a‘ . HI( (B”) . HK(B"—I) (n > ) ( )

Dabei ist 7 eine nur von m abhingende positive Konstante.

Wenn wir nun (39) und (40) verbinden, erhalten wir
1 11

G He®) Hx () a0 e

) aus (27) mit n — 1 statt 7 in (41) gibt uns

(n > NQ. (1)

Die Einsetzung von Hg (B

n—
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l—0—ey—e;—eq

Hy B) > ——ovamey >N (42)

- am,(r];-i‘sa +ey)
-

Aus (8) erhalten wir .

c, .
Hy (Bn) > o (L;+Ea+si|,)—al (1—0—s&3—e;~eg) (n> Ns) . (43)

n—

Dabei wurde C, _L gesetzt, woraus C, >0,

6°) Wir behaupten nun, dass fiir geniigend grosse # {Hy (§,) } eine monoton
wachsende Folge bildet : Aus (43) folgt nun

= >N, @)

ain teyte)—(o—e) (1—0 —sy—ez—eg)
n

HK (Bn-l-l) >

Andererseits war laut (27) :

Hy (B) < ap@ested  (n> N, (4s)
Aus (45) und (44) erhilt man durch Division : - '
'{{—KM . .C4 ] aggfr:,) (1—-6—ey—e5z-—cg)=2m (u+ey+ey) (n > NS) . (45’)

He (B,)

Da laut der Voraussetzung des Satzes m < S(;____@
war, durch geniigend kleine Wahl von g, ({=1,..., 6} wird der Exponent von
a, auf der rechten Seite von (45") positiv und da laut (10) a, —>+ oo fiir - oo,
wird diese rechte Seite > 1 fiir geniigend grosse n, etwa fir n > N, (= N,).

,d.h 2mu<o(l—0)-

Also gilt o
Hg B > HeB) (> Ny), (46)

womit die Behauptung bewiesen ist. Iieraus folgt, dass fiir » > N, die (, alle
-voneinander verschieden sind.

7°) Es sei nun € eine spdter zu prizisierende vorgegebene positive Zahl.
Durch passende Wahl® von ¢, g,, €,, €,, &, € kann man erreichen, dass

(o—ep(I—0—g,—e,—¢g) >cr(i—G) e
mu-+e,+8) miu

gilt. Durch diese Wahl von g (i = 1,...,6) wird (38) zu

47

Y Diese Wahl ist mit der Wahl bei (45°) vertriglich, da es in den beiden Fillen auf
die beliebige Kleinheit von & (f =1,...,, 6) ankommit,
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IBMBnI< - ,(1 Bj “ (n>N9)9 ’ (48)
\ He@) m*
wobel N jetzt von g abhangt und { H )} monotont wachsend ist, Wegen der
Voraussetzung unseres Satzes-ist m < ‘E(_lz__ﬂ ,d. h
u
A Gk 49)
mu
Man kann jetzt £ > 0 so klein wihlen, dass
=8 ixa4e (50)
miu , . -
wird. Dazu geniigt es _
g:l[iﬂifl—z] (51
2 mu _

zu wihlen. Dann stimmen wir g,(=1,...,6) auf ¢, und darauf &, (i=1,...,9)
auf g (= 1,...,6) ab. Mit diesem N, haben wir damit

I1B—B.] < (n> Ny, : (52)

Ho (e
mit unendlich vielen verschiedenen i, aus einem festen algebraischen Zahlk&rper.
Wenn wir in der Folgerung des Hilfssatzes 6 in [*] fir £ = 0 die definierende
Gleichung von B, in K, fir P, =0 die absolute definierende Glelchung fir
derselben und fiir # den Grad m von K nehmen so ergibt sich

HE)<C(m). He®) (53)

mit C;(m) = 2".(m + 1) >0. Aus (52) ‘und (53) erhilt man nun
Cs ' Ny (54

IB Bnl< H(B)z"'s (7’1> 9.

mit einer von # unabhingigen positiven Konstante C, . Hier gilt lim H (B,.): -+ oa,

B

. o ‘ .
weil nach der Folgerung von Hilfssatzes 4 in [* H(B,) = [H Bl u

(da {Hy(B,)} fir grosse n monoton wachsend ist) lim HK (B, Y = + oo ist.

noee

Wenn man diese Tatsache beriicksichtigt, folgt aus (54)

IIB—BR|A<”—1_.,‘.(’1>N“:)» (55
FF (Bn)2+€
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wobei £ > 0 gemiiss 2 < 2+-é:< 2+4-g gewihlt und N, (> &,) daraof abgestimmt
werden kann. Da die B, in (55) alle voneinander verschieden sind, widerspricht
(55) dem Roth-LeVeque’schen Satz im Falle der Algebraizitit von B. Also ist B
transzendent, - :

8°) Nun wollen wir auf {p,} den Satz von A.Baker [] anwenden, um
die Natur der Transzendenz von § zu prézisieren :

Weil die Folge {11, (B, } nach (46) fir n > N, monoton wachsend ist,

sind alle B, fiir » > N, voneinander verschieden.

Nun bilden wir das Verhéltnis %M . Wegen (27) mit n + 1
log Hy(B,)
statt # und (43) erhalt man
log He (B, ;) < “ miu+ e+ s8)loga,, >Ny,
log Hy(B,) log C;—[m (u+te;+8,)—0,(1—8—8,—e5—g)]loga,
oder mit einigen Umformungen und o, —o—¢g :
lﬂg a,,.H_ )
logI{K(Bn'H) < logaﬂfl (56)
log Hy(®,) leg C,. 4 [(6——:—:1) (1—0—s,—&.—¢) _ 1]
m (u+83+84) IOg an—l m (H—|—83—i—84)
(>N .
Halten wir nun Vs,- (i=1,...,6) fest. Da wegen (10) fiir 7= oo a,—» | oo
ist, ist hm log €, =0 |
me (41851 8)loga,
Ausserdem ist laut Voraussetzung :
Fr_r—i—bga”“ :-ﬁ‘logaz,ﬂrl _ loga, -~
_ e loga, , we  loga, loga,
Es folgt also aus (56)
—_— 2
im log He(B,yp) < T , (57
ao  log Hy(B,) (c—e)(l—0-—¢g,— ss,—sﬁ)_l _
: : m(u+ e +¢,) _
und da g (i=1,..., 6) behebig klein'gewﬁhlt werden kdnnen,
—_— 2
]jm IOg HK (Bn I—l) < T (58)

o logHye@) — oU—0 7
. o '
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und dies ergibt wegen m < c(1-9)

2u
Tim log He(B,,1)
mw  log He(B,)

woraus in Verbindung mit (55) laut dem oben genannten Satz von A. Baker
angewendet auf fund die Folge {f,} mit n>N,, folgt, dass § keine U-Zahl ist.

<7, . (587

Nun betrachten wir den 2. Teil des Satzes betreffend den Fall

lim % = 4 oo, ] (59
e loga, ‘ ,

die anderen Voraussetzungen seien erhalten :

Aus der Folgé logay,, wihlen wir eine Teilfolge log dn;+1 mit
loga, log an,
log Ang 1 —

hm —2—%— = 4 oo, " (60)
Kk~ log CIny, . . )
was laut (59) méglich ist.
Aus (27) und (36) erhilt man

(_I — By — €5~ En) log ank+l
m (4 ey g " log an,

[B— B | < Hig (B
Da Hy(B,)— + oo ist, ist auch Hy (Bug)—> | oo . .

Andererseits ist, wegen der Folgerung des Hilfssatzes 4 und derjenigen
des Hilfssatzes 6 in [¥] : S _ :

;—HK (o) 7 < H(Ba) < (m). Hy(Bu) . 62)

(m, >N).  (61)

Da Hy (Buy)—>+t oo fir 7, = o0, éo wird H (fu) =+ oo fiir 7, —> o= wegen
der linken Hilfte von (62). _
Wegen Hy(Bn) —> -+ oo, wird fiir n, >N, (> N,)
Hg (Bay) >clm). (63)
Dann ist fiir n;, > N,
H (B} << (Hyx (B} )* : (64)
wegen (63) und der rechten Hilfte von (62).
Aus (61) und (64) folgert man nun
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. 1 —0—zg,—e;—Ey) I;Iogra;,k“_
me e tey) log ony,

1B Bue | < H (B (e >Ny (65)

mit lim H (By) = + o0 und lim 5%kt
" s 10 ang

Wegen H (Ba) —+- o0, m,—> oo Ldnn man aus {Bn,‘} eine Tellfolge { Brg; }
auswihlen, so dasé {H (Biy,) } mit my, >N, >N11 eine monoton wachsende
Folge ist. Aus (65) erhélt man nun :

1 (1_—8—52——55——56) log a"kj+1

? 3 i . l 1
Ip— B”kj | < H (B”k}'-) m(f + €g + B Og Oy, (nkj =N, (66)

o g'a 1
mit (Bnk) monoton Wachsend und lim K
jro lOgan,

Hier kann man g ({=1,..., 6) gleich am Anfang so wihlen, dass auch
1—0—¢g,—¢g
Zm@u e 18

Aus (66) folgt nun, dass P eine U*-Zahl vom hochstens m-ten Grad und
folglich eine U-Zahl vom h&chstens jm-ten Grad ist:

% . 0 wird. Das ist wegen (3) méglich.
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OZET

Bu g¢ahsmada rasyonel kaisayir ve yakinsaklik yarigapr sonsuz olan
baz: genellestirilmis bosluk serileri ele alinmalta ve bu bosluk serilerinin belirli
kosullar altinda cebirsel argfimanlar igin transandani degerler aldiklar1 ve bu
degerlerin Mahler simflandirmasmdaki yeri A, Balcer n verdigi teoremi l(u.l-
[anmal suretivle belirtilmeltedir,




