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UBER GEWISSE POTENZREIHEN,
DIE FUR ALGEBRAISCHE ARGUMENTE WERTE AUS
DER MAHLERSCHEN UNTERKLASSEN U/, NEHMEN Y

M. H. ORYAN

In der vorligenden Arbeit wird eine Klasse von Potenzreihen mit algebrai-

schen Koeffizienten untersucht, die unter bestimmten Bedingungen iiber

deren Koeffizienten fir algebraische Argumente Werte aus Mahlerschen
Unterklassen U, nehmen.

EINFUHRUNG

Makhler [7] hat die komplexen Zahlen in vier Klassen A, §, T, U eingeteilt,
wobei die Klasse A aus allen algebraischen Zahlen besteht und die Menge der
transzendenten Zahlen in die anderen Klassen unterteilt ist. Nachher wurde von
Koksma [°] eine von der Mahlerschen zwar abweichende aber doch aehnliche
Klassifikation aufgestellt. in dieser Klassifikation wurden die komplexen Zah-
len wieder in vier Klassen A*, §%, T, J* eingeteilt. Die Tatsache, dass die bei-
den Klassifikationen vollig aequivalent sind, wurde schliesslich von Wirsing ['?]
gezeigt,

Es wurde zuerst von Le Veque [¢] bewiesen, dass die Unterklassen U
(m=1,2, ..) der Klasse U nicht leer sind. Diese Tatsache wurde u.a. auch
nachher von Almagik ['] unter Benutzung der Le Veque'schen Methode gezeigt
und viele transzendente Zahlen in U, gegeben.

In der vorlicgenden Arbeit werden durch die Weiterentwicklung der oben
genannten Methode neue transzendente Zahlen in U, konstruiert als Funktions-
werte gewisser Potenzreihen fiir algebraische Argumente. Es stellt sich ferner
heraus, dass der (transzendente) Grad, d.h. das p (vgl. Schneider ['¢]} vom
Tunktionswert, durch den (algebraischen} Grad vom Argument in manchen
Faellen vollstaendig, in anderen zum Teil bestimmbar ist.

Im ersten Paragraphen des ersten Teils der Arbeit werden die bei den Be-
weisen zu benutzenden Hilfssaetze zusammengestellt. Im zweiten Paragraphen
wird nach dem Gesichtspunkt der Koksmaschen Klassifikation der Hauptsatz

) Diese Arbeit ist eine deutsche Ubersctzung der Dissertation des Authors, die am
21. Maerz 1979 von der Naturwissenschaftlichen Fakultaet der Universitaet Istanbul angenom-
men wurde. Der Author fihlt sich verpflichtet, Professor 0.9, Igen bestens zu danken, der
diese Arbeit angeregt und jede Weise gefordert hat.
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fiber die Potenzreihen mit rationalzahligen Koeffizienten bewiesen. Im dritten
Paragraphen dieses Teils wird der Hauptsatz auf den Fall der Potenzreihen mit
algabraischen Koeffizienten verallgemeinert.

Im zweiten Teil der Arbeit werden die Saetze vom ersten Teil auf den Hen-
selschen p-adischen Kdérper Q, nach dem Gesichtspunkt von Mahlerschen Klas-
sifikation tibertragen. Hierfiir werden die entsprechenden Hilfssaetze im ersten
Paragraphen gegeben und dann werden im zweiten Paragraphen die Potenzrei-
hen mit rationalen Koeffizienten, im dritten Paragraphen die mit algebraischen
Koeffizienten untersucht.

Ferner werden nach jedem Satz entsprechende Beispiele gegeben.

ERSTER TEIL

Dex komplexe Fall

In diesem Teil legen wir den Kérper € der komplexen Zahlen zugrunde.
Alle hier vorkommenden Zahlen werden aus € entnommen.

§ 1. HILFSSAETZE

Hilfssatz 1. Es seien a; (= 1,..., k) (k = 1) Zahlen aus einem algebrai-
schen Zahlkdrper K vom Grade g und mit den jeweiligen Hohen #(a;)
(i=1,..., k). Es sei ferner 7 eine weitere algebraische Zahl, die mit o, durch
eine Relation F(y, a,,..., 0,) = 0 verbunden sein mdge, wobei F(y, X,,..., X}
ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten und in y von mindestens
erstem Grad ist. Dann ist der Grad von 1y =< dg und es gilt fiir die Héhe #(n)
von 13 folgende Abschaetzung :

h(n) < 3t +ipe B jlaybe . h(o, ) .

Dabei bedeutet ¢ den Grad von F(y, x,,..., x,) nach y, I; denjenigen von
F(y, x,..., x;) nach x; (/= 1,..., k), H das Maximum der Absolutbetraege der
Koeffizienten von F(p, xy,..., ;) (Orhan $. Igen [*], S. 25).

Hilfssatz 2. Es seien u, , o, zwei nichtkonjugierte algebraische Zahlen von
den jeweiligen Graden r, , n, und den jeweiligen Hohen A(w,), 2(u,), dann gilt

1 _
2o =1 [, + 1) @] [0, + 1) AT
(folgt direkt aus R.Gtiting [*], Satz 3, S.154).

o, —a,| =
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Hilfssatz 3. Es seien @, und a, zwei verschiedene Konjugierte einer algeb-
raischen Zahl vom Grade m und von der Hohe 4. Dann gilt

1
m--2 2m—1

@Gm)y 2z [m+ DA 2

| o — 0, I =
(R. Giiting [*], Satz 8, S.158).

§2. SATZ 1

Satz 1. In der Potenzreihe

o
—
& = 6, M
n=g
seien ¢, = il (a,, b, ganzrational, @, > 0) nicht verschwindende rationale

"

Zzhlen und es sei @, > 1 fiir # = N;)?. Wenn

lim 19891
n>teo log a,

=t o @

und

m E'bﬂ_t_ <1 (3)
sriee loga,
ist, ist der Konvergenzradius von f(x) unendhch und fiir eine nicht verschwin-
dende algebraische Zahl o vom Grade m gehért /(o) der Unterklasse U, * .

Beweis. 1) Die Folge {a,}, die obengenannten Bedingungen erfiillt,
waechst monoton und strebt gegen + oo . Denn wegen (2) ist

loga,,, > 2loga, > loga,

fiir » = N, = N,. Hieraus folgt a,,, > a, und loga, > log ay, . 2=, Fiir

#—> + oo erhaelt man daraus log 4, — 4 o und folglich a,— + ¢ . Ferner,

da lim 2 = + oo ist, folgt vom obigen

n—+-+oa #
lim o84 _ | ., @
Fiin s el i3 N
Sei 0: = lim ———=. Aus (3) folgt fiir n = N, = N,

ns+eo loga,

%) Hier und im folgenden werden mit N, , N, , N, ,... passende Indizes bezeichnet,
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logld 1+8 .
oglbil o 10 gy g 1O oy g
loga, 2 2
Hieraus bekommt man fiir dieselben n
t+0
|8, <a, 2. )
Nach (5) ist
" D n 1 1
—| < 1—8 -6
e
" a” 2 aﬂ E
Wegen (4) hat man
1 1-8  fog an
limg, > =1lme2 5 =4 oo,
n—++co H—+4-co
Also ist lim "/|e,| =0 und erhaelt man r = ——:—1——_—__— =+ o, dh
n-stoo lim "/e,|
- 4oo
der Konvergenzradius von (1) ist unendlich. ’

Wir beweisen unten eine Eigenschaft, die nachher angewandt wird. Es seien
. . T
A,=1a,,...,a]? m ene feste Zahl mit 0 < 1 < e die spaeter genauer bes-

timmt wird, und K, > 1 eine geeignete feste Zahl. Dann gilt fir nz=N,()= N,
t
A, < Ky.a, i ©®
Denn aus (2) folgt fir n = N, () = N,
loga, 1

IOg au T}
und hieraus hat man

4, < fuyp . N

Es sei K : = @; ... an,—1 , dann hat man fiir n = N,(x) wegen (7)

0 .nquH
any < yy+1 < 4, s

.nr!—N_a—l
AN, +1 < 4, >

) N
an—l < an °
Hieraus ergibt sich

¥} Das Symbol [a, ,..., a,] bedeutet das kleinste gemeinsame Vielfache der ganzen Zah-
len ay ,..., a9, .
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dh (6) gilt fir n = N ).
2) Es seien [ :Z c,a" und B, :Z ¢, @', Wir schaetzen die Hhen von
a=l y=0 B
B, nach oben ab. Hierfiir wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom

Fiy,x)=A,y mZ A, ¢ x"

y==0

an. Weil F(B,, a) = 0 ist, gilt
H(B”) < 32.1.m+n.m (A" B")”’ ;:'{(I)"m,

wobei B, : = max (}b,]|) bedeutet. Mit einer geeigneten Konstante ¢ = c(u)>1
v=1_0

folgt hieraus

}](Bn) _<_. Cnm (An B")lfi .
Da die Folge {s,} fiir hinreichend grosses » .monotonwachsend gegen - oo
strebt, gilt wegen (5) fiir # = N, () = N.(v)

1490
B <a 2

[ ]

Hieraus und aus () folgt fiir n > N, (1)

Wt 1+e

-t it
ni i 1= 2
HP,) < "™ K" a, -

Esseien ¢, : = c K, > 1 und 8::—1“{—-—-- +12L6 > 0. Dann hat man
— 1

H(Bn) < Clnm a s .

Ferner ist wegen (4) fiir n = N(n) = N,(9
C]"m — enm log ¢, = gn iog a, J—, o " R
Ausserdem ist
' 1 14
8:———"1"——1—8-<2+i:3.
I —n 2
Also ergibt sich fir n = NJ(7)

H(B,z) S anm-{-am < ﬂ”4m . (8)
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3) Jetzt beweisen wir, dass die Grade von B, fiir hinreichend grosses # gleich
m sind. Diese Tatsache ist trivial fiir m =1, also sel im folgenden m > 1.
Es gilt
B | Ta]™.

. _ 2
B — B | = B0 — B ———
n+1

Wenn B,® # B, ist, gilt nach Hilfssatz 3 und wegen (§,)°: =d, < m*¥

N & () ¢, (m)
i: Bn() - Bn(j) I = : zdﬂ.—-] = : m——l— H
(HB,) =2 (Hp) 2
wobet ¢ (i) = — - s—p ist. Hieraus und aus (5) und (8) hat

(@m) = (m-+1) 2

man fiir n = N.(7)

i i c,(m 2 h .
|B% — B | = _i(___)_l _ _1"‘11! T e
”—— a
(H(B”)) 2 nti
C?(??'.l) 2 ﬁﬂ‘f’l
- 1 i
azr4m (m 2 ) Ayt1 2

Wegen (2) und (4) gilt aber
c () 2 m"‘“

1 1t
4m (m — T) -3
a, oty

fiir 1 No(n) = Nyn). Also gilt fir n>=Ny(n): aus B,® 7 B, folgt B, # B2,
fiir jedes Paar {7, j) mit [ # j. Ferner diirfen die Gleichungen

B =B (k=mn+1,n+2) ()

nicht geichzeitig gelten. Denn sonst ergaebe sich wegen a % 0 aus

(7} ) ]

w2 —Bur B, — Bl
) 5o )] i
1":+I - Bn(r) Bll{l-] - 13”(1)

o = . Das waere dann ein Wiederspruch, weil ja (2)° == m ist. Also fiir
mindestens einen von den Indizes 7 = N(n), Ny(n) + 1, Ny(n) + 2 ist B,0#p,D
fiir ein bestimmtes Paar {i,j). Da die Paare (7,j) ({ # j) von endlicher Anzahl
sind, folgt aus dem obigen Resultat, dass fiir # = N,(n) = Ny(r) + 2 und jedes
Paar (i, j) (i 5 j) gilt B, # B, Also ist (B)° = m fir n = Ny(n).

1) Das Symbol ( )° bedeutet den Grad einer algebraischen Zahl oder eines Polynoms.
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4) Die Folge {B,} hat eine solche Teilfolge {B"k}’ dass alle Glieder dersel-

ben voneinander ganz verschieden sind. Denn, im Gegenfall bestiinde die {B,} aus
Wiederholungen endlich vieler Glieder. Andererseits ist B, ., —B,=c¢,4, 077150,
also hat die Folge {B,} mindestens zwei verschiedene Glieder. Dann existierte

t:=min|B; — f,| als eine positive Zahl. Da die Reihe (1) fiir x =« kon-
drFa,
vergiert, ist lim |¢,,,||e|""" = 0. Daraus unter Mitberiicksichtigung von

- -loo

0% B,yy — B, = Cyq ! erhielte man fiir gegiigend grosses »

0<|Bn+1_Bn]<t'

Dies wiederspricht aber der Definition von #. Hieraus ergibt sich die Existenz
einer unendlichen Teilfolge {§, } mit ganz verschiedenen Gliedern. Es kann héch-
i3

stens ein Glied von {B, } gleich B sein. Falls es nétig wird, kann man endlich
&
viele Glieder aus dem Anfang der {3, } auslassen, sodass man eine Teilfolge
k

bekommt, deren Glieder voneinander und von 3 verschieden sind. Weil die
Grade von (3, nach oben beschraenkt sind, kdnnen ihre Hdhe nach oben nicht
k

beschraenkt sein. Denn sonst waeren , in endlicher Anzahl. Also hat {B, }
3 k

eine Teilfolge {3, }, derart, dass H(Bnk ) monoton zunehmend gegen -+ o strebt.
% :
E) 7

5) Es ist

1B—B.l=1rl=>lei[a]"

v=n-+t1
Fir n = NAn) gilt
le,] = <— -
an aﬂ' 2
Hieraus folgt
1—9 106
mnu a 2 a 2
it A [ (o) T g (o) T g+
72 n+2 n+3
an+1
Wegen (7) ist fiir n = N(n)
1
0< 1 < -
a’n‘+2 aﬂ'l‘Z

und da lim @, = + e ist, folgt lim Lwi 0. Weil >0 und m >0

a=++400 n~++0oc an+2
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. il
sind, folgt hieraus fiir n = Ay(m) = N,(n) (—E"+—’) ﬂ <—;— , und auch
. PR
fiir n = Ny(m)
iid
PR
(—”ﬁf‘—) la| < i ~v=12..).
au‘i-1+U 2
Also erhaelt man fir # = N}
l—-u—n+1 1 i ar S|
il'nlﬂ—-lp*- l+7+2'7+ S“‘—_—I {]70 .
Tty 2 4,1 2
Ausserdem gilt wegen (4) [iir n = Ny(n) = Ny(n)
- 1=
ZIU.! i <ai’1+] 4
Hieraus ergibt sich fir n = N,(n)
I a
&gy * I
l "n} < ——-H':;?.i— — T T il ' (9)
iy 2 au+]
L. . , . I ,
Jetzt definieren wir fiir # = W,(n) die Folge {s'(n)} mit s'(n): = %E?ﬂ"__ Wegen
08,
{2) ist lim §°(n) = + c=. Hicraus und aus (%) bekommt man fir n = Ny(1)
n—++oo
i
|7l < —— =
s'(n). 3
, oy 1 —10 . . .
Es sei s(m) : = s(m . wegen (8) ergibt sich fiir 7 = Ny(n)
: m
. 1 1
Vool < ———— =~ (10)
e T H )
epy o D
Wenn wir (10) fiir die oben konstruierte Teilfolge {B"k} schreiben, bekommen
i
wir fiir nk = Nyn)
i)
1
0<ip~B, |I< an

ARG R

i
[
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Da (]3,,]‘ )° = m fiir " = Ny(n) und lim s(nk) = + oo sind, ist [ eine U* Zahl
J i

J j+teo

und der (transzendente) Grad ¥ u* von [ hochstens geleich m, d.h. es ist

@) < m. (12)
6) 1°) Sei m= 1. Da es immer
w @) = 1 (13)
gilt, folgt aus (12) und (13)
wp)=1.

2°} s sei m > | und v sei eine algebraische Zahl vom Grad & < m und
von der H6he H. Pann gilt fiir irgendeinen Index v

IB—y|=1@G—B)+G == |B—7v|-[B—=5I- (14)

Da B, und y fiir v = Ny(1)) von verschiedenen Graden sind, sind ihre Minimal-
polynome verschieden. Nach dem Hilfssatz 2 gilt fiir v = Ny(n)

cm, k
(B, —y| = —208 )m . (15)
. H(Bv)k H
1
wobei cy(m, k) = > 0 ist. Wegen
3( ) 2m—1 (m __I__ l)k (k + l)m g
k=m—1 (16)
ist
i L !
Ty @
. 1
Mit der Bezeichnung c, = folgt aus (15) und (17
g cylm) P o I g (15) (17
Cs
y— ¥ = 18
= a9
Hieraus und aus (8), (9), (14) und (16) erhaelt man fiir v = Ny(1)
¢, 1
l B - Y 1 > av4m(m—1) H" - =N (19)
Ay 4
Jetzt waehlen wir die Zahlen A und 1) so, dass die Ungleichungen
1--8
A >dm{m—1)+m (20)

und

%) bei Schneider [*] der Index p.*.
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1 —6
47

> dm(m— 1) +m @n

erfiillt werden, Man sieht leicht, dass es fiir die so gewaehlten Zahlen A und

n,A>1und 0 <y <% gelten. Wir bezeichnen das neue Ny(n) mit N*(p),

welches gemaess (20) und (21) fest gewaehlten Zahl 7 entspricht. Es sei ays = H*,
Dann gibt es fir jedes # > H* ein n, so dass es gilt

a, < H<a,,. (22)
Ferner ist n = N*x) fur H > H*.

Falls es fiir die oben gewaehlte Zah! 3

1
a, = H< an+1l (23)
gilt, dann sind @, = H und a,,, > H". Jetzt nehmen wir v =n in (14) und

(19). So erhaelt man aus (19)

<, 1

[ B = f > H4Jn(m—1)+m - 1—o

Wegen (20), wenn H hinreichend gross genommen wird, kann es

18 )
H“ 4 > __H4m(m—1)+m

s

gemacht werden. Es gelte diese Ungleichung fiir H > H,. Hieraus ergibt sich
fiir H > max (H*, H))

cyf2
IB—v|> iy (29)
Falls es fir A dic Bezichung (23) nicht gilt, dann gilt
i
Qo> < H< ). @25

Hieraus folgen a,,, < H" und a,,, > H. Jetzt nehmen wir v=n+1 in (14)
und (19):
B> e — . e
a”+14m(m—1) I{m ; 1—0
nt2

Wegen (7) und # = N*(n) = Ny(n) ist a,,, < a2 . Also folgt aus (26)

c 1
IB_'Y|> p : - 1—6
n+

4?\m(m—1) (13
1 o A

At

und ferner wegen (25) '
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. c 1
IB—71> e — @
H
Nach (21) kann fiir hinreichend grosses H
1—90 2
O s Ll gemem-em

€y
gemacht werden. Diese Ungleichung gelte fir 7> H,. Also ergibt sich fiir
H > max (H*, H,
c,f2

1B 71> — ey (28)
Also folgt aus (24) und (28), dass es fiir H > max (H *H , H) gilt
¢
— > —, 29
B —l> (29

wobei ¢ = ¢,(m)/2 und 5 = 4im(m — 1) + m sind, Da diese Konstanten von
H nicht abhaengen, und der Grad von y nur die Werte von 1 bis m — 1
annehmen darf, folgt aus (29)

P = m. (30)

So ergibt sich zusammen aus (12) und (30), dass es gilt
w¥p) =m. 31

Damit ist die Behauptung des Satzes in allen Teilen bewiesen.

Beispiele fir den Satz 1.

) )= ', b,,a ganzrational und 1 < b < a.
=0
2) f(x) = by x", b, mit | b,| < b, D,,a ganzrational und 1 < b < a,
at”
n=0

Anhang zum Paragraphen 2. Wir betrachten die Potenzreihe

) f()—z( f));,“ <,

wobei die natiirlichen Zahlen @, mit einer Konstanten B >> 0 die Eigenschaft
0 < a, << B* haben, Uber diese Potenzreihe kann man die folgenden Saetze
aussprechen :
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Satz A. Is seien  keine U-Zahl und B # a,. Dann besitzen Nullstellen
der Gleichung f(x} = p transzendente Werte.

Beweis. Die Potenzreihe (A} erfiillt die Bedingungen des Satzes 1. Wegen
B # a, sind die Nullstellen von Null verschieden. Wenn also eine Nullstelle von
J{x) = P eine algebraische Zahl waere, miisste p eine U-Zahl sein. Das steht im
Widerspruch zur Annahme, dass [ keine U-Zah! ist. Also folgt hieraus die
Behauptung des Satzes.

Folgerung. WNullstellen der Gleichung f(x) = 0 sind transzendent.

Satz B. Es seien B keine U-Zahl und p = aq,, dann ist die Null eine Null-
stelle von f(x} =B und alle anderen Nullstellen von f(x) =  sind transzendent.

Beweis. Da B = g, ist, folgt aus f(x}) = B

( _' 1)\! o, xv—;

a=fxy=a,+x ol

v=1
und

0=x ("‘ l)v a, P t

) oYy '

y=1
Daraus ergibt sich, dass x — 0 eine Nullstelle von f(x) = f ist.

Wenn x = 0 ist, folgt aus (B)

oo

(—Wa
C — 1 x"1 =0, ) =
© | Z oyt

v=1

Alle Nullstellen von (C) sind transzendent wegen der Folgerung des Satzes A.
Also folgt die Behauptung des Satzes B (Fiir diese Reihe vgl. Schneider ['*],
5.9, Satz 5).

§ 3. SATZ 2 und FOLGERUNGEN -

In diesem Paragraphen untersuchen wir die Potenzreihe

169 => e, (i)
a, .

n=0
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wobei T, (n = 0,1,2,...) nicht verschwindende ganze algebraische Zahlen aus
einem algebraischen Zahlkérper K von dem Grad s und a, positive ganzratio-
nale Zahlen sind. Es seien o eine beliehige nichtverschwindende algebraische
Zahl vom Grade m und I eine algebraische Erweiterung von  vom niedrigsten
Grad ¢ mit KC L und Q(u)C L. Es gilt offenbar ¢ = m, s. Ferner bezeichne
Hin),) die Hohe von 1, .

Satz 2. Es sei die Potenzreihe

1) —Z LI
a"

ne=0

wie oben gegeben. Es seien a, > | fiic n = N,

fim JO8Tuyy + oo 1))
s oo log a,

und

m ]Dg H(T]n)

<1. (3)
oo lOg a,

Damn ist der Konvergenzradius von f(x) unendlich und mit einem geeigneten
positiven ganzrationaligen Teiler ¢ von ¢ gilt fla)e U* .

Beweis. 1) Wie im Satz | waechst die Folge {a,} fiir n > N, = N, mo-
noton und strebt gegen + oo . Ferner gilt
lim 108 %

n+ca It

Sei 0: — Tim ~°2HWD)  Aus 3) folgt fur n= N, = N,

log H 140
og (n,,)< +

3

a>teo loga, log a, 2
1486 . . L
da 6 < > <2 1 gilt. Hieraus bekommt man fiir dieselben »
REL]
Hhn) <a, 2 . )

Da andererseits |1, | = |1, < 2H(n,)? gilt, bekommt man mit (5) zusammen

o 140
[n.)=|n,]=<2aq, -z (%)

und hieraus

%) . Schneider [?], S. §
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1

Al 20
a, 1—9

a2
I
Da > ( ist, erhaelt man aus (4)
1—6 (I-—{))lugan
{im g, = lim e Zn = -} oo,
n-»+tco a—~+ oo
AT 1
Also ist lim =0 und erhaelt man r=-— e = - oo,
nr 400 a, lim # mn
n—+—+co —
aﬂ

d.k. der Konvergenzradius von (1) ist unendiich.

Es sei 1) eine feste Zahl mit 0 < 1 < % , die spaeter genauer bestimmt

wird und K| > 1 sei eine geeignete feste Zahl. Dann gilt fiir n = N,(m) = N,
1 :

1— 2
Ad,<ay...a,<K a' <K a?. )]

Denn aus (2) folgt fiir n = N,(n) > N,
1 1
og q+1 >
10g aﬂ T}

und hieraus hat man

a, < dyii. ®)

Man erhaelt hieraus die Ungleichung (7) genauso wie im Satz 1.

(o] #
2) Es seien B =Zﬁi o” und 8, :Zﬁt o' . Wir schaetzen die Héhe
aﬂ a\l
e}

=0

von f, nach oben ab. Hierfiir wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom

n

Z :A

— it v

F(y? Ko seves xu+1) - A.uy XX ne
v

y=0

an. Weil F(B, , 1 5. 1, 0) = 0 ist, gilt

H(B,,) < JnLa+(2n) A"’ H(Tio)t H(T]”)r H(a)"'.

Denn es sind g=1¢ d=1, ,=1,.,1, =1, I, =n und H= 4, . Sei

K, : = H(x) ... H(qy,—1). Dann folgt aus (5) fiir n = N,()
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40
H(ny) ... H(n,) = Ky, ...q,) *

1+a
=K (a..a)?

Mit einer geeigneten Konstante ¢ == ¢ (o) > 1 folgt hieraus

7(14-9)
HB) < ¢ (.. a) ?

+t

140

. + .
Mite¢ :=c¢cK; ? erhaelt man hieraus und aus (7)

H@B) = ¢ a+0+2% — gnt g tG+0),

Andererseits gilt wegen (4) fiir n = N = N,(n)
Clm‘ = el log ey - of log a, == anr N
Also gilt fiir n = Ny
H(Bﬂ) S aﬂt+l(3+a) - allr(4+e) "
Da 4 4 8 < 5 ist, erhaelt man filr n = N, (1)
H(Bn) = a"5i ' (9)
3) Jetzt beweisen wir, dass die Grade von [, fiir hinreichend grosses n

konstant bleiben. Es gilt

) . . ‘ 2 T T L
B0 — B 1 = 10— po) - Zleallel
n+1

Wenn B,0#B,D ist, gilt nach Hilfssatz 3 und wegen @)y =t

. . et
IB® — B = % ,

HEY) *

1 . .
wobei ¢,(f) = pi— 51— ist. Hieraus und aus (6) und (9) hat man

fiir 1 = N,(1)

@ &,(t) 4fa]"
|Bn+l Bn+1 = I P
SI(I‘_ T)
aﬂ

Ay
Wie im Satz 1 erhaelt man aus (2) und (4) fir 7 = Ny(n) = N,(n)

et} L4 (o] ™
(1) 5
56 ¢ 5 3
an ar1+1

Also gilt fiir 7 = N(n): Aus B,0#£8,P folgt B L # B, fiir jedes Paar i, f)
mit i#j. Das bedeutet aber, dass die Grade der Glieder der Folge {B,} fiir
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# = Ny(n) nicht abnehmen. Da ausserdem (B,)° < ¢ ist, bleiben die Grade von
B, fest von einem Index ab. Also gilt (B,)° = ¢ fiir # = N, (1)) = N (n) mit einem
geeigneten positiven ganzrationaligen Teiler g von 1.
4) Wie im Satz 1 hat die Folge {B,} eine solche Teilfolge {B"k}’ dass alle
J t:
Glieder derselben voneinander und von B verschieden sind und deren Héhen
monoton wachsend gegen ~+ oo strebern.

5) Es ist _
1 v
EBBII'_‘rlllﬁzl tla‘l
aV
wv=n+1
Fir n = Nyn) folgt aus (6)
[—0
2lal™ a, 2
l’n]— E i]B [ +( +1) I(I|+
7 at2

Qypa

Andererseits gilt wegen (8) fiir n = N
0< Bats < - 11771 ) L
Gta Gy 2 :
Da lim g, = + oo ist, folgt hieraus lim st 0. Hieraus erhaelt man
fr 00 o tos au+2
]—-ﬂ

. ' dyy e 1 1—10 -
fir n = N,(m) = Nyn) [ | |<—, da >0und |a| >0

LSS 2
sind. Also hat man fir # = N,(n)

-8
2,
(&1—) [a] <iv & =12..).
Gut 14y 2
Hieraus ergibt sich fir n = Nn)
2 gl *! vtiad
|f‘,,lSJ"—(1+ .1. )S_IllT
a,,_HMz— Ay 2

Ferner gilt wegen (4) fiir 1 = Nyn) = N,(n)
1—6

4|an+l < an+1 ¢

lOg yt1

Jetzt definieren wir fiir # = N{n) dic Folge {s'(m}} mit s'(n): = |
og a,

So erhaelt man fir # = Nyn)
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1—0
a 4 1 1
|ry| <ty = T (10)
2 KN g
an“.-l an+1 aﬂ

Wegen (2) gilt im s°(#) = + oo. Es sei s(): = s'(%) lhzgg— fir n = Ny(n).
t

n—4oo
Also folgt aus (9) und (10)
1 1

| < = . (1
! dey PR HO)

Wenn wir (11) fiir die oben erwachnte Teilfolge {B”k} schreiben, erhalten wir
i

fiir iy 2= Ny(n)

0<|B—B, |I< (12)

1
W(B"k ))s(nkj) .
7

j+oo

Weil (B"k ¥ = g fiir My = Ny() und iﬁs(nkj) = + oo sind, ist B eine U-Zahl
J

und der (transzendente) Grad p* von B ist héchstens gleich g, d.h. es ist

@) = 9. (13)
6) 1°) Es sei ¢ = 1. Da es immer
ey =1 (14)
gilt, folgt aus (13) und (14)
@) =1.

2°) Es sei g > 1 und vy sei eine algebraische Zahl vom Grade & < g und
von der Héhe H. Dann gilt fir irgend emen Index v
1B-7]=1B—B)+@ —i=Ip—vI—|B—B]. (15)
Da f, und y fir v = Ny(x)) von verschiedenen Graden sind, sind jhre Minimal-
polynome verschieden. Nach dem Hilfssatz 2 gilt fiir v > Ny(n)

_ C} (qj k) 16
b= vl= (16)
wobei
1
kY = ;
I | AN
ist. Wegen
k<g—1 a7

ist
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1
elq, k) = . 18
) = as)
1
Mit der Bezeichnung ¢,(g) ; = folgt aus (16) und (18
g ¢(q) EEE TN I (16) und (18)
c
By~ 7> ——d (19
N T T ‘
Hieraus und aus (9), (10), (15) und (17) bekommt man fiir v = Ny(n)
€, 1
‘B - ’Yl > a 5!(?—1) H‘? - }—0 M (20)
Y Tyt 4
Jetzt waehlen wir die Zahlen A und 7 so, dass die Ungleichungen
1—90
A >5t{g—1D+gq 210
und
1—8
: >5nt(g—1)+gq (22)
4n

erfiillt werden. Man sieht leicht, dass es fiir die so gewachlten Zahlen A und

n,A>1und 0 <y <% gelten. Man bezeichne das neue Ny(n) mit N*(n),

welches gemaess (21) und (22) fest gewachlier Zahl 1) entspricht, Es sei ay+ = H*.
Dann gibt es fiir jedes H > H* ein n, so dass es gilt
4, < H< a,. 23)

Ferner ist n > N*(n) fir H > H* Falls es fiir dic oben gewaehlte Zahl A

1

a, < H< a,,,* 4

gilt, dann sind @, = H und «,,, > H". Jetzt nechmen wir v== in (15) und
(20). So erhaelt man aus (20)

€y 1
et -0 *

[B—vl>

Wegen (21), wenn H hinreichend gross genommen wird, kann es

1—0 2
Hl 4 S L gEe-n+d
4

gemacht werden, Es gelie diese Ungleichung fir H > H, . Hieraus ergibt sich
fir H > max (H*, H))
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¢, /2
[B—rl> 5K+ 29
Falls es fiir A die Bezichung (24) nicht gilt, dann gilt
1
an+l > = H < an+l * (26)

Hieraus folgen a,,, = H" und a,,, > H. Jetzt nehmen wir v =n -+ 1 in (15)

und (20). So erhaelt man auns (20)

Cy 1
[B—v]> PRy = 27
Btz
Wegen (8) gilt a,,, < any. fir n = N*(1) == Ny(1). Also folgt aus (27)
<, 1
1B—vl> 4 e Y =d
" it m
und hieraus erhaelt man wegen (26)
Cy 1
1B—vl> P =0 28)
H

Wegen (22), wenn H hinreichend gross genommen wird, kann es

1—8 2
H 4 > 2 HSM(‘?—I)+‘1

€4

gemacht werden. Diese Ungleichung gelte fiir 7 > H, . Hieraus erhaelt man
fir > max (H*, H,)

e,/2
VB =1l > e (29)
Also folgt aus (25) und (29) fiir H > max (H*, H,, H,)
|B—vl>-°, 30
- (30)

wobei ¢ = ¢,(g)/2 und 5= 5M(g — 1) + g sind. Da diesc Konstanten von H
nicht abhaengen, und der Grad von ¥ nur die Werte von 1 bis g—1 annehmen
darf, folgt aus (30)

p*@) = q. (3D
So ergibt sich zusammen ans (13) und (31), dass es gilt
Py =g. (G2

Damit ist die Behauptung des Satzes in allen Teilen bewiesen.
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Beispiele fiir den Satz 2. 1) Es sei K ein algebraischer Zahlkérper vom
Grade s und a sei eine nicht verschwindende ganzalgebraische Zahl aus K. Wir

betrachten die Potenzreihe
Nw
1) => e,
aﬂ
a=0
wobei 7, = @ und a > 0 mit [a| < *\/a sind. Diese Polenzreihe erfillt die

Bedingungen des Satzes 2, denn es gilt

1
tim 108 %+ o (2 DT
. prte loga” H oo n!

+ o0

und wegen

Hen) < (2{n,)f = 2l ) = 2{al™
gilt

log H (m,) - n! s log ET)'.E +slog?2
loga, — alloga

und es folgt daraus

Tim log H(m,)
e loga,

<i.

2) Es sei K= ((d), wobei & eine ganzalgebraische Zahl iiber @ vom
Grade s. Die Folgen {%,} und {a,} seien so gewaehlt, dass es gelten

J— 1
hm_lf’g_l_.(_l und hm%},.__er
wte  loga, 5 nte loga,

mit 1, :=/4,"+IO8 4+ L& =0, [PMeZ (j=0,..,5—1)
und
—1
I = max | ;7.
Jj==0

Ferner sei a,> 1 fiir n>= N,. Dann werden die Bedingungen des Satzes 2
erfiillt. Denn es gilt nach dem Hilfssatz 1 mit einer geeigneten Konstante ¢, >0

H(n) = ¢ (I,
s—t1
da fir das Polynom F(y,x) =y —Z 1L %" ist F{n,,8) = 0. Hieraus erhaelt

y=0
man
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log H(n,) - s?log e, -+ s log {™
loga, = log a,

Nach den obigen Bedingungen iiber m, und 4, sieht man leicht, dass die Bedin-
gungen des Satzes 2 fiir die Potenzreihe

J) =Z—1h— X"
a"
n=>0 :

3) Wir kénnen 7, im obigen Beispiel noch verallgemeinerter nehmen, in-
dem wir

erfiilli sind.

Ta :Z k& und a,>1 firn= N,
k=0

mit Bedingung (2) waehlen. Dann werden die Bedingungen des Satzes 2 erfiilli.
Denn es existiert fiir jedes & solche ganzrationale Zahlen ¢/ (0 < j < s5), dass
es gilt

8k — aﬂ(k’ +a®3 + ...+ as_l(k) &1

mit ¢ < (1+ HO) < 2 H®)* (Hierfiir sieche JIW.S. Cassels, An
Introduction to Piophantine Approximaiion, Cambridge University Press, 1957,
5.107, Lemma 4). Hieraus folgt

|, | = [Z k{a,® + a8 + .. +a, @8
k=0

< D K2FHE (U8 ]+ . 317 |

k=0

Mit einer geeigneien Konstante ¢ = ¢ (8) > 0 erhaelt man hieraus

[, < z kQHEY < cn QHE) (1 + 1) < cn (4 HE)” .

=0

Daraus folgt

H(n,) < 2|n, ) < 2y n° (4H @)Y
und
log H(n,) < log 4H(3) + slog n + slog (2¢)

log a, log a,




22 M. H. ORYAN

Da es nfloga, — + o= gilt filr n —> 4 oo, ist der Limes der rechten Seite der
obigen Ungleichung Null fiir 7—» 4 eo. Also sind die Bedingungen des Satzes
2 erfiillt. '

Bemerkung 1. Es ist nicht moglich genaue Aussagen iiber die Zahl g im
Satz 2 zu machen, wenn der Zahlkdrper K beliebig gegeben ist.

Zum Beispiel K sei ein beliebiger Zahlkérper vom Grade mindestens zwei.
Es sei e eine arithmetische Einheit von K und %, =¢". Ferner sei a,>1
fir n = N, und lim (loga,,,/loga)= + o . In diessm Fall werden die

2t

Bedingungen des Satzes 2 erfilllt. Denn (2) ist vorausgesetzt und (3) folgt aus
HE) = Qe =2 el
und '

log H(E™) o log {?} +slog2
loga, = log a, ’

da wegen (4) der Limes der rechten Seite der obigen Ungleichung Null ist. Es

sei ¢ = ¢, dann folgt
o " oo 1
=D =
ai’l aﬂ
n=0 n=0

Es gilt f(a)e U, , denn es ist der Fall des Satzes fiir m = 1. Also hat man in
diesem Beispiel £ = s > 1, aber g = 1.

Bemerkung 2. In manchen speziellen Faellen kann man genaue Aussa-
gen iiber ¢ machen. Ein solcher Fall ist K = Q. In diesem Fall wird Satz 2 auf
Satz 1 induziert. Es gilt schon im Satz 1 ¢ = ¢ = m.

Ein anderer spezieller Fall ist ¢ Q. In diesem Fall bekommt man g = f =,
wenn die Folge {n,} eine solche Teilfolge {nnk} besitzt, dass die Grade deren

Glieder gleich s sind. Dieser Spezialfall wird unten als ein Satz ausgesprochen,

Satz 3. Es seien die Bedingungen (2) und (3) fiir die Potenzreihe

709 —Z& ¥
aﬂ

n=0

erfiillt. Ferner sei a, > 1 fir n = N, . Falls die Folge {n,} eine solche Teilfolge
{nnk} besitzt, dass die Grade deren Glieder gleich s sind, dann gilt flw)e U*

fir e Q — {0].
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Beweis. Es existiert fir jedes ne Z% ein m, mit n, >n und (g, )° = &
k
Es gilt mit ecinem geeigneten N, : aus B, = B, folgt By = pi2y fir
jedes Paar (7, /) (/ # j) und fiir n > N,;". Es sei N,, das erste Glied nach N,” mit
(TIN.' ) =, d.h es gilt
g

My = N G=J)-

’

Dann kénnen die Gleichungen
ﬂf(ﬂ = BI”) {l = Nku - 1’ Nku) (.i 7 j)
nicht gl=ichzeitig erfiillt werden. Denn sonst erhielte man
D =, D
T]Nko Tlkao .

Hieraus bekommt man 8,035 fir n = N, , d.h. es gilt §,)° =5 fiir n=N,
Wenn man wie im Satz 2 weiter geht, erhaelt man f(o)e U .

Beispiele fiir den Batz 3. 1) Es sei b eine positive ganzrationale Zahl mit
k\/5¢Z. Es seien 1 ; :k\/b— und K:= Q@) Dann gilt [K:Q] =k Wir
nechmen 7, : =1" und 4, : =" mit > 1. Wir betrachten die Teilfolge {n,,}
(n;, = 1 (mod &)). Die Grade der Glieder dieser Teilfolge sind gleich k. Fiir die
Potenzreihe

fy = ey
A
=0
werden die Bedingungen (2) und (3) erfiillt. Denn es existiert eine geeignete
Konstante ¢, >0 nach dem Hilfssatz 1 mit H(n,) < ¢,", da fiir das Polynom
Fy,x) =y—x" F(n,,n) =0 ist. Hieraus bekommt man log H(n,) < nlogc,
und daraus Tim —28H W 5 1 Also ist (3) erfiillt. (2) folgt sofort aus
n+e  loga, :
der Definition von a, .

2) Es sei ¢ I-te Einheitswurzel, d.h. es sei ¥ —1=0. Es gilt
[QE) : QE&+EH]=2 und firjedes ne Z "+ "e QE+LY). Bssei s=¢(])/2,
dann hat man [Q({ + %% : Q= s. Fiir n = 1 (mod /) erhaelt man {" + ™" =
={+C0"eQ@ +&Y). Wirnchmen n,: =¢"+8 " und a,: =a"'(@>1).
Es gilt (11,,k “=g fiir n,=1 (mod /). Da es fiir das Polynom F(y, x)=x" p—x*"—1
gilt F(n,, , ) =0, folgt aus dem Hilfssatz 1 H(n,) < ¢,", wobei ¢, eine geeignete
positive Zahl ist. Hieraus ergibt sich

g log Hin,)
mte loga,

=0,

TR Pt
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d.h. (3) ist erfiillt. Ferner folgt (2) aus der Definition von 4, . Also sind die
Bedingungen des Satzes 3 erfiillt.

ZWEITER TEIL

Der p - adische Fall

Wir legen in diesem Teil den Henselschen p-adischen Kérper ¢, zugrunde,
Alle hier vorkommenden Zahlen werden aus Q, entnommen.

§ 1. BILFSSAETZE

Hilfssatz 1. Es seien «; (f= 1, ..., k) algebraische Zahlen aus ¢, und
es sei [Q(q,,....0) : O] =g Es sei ferner 1 eine weitere algebraische Zahl,
die mit a; durch eine Relation F(n, 04, ..., @) = 0 verbunden sein mdge, wobei
Hy, x ,..,x) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten und in y von
mindestens erstem Grad ist, Dann ist der Grad von n =< dg und es gilt fiir die
Héhe A(n) von 1 folgende Abschaetzung :

R(]) = 3t de JE fla )b (o Y .

Dabei bedeutet d den Grad von F(y,x,,...,x) nach y [, denjenigen von
Fv, x5 ..., x) nach x; (=1, ..., k), H das Maximum der Absolutbetraege
der Koeffizienten von F(y,x, , ..., x) (Orhan §. igen [*], S.25).

Hilfssatz 2. Es sei P(x) =k, x" 4+ ... + k, ein Polynom mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten. Wenn o, ... ,q, die Nullstellen von P(x) mito,=a, (i # j)
sind, dann gilt

¢
P — :
H(Py

| a; — o

Dabei ist ¢ eine geeignete positive Konstante, die nur von » und p abhaengt
(J.F.Morrison [?], 5.336).

Hilfssaiz 3. Essei P(x})=1,x" 4+ ... 4 [, ¢in Polynom mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten und vom Grade # und von der Héhe H(P). Es sei ferner o
eine algebraische Zahl vom Grade N und von der Héhe H(o). Dann gilt

p—1
(n + NY (HEW (H @)
wobei |a|, =p™ und ¢ = min (0, #) sind (K. Mahler [®], S.181).

| Pte)], =




UBER GEWISSE POTENZREIHEN 25
Hiifssatz 4. Es sei P(x) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten
und von der Hohe H(P). Wenn P(a) == 0 ist, dann gilt
lal, = EHE)™"
{J.F.Morrison [?], 8.337).

§ 2. SATZ 4

Im Korper (0, betrachten wir die Potenzreihe

1) = e, (cn=mb—"—), W
aﬂ
n=90

wobei a, , b, von Null verschiedene ganze rationale Zahlen mit (o, ,) = 1 und
a, >0 sind. Es seien im folgenden |e¢,|, =p %, 4,=[a,,...,a,] und

C

n

n
r=max | ¢ | -
=0

Satz 4, Es sei a = 0 eine algebraische Zahl vom Grade » und es sei
1, > 0 fiilr n = N;. Wenn es ferner gilt

lim 2L — 1 o )
L '
und
lim logﬂ (An Cﬂ) < + o0 , (3)
H2 o un

dann ist der Xonvergenzradius von f(x) unendlich und die p-adische Zahl f(a)
gehért der Unterklasse U, .

Beweis. 1) Wir beweisen zuerst, dass der Konvergenzradius von (1) unend-
lich ist. Es gilt
i ; .

1
 lim (e |, Lim i
i+ 4w \/l ulp n-a+aap "

Wegen (2) gilt w,,, > 2u, fiir hinreichend grosses #. Daraus folgt fiir n= N, = N,
1, > 21Ny,

Hieraus erhaelt man

fim 1, = + oo . @

NEE -]
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n

n—1—-N
2T ad tim 2 — 4 e st folgt

Y,
Da ferner =2 >

/] n ntie B
. U,
lim—* = 4 oo, (3)
u+two f

Also erhaelt man folglich r = 4 oo .
2) Es seien B:Z ¢, e und B, =Zc,, a’. Um die Héhe von B, nach
n=0

v=0 .
oben abzuschaeizen, wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom

i

Fp,x)=A,y ~ZA,, e x

v=0

an. Da Fp

n

, o) = 0 ist, gilt
H(Bn) < 32.1,|n+n.n; (An Cn)m H([I)m E Clnm (A” Cn un ,

wobei ¢; > 1 eine geeignete Konstante ist. Wegen (3) erhaelt man mit einer
geeigneten Konsianie ¢, > 0 fiir hinreichend grosses »

H(Bn) < Clnm Pr‘gm; .
Da es aus (5) fiir hinreichend grosses »n folgt
clnm — pnm logp €1 < Pmun ,
erhaeli man fiir n = N, = N, mit ¢; =c¢, +m
H(Bn) < p(ca-z—m)uﬂ — Pcuun . (6)
3) Wir beweisen jetzt, dass die Grade von B, flir hinreichend grosses n
gleich m sind. Diese Tatsache ist trivial fiir m = 1, also sei im folgenden m > 1.
Es gilt
; ; ; 3 et syt +1
Bie — B =B,O — B + cup @ — T,
Wenn B,% = B4 ist, gilt nach Hilfssatz 2 und wegen (8,)° < m
I 67:('.) - BHU) ,P = _—E‘!(m’ p)
HBY

wobei c,(m, p) eine geeignete positive Konstante ist. Aus (6) folgt fiir n = N,

¥

|8, — B0 >M_
4 a P pcn(m—l)un

m
Es sei max (|a?”|,) =p7*, daraus folgt

i=1
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|aO™ ! _ gyt |, < max (|a®|,, | a@ |yt < p @Dk,
Hieraus erhaelt man

| Copy lp |0 — g+ | o pm et DR

‘Wegen (2), (4) und (5) gilt aber

ci{m, p) o gkt D
PC}‘(’""“ Ly

fir n = N; = N, . Also gilt fiir n = N,
1B, — B9 1> | €y | g™t _ pontl Ips
und hieraus erhaelt man fiir # = N,
[Boki — Bakil, = 1B — B,
Daraus ergibt sich fir n = N,: aus B,® = B folgt B, 5= B, fiir jedes
Paar (7, j) mit ¢ » j. Ferner diirfen die Gleichungen
Bk(i) = Bk(j) (k =nn + l: n + 2) (i ;ﬁj)
nicht gleichzeitig gelten. Denn sonst ergaebe sich wegen o = 0 aus

L 4] ) [
Brtz —Bat1  Ba¥2—Bita

B —BY B —BY
a® = o, Das waere dann ein Widerspruch, weil ja (@)° = m ist. Also ist fiir
mindestens einen von den Indizes n=N,, N, -+ 1, N; +2 B, = B, fiir ein
bestimmtes Paar {7, j). Da die Paare (7, f) (i # f) von endlicher Anzahl sind, folgt
aus dem obigen Resultat, dass fiir #» = N, = N; + 2 und jedes Paar (i, j} (F = j)
gilt B 5 B, Also ist (B,)° =m fiir n= N, .

4) Es seien fiir # = N, die Minimalpolynome von B,
Pxy=f+Hx+... +f,x" (ficeZ,i=0,1,...,m).
Es gilt
PRy =PB, +r) =ratys !

wobei
'Yn =j;_ +f,’:'. (2 Bn + rn) + e +j;al (m Bl’lm—-l + (g') Bnm“‘z + b + rnm_l)

ist. Es gilt ic,a"|, = p~ @tk ynd 1 —}—»-’?E- > —;— wegen (5) fiir n = N, = N,.
n

Hieraus folgt fiir n = N

Un

e, 0, =p 2.

Da die Folge {u,} wegen (2) fiir n = Ny = N; monoton waechst, gilt fiir n = N,
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Ti+1 |
El

| Fy |p = max(| Cat1 |P | u'lP e

Cotz |pl u'lp H )

_Hatr  Unte
=max(p 2 ,p % ,..).

Daraus erhaelt man

_ Mata

Irr:]pgp z . (8)

Es gilt ferner

| 'Yn l.P = m:af {lf;i (V an_l + (;) an_z rn + + rnv_l) IP} *

Da|fil, <1 und |()l, < 1{1 < x =< v) sind, erhaelt man

|7, < max {1, B, |p, |7, 1"
Weil lim | B, |, = | B, und limir,|, =0 sind, ergibt sich fiir n= N,= N, mit
einer":g;;igneten Konstante e

| ‘Yn |p —<- I' (9)
Es folgt aus {7)

l -Pn(B) IP = I J‘" |P | le |P .
Hieraus und aus (8) und (9) folgt fiir n = A,

Hata

2B, =<l.p ?

2log, (—;—)

Es sei §,: = ”;Jrl + o . Wegen (2) und (4) gilt lim &, = + . Es
" n ro o
folgt aus der Definition von &,
! 1
1P < —— = —¢ 7
r 2 p 2
Hieraus folgt wegen {6)
1
| 2B |, = a0 (109
HP,)*

Die Folge {B,} hat unendlich viele voneinander verschiedene Glieder. Man kann
diese Eigenschaft wie im Satz 1 zeigen.

Wir betrachten die Folge der Minimalpolynome {P,} von Gliedern der
Folge {B,}. Unendlich viele Polynome in dieser Folge sind voneinander
verschieden, denn sonst misste {P,} aus Wiederholungen endlich vieler

L

R T I T

Li

5
24
ot
L
i

:
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Polynome bestehen, Daraus wiirde folgen, dass nur endlich viele Glieder
von {B,} voneinander verschieden sind. Das waere ein Widerspruch, weil
{B,} unendlich viele voneinander verschiedene Glieder hat. Also hat {P,}
eine unendliche Teilfolge {P,,k} mit ganz verschiedenen Gliedern. Da die
P,,k unzerlegbar sind, kann B Nullstelle von hdchstens einem P,,k sein, Im
Gegebenenfall kann man endlich viele Glieder aus dem Anfang der {P,,k} aus-
lassen, so dass es fiir », = N, = N, immer Pﬂk(ﬁ) s (O gilt. Andererseits konnen
die Héhen von P"k wegen (P"k)c’ =m nach oben nicht beschraenkt sein. Denn
sonst waeren P"k in endlicher Anzahl. Also hat {P"k} eine Teilfolge {P”k } derart,
i
£,

k;

dass H(P,,k) = H(B,,k) monoton wachsend gegen -}-eo strebt, Es sei Sp, 1T 5
i i i C3
fiir P, = Ny, dann gilt

1
HQ,, )

J

0’1‘5 !‘Pnf’ (B}L’?S
J

Wegen lim £, = + oo gilt lims, = + co. Daraus folgt wegen (P"k Y =m

ot oy E, ;
nP) = m. an
5) 1°) Es sei m=1. Da es immer
np) = 1 : (i2)

gilt, folgt aus (11) und (12)
pd) = L

2°) Es sei m > 1 und P(x) sei ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten und vom Grade 1 < 5 < m — |, Dann gilt fiir irgendeinen Index v

Weil (B,)” = m fiir v = N, ist, gilt P(B,) ¢ 0. Es gilt nach dem Hilfssatz 3

p(m+ [

{m -+ ) HB,y HPY"
mit | B, |, =p ™ und ¢, = min(0, k). Da lim|B,|, = |B|, gilt, ist die Folge
yotw

| PP |, =

{k,} von unten beschraenkt. Denn sonst waere

iﬁ|pzlim|ﬁv]pz]imp—kv:+Do_

AT N ] Y=+ oo

Also gilt — oo <k <k, mit einer geeigneten Konstante & < 0. Daraus folgt

k< t, < 0 wegen 7, = min (0, &,). Hieraus erhaelt man
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| PG |, = LA (14)
- (s+m HB)Y HEPY
weil ptn—1in = pm—% jst. Bs gilt s < m — 1 und daraus erhaelt man
p(rnél)iz p(rn—l)E L
GImlS em—nr ).
Also folgt hicraus und aus (14)
%
PE) |y = ——— e 15
PO = (15)
Man bekommt aus (15) und (6)
C.
PP 1p = 2 . 16
1 (B ) |p pcu(m—-l)uv H(P)m ( )
Ferner gilt wegen (8) und (9) fiir v = N,
LSS :
o lylp<ip” 727, (17)
Wir wachlen jetzt die Zahlen A und 1 so, dass dic Ungleichungen
A
el —1) +m (18)
und
& >hesn— 1 +m (19)

erfiillt werden. Es ist leicht zu sehen, dass & > 1 und n > 0 sind. Wegen (2) gilt
fiir v = Ny(n) = N,

Dy = tyyy (20)

s sei nun N* = N, und H* = p"¥*_ Dann gibt es fiir jedes H = H(P) > H*
gin 7, so dass es gilt

P < H < phinte,
Ferner ist n = N* fiir H > H*, Falls es fiir die oben gewachlte Zahl A

ety

P H<p a 21

gilt, dann sind p% < H und H" < p“+1. Hieraus bekommt man

€y Cq
=
pcu(m—l)u,; H"" Hca(mfiH-m

22

und
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. Hnts

Ip 2 5]H_%.

Wegen (18) kann man fiir hinreichend grosses n

L
HE# s i HCu(rIl—1)+IFJ
Cy

31

(23)

machen. Diese Ungleichung gelte fr H > H, . Hieraus erhaelt man fir # > H,

¢, !
= .
Hesln—D+m _%_
¥i )

(29)

Wir schreiben jetzt (13), (16) und (17) fiir v=# und erhailfen dann wegen

n= N* =N,

'P(B) = 'P(Bn) + ru Y)r >

C
P = .
| (art) E.F‘ _ pcu(ﬂl‘iJ“l! Hm ’

. Hpt

70 lp 1 Talp < 1072
Es folgt aus (22), (23), (24), (26) und (27)
|P(Br) |P = |rn|17‘ |7u|P'
Man erhaelt aus (25) und (28) fiir » = N* und H > max (H*, H)
| P(B) |P = i P(Bn) ip "

Hieraus und aus (22) und (26) erhaelt man

Cy

IP(B)IP?—W‘

Falis es fiir A die Bezichung (19) nicht gilt, dann giit

Hieraus folgen pn+i < H* und H < p”¥+1 . Wenn wir v=n-41 in
(16), (17) und (20) nehmen, dann erhalten wir

P(B) = P(Bn+1) + ]‘u+1 'Yn+I >

I P(ﬁu'i’l) IP ">— CT
P

colm—1) ko ff™"

. Hnt-a
I rrH-l ,P ['er+1 LP = Ip 2 3

n un+1 = Uty -

Da p+t < H" ist, folgt aus (32)

(25)

{26)
27

(28)

(29)

(30)
3),

(3D

(32)

(33)
(34
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Cr

| PGy lp = —— e (35)
Ferner erhaelt man aus (33) und (34)
_ Mtny, _n
| Fatq |P | Y1|+I 'p = Ip 2 = 1H 2 (36)

Wegen (19} kann man fir hinreichend grosses H

n
1172‘ = _E:{_ HJ.cu(ur—l)+m
7

machen. Diese Ungleichung gelte fiir H > H, . Hieraus folgt fiir H > H,

Cq - !
H;\cu(m—])ﬁ»m - a7 (37)
H?

Man erhaelt aus (35), (36), (37)
| P@at) o > | reas o | T - (38)
Wegen (31) und (38) gilt fiir # = N* und H > max (H*, H,)
P PB), =] PBus) | -
Hieraus und aus (35) folgt

Cy

i P(B) §p = I{‘Aru(m—-l)+m (39)
Also ergibt sich aus (29) und (39} fir H > max (H*, H , H)
¢
| @), > =, (40)
. HS

wobei ¢ = ¢, und 5 = hey (i — 1) + m sind. Weil diese Konstanten von H nicht
abhaengen und der Grad von P(x) nur die Werte von 1 bis m — |1 annehmen
darf, folgt aus (40)

H) = m. (41)
So ergibt sich zusammen aus (11} und (41) ,dass es gilt
HE) = m. (42)

Damit ist der Satz 4 in allen Teilen bewiesen.

Beispiele fiir den Satz 4. 1) f(x) :Z- 75 () :Z e
a#=0 r=0
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® T
2) Essei f(x) =Z—"1P x"mit (y,p) = (s, p) =1
Sﬂ

v .
A = Cp? und 4, = [So s ere s S.u] =G P, wobei Cy, C; > 1 Konstanien 5
Sn
sind. Dann gilt mit ¢, SL . pnt
Sﬂ
i , — p—nl — py—un
Calp y ey '

Hier gilt

Uy _ (n o+ D! =n+1—>+ o (fiir n—> + )

i, n!

und

1 ! !
log)(4,C,) _ logp A, 1log, €, _ ntlog, Cmllogs & o 4 io0c < too,

u, n! n!

Daraus folgen die Bedingungen (2) und (3). Als ein Beispiel hierfiir kann

— P2 — Pk
76 Z 3,,+1 x

w=0

gegeben werden.

§3. SATZ 5

Wir betrachten im Korper , die Potenzreihe

76 :Z X" (e, = M,fa), @
=0

wobei 1, (n =0, 1, ...} von Null verschiedene ganzalgebraische Zahlen aus einem
Zahlkérper K vom Grade s und a, positive ganzrationale Zahlen sind. Es sei
o eine von Null verschiedene algebraische Zahl vom Grade m. Es set ferner

max ([ 1,) = p=or, max (| o®],) —p+
f=1 i=1
und 4, : =[a,, ..., a,] und H, bezeichne die Héhe von 1,,. Sei L eine algebraische
Erweiterung von ¢ vom niedrigsten Grad ¢ mit KCL und Qo) CL. Dann gilt

t = m,s.
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Satz 5. Es sei die Potenzreihe

o

fx) =z Cy x" (C" = _21:_)

n=0

wie oben gegeben. Es seien ferner », > 0 fir n = N,

lim = = o @
L ] U,
und
1im _logy (4, H) < el &)

A0 7 u,

Dann ist der Konvergenzradius von f(x) unendlich und mit einem geeigneten
positiven ganzrationalen Teiler g von ¢ gilt f(a)e U, .

Beweis. 1) Es gilt
1 1 . M
= ES == I]m gn .

- — —————— u?f
i i ; — >t
lim \/ le, |, lim p~ =
4w L

Da es wegen (2) fiir hinreichend grosses n w,,, > 2u, ist, gilt fir n = N =N,
u, > 21Nt Un, .

Daraus folgt

limu, = + oo . “y
mte .
u 1= ) "
Da es andererseits & > ————— und lim — = + oo gelten, erhaelt man
b n oo B i
. W,
lim — = + oo (3
[ e 7

Hierays folgt # = + oo,

« f
2) Es seien p :Z& a” und B, :E Ty
aﬂ a\l
n=_0

v=_0

o' .. Um die Hohe von B,

nach oben abzuschaetzen, wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom

n
F — 4 A, R
(y,xu,...,x,,H)g ¥ T A X g
Lo a,

v=10

an, Weil FB,, ng, ..., M, , @) =0 ist, gilt mit einer geeigneten Konstante ¢, > 0
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H(ﬁn) < 320.442nn An’ Hﬂl Hnr H(a)"‘
ZeMALH! .. H].
Nach (2) und (3) folgt
lim un-l-l/logp (An Hn) = + o .
4w
Es folgt ferner aus dem Hilfssatz 4

Hﬂ:% = I'T]n+1 IP = p—”"+ll an+] ,F = p_u"+1 ¥

da | a,., 1, < 1 ist. Hieraus erhaelt man u,,, < log, H,

wt+1 Und wegen A, =1
Ut - logy H,t1
]ng (Art Hn) lng Hrz
Da fir #n— 4 oo die linke Seite der obigen Gleichung gegen -+ oo strebt,
strebt auch die rechte Seite derselben fiir n — - oo gegen + oo, d.h. es gilt
08 Hivr
nto log}’ Ifn

:-—I—-OO.

. . . i .
Daraus folgt mit einer geeigneten Konstante v mit 0 < v <C -é—-fur n=N,= N,

¥
H;l = H:H'-l‘

Es sei K,: = H, ... Hy,-1, dann gilt

H,.H, <H, .. Hy,—1.Hy,...H, < K, 0 H"t+1
' 1

<K, . B> < K H?,
Hieraus folgt fiir n = N,
Hp) < e A4, K HY =< ¢ (4, H Y,
wobei ¢, > 0 eine geeignete Konstante ist. Es gilt wegen (5) fir hinreichend
grosses n
e = prtiogyes < piin
Andererseits gilt wegen (3) fiir hinreichend prosses n» mit einer geeigneten
Konstante ¢, > 0 '
A, H, < p=in,
Also erhaelt man fir n = N; = N,

H(Bu) = pun+2£l::z Wy — pcsu,, . (6)

3) Wir beweisen jetzt, dass die Grade von P, fiir hinreichend grosses n
konstant bleiben. Es gilt

; ¢ - - @ eptl D 1
B — Bl = B9 — B9 + (@1 P — L a0y
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Wenn B = B, ist, gilt wegen (B,)° = d, < t und nach Hilfssatz 2 und (2)
fiir n = N,

18,0 po|, = Wwp) o cddi,p)
rn n P = H(Bn)[—l - pca(“‘”"n

Da es d, < ¢ gilt, ist die Anzahl von c¢,(d, , p) endlich. Es sei ¢; = ¢, (¢, p) =
min {¢,(d, , p)}, dann gilt ¢; > 0 wegen c(d, , p) > 0. Hieraus folgt fiir n = N,
dn

D_gW| -5
l BH Bn |P - pf-‘.'-(l'—l)ﬂn .
Es gilt ferner
" w P -1 , RS | , ; ; ,
e, @™ = e P, < max (|0, 1, |60, |6, |y | o[+

< P_un.*.lfk(n-f-l)‘
Aus (2), (4) und (5) folgt fiir hinreichend grosses »
C

] = 1
pc,I(rwl)un Puu‘*' 1+k(ﬂ+])

Also gilt fir n = N, = N,

B9 = B2l = 180 8,21,
Daraus folgt fir »> N,: aus B0 B folgt B = PP fiir jedes Paar
(i, /) mit i # j. Das bedeutet aber, dass die Grade der Glieder der Folge {B,}
fiir # = N, nicht abnehmen. Da ausserdem (B,)" =< ¢ ist, bleiben die Grade von
B, fest von einem Index ab. Also gilt (8,)' = ¢ fir » = Ny = N, mit einem
geeigneten positiven ganzrationalen Teiler ¢ von ¢

4) Es sei
PX)=fy +Aix+t ... +LX7(fieZ,i=0,1,..,9)
das Minimalpolynom von 8, fir » = N,. Es gilt
PBY=PB, +r)=r,Ya, 0]

wobei

Ye=A +LCB, +r)+ ... A+ .. +r7

. . . k .
ist. Es ist {¢, @"|, = p~@=+k" und es gilt 1 - RN %fur n= Ny = N; wegen

LY

(5). Daraus folgt fiir u = N;

— Ya
ECMU'",PSP 2.

Da die Folge {u,} wegen (2) fiir # = N, = N, monoton waechst, erhaelt man
wie im Satz 4 fir # = N,

i
I:
b
t
/
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ety
trolp =p 2 ®)
und

I'Yn [P = max {13 | Bn IP L , rn ,P}q_l M
Da es lim|B,|,=|B|, und lim|r,|, = 0 sind, gilt fiir n=N,= N, mit einer
o 4o s ]

geeigneten Konstante /> 0

I 'Yn IP = 'l' (9)
Es folgt aus (7)

lPr;(B)!p:]rﬂlﬂ'lynlp'

Hieraus und aus (8) und (9) folgt fiir n = W,

Ha41

| 2@, <1p 7

2log, L
Es sei &, 1 =" 4 " Dann gilt nach () und @ lim &, = + oo .
n n ne e
Daraus erhaelt man
! 1
I P"(g) Ep = Hnty - By tiy
P 2 r 2
und wegen (6)
1
| Pp(ﬁ) |IJ = —En . (10)
H(,)2en

Wie im Satz 4 besitzt die Folge {P,} eine solche Teilfolge {P”k }, dass alle
j
Glieder derselben voneinander verschieden und P,,k (B) == 0 sind und deren
i

Héhen H(P,,k )= 'H(Buk) monoton wachsend gegen - co streben. Es sei
i i
&,

k;

S, ::-~—é»—c*'-- fiir M, Z Ny und man schreibe (10) fiir die Folge {P,,k} , dann
J 3 J i

erhaelt man fiir me, = Ny

1
C=|P, P =—.
P P H, )"
i

Da lim &, = + oo ist, gilt lim S, = + co. Wegen (P,,k )° = g gilt hieraus
J'—>+w

s+ oa i 7

) = ¢q. an
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5) 1°) Es sel ¢ = 1. Da es immer gilt
np) = 1, -1
folgt aus (11) und (12) '
mp)=1.
2%) Es sei g > 1 und P(x) sei ein Polynom vom Grade r(l < r < g) mit
ganzrationalen Koeffizienten. Dann gilt fiir irgendeinen Index v
P(B) == P(ﬁv) + Fe ¥y (13)
Da es fiir v = N; (B,)° = q ist, gilt P(B,) = 0. Es folgt aus dem Hilfssatz 3 mit
[By ] = 27" und ¢, = min (0, k,) -
'p(?*l)fv
r + ) HBy H(P)?
Da es lim|B, |, =| B, ist, ist die Folge {k} von unten beschraenkt. Denn
y* oo

| PB) 1, = (14)

sonst waere
lB'p:lim'BVIP:Hmp%k" = oo
bk v+ .

Das widerspricht der Tatsche, dass (1) fir x =a konvergiert. Also gilt
— oo < k< k, mit einer geeigneten Konstante k < 0. Daraus folgt & =< #, < 0
und wegen r < g—1

pla—s . E(q—n?

r+9! " Qg — 1

Also erhaelt man aus (14)

= Cﬁ (Q: p) .

Cs

PBY, = 15
PO = 1 oy @
Es folgt aus (15) wegen (6)
Cs
[P |y = pesa—Vau F(P)? (.16)
Es gilt ferner wegen (8) und (9) fiir v = N,
LAY
e ol vl = p7 72 an
Wir waehlen die Zahlen X und n so, dass die Ungleichungen
A
> >eg—1)+q (18)

und

%>?~c3(q— 1) +gq (19)




UBER GEWISSE POTENZREIHEN 35

erfilllt werden. Man sieht leicht, dass es A > 1 und 1 > 0 gelten. Aus (2) folgt
fir v = N(m) = N,
Nty <ty 20)
Es seien N* = N, und H* = p"¥*. Es existiert fir jedes H = H(P) > H* ein
solches n, dass es gilt
pin = H < plnts

Es gilt ferner n = N* fir H > H*. Falls es fir die gemaess (18) gewaehlte
Zahl A gilt

Hpt1

pln = H<p » , e

dann gelten p¥ < H und H" < p¥~+1, Hieraus erhaelt man

% > % (22)
pcs(q—-lJun H? Hreslg—1)+a
und
Unt1 L
Ip 72 =[IH 2, (23)

Wegen (18) kann man fir hinreichend grosses H
LS i
H2 = — Heslg—1)+g
Cs
machen. Diese Ungleichung gelte fir H >- If, . Hieraus bekommt man fir 7 > H,
Cq !

(g—1 - Al
cglg—1)--q AN
Hes 178

@49

Wir nehmen v =g in (13), (16) und (17) wegen n = N* = N,. Also erhaelt man

P(i}) = P(Bn) + f'" Yn » (25)
Cs
[ PR |» = W (26)
und
Ha+ 1
lralolval, =i 2. @7
Aus (22), (23), (24), (26) und (27) folgt
|P(|3n)’p >Irn|PI’Yrr IP' (28)

Wegen (25) und (29) erhaelt man fir » = N* und H > max (H*,H)

tP(B} |F = IP(BH) LD "
Daraus und aus (22) und (26) folgt

T S T T T T A T
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C
| P® > = i - (29)

Falls es fiir die oben gewachlte Zahl & (21) nicht erfiillt, dann gilt

LR

p r = H< pHaty, (30

Hieraus gelten p¥t: < H* und H < p¥a*., Wir nehmen in diesem Fall
v=mn+1in (13), (16), (17) und (20). Dann gelten

P(B) = P(BII+]) + r.u+] ’Yu+‘l > (31)
<
P >
PG |y = o (32
_ Hpte
' oty 'P‘ Yot !P = lp 2, (33)
i, = u?{+2 . (34)
Wegen pUr+1 < H* folgt aus (32)
%
| P(Bu-l—l) IP = ch.g(q#l)—{—q . (35)
Ferner folgt aus (33) und (34)
Myt .
lrn+1 !Pl JYn+l |p = lp 2 = IH 2 (36)
Wegen (19) kann man fiir hinreichend grosses H
- H
o2 > — Hwalg—+g
€5
machen. Diese Ungleichung gelte fiir H > H,. Dann folgi fiir H > H,
{
i S (37

e {g—1} g .
ey 2

Man erhaelt aus (35), (36) und (37)
I P(Bn+1) IP = lrn+l IP I Yﬂ‘l‘l ,P * (38)
Also folgt aus (31) und (38) fiir » = N* und H > max (H*, H,)
; P(B) J.D = ,‘P(Bf!+l) '.P *
Hieraus und aus (35) erhaelt man

Cs
[ P@) ], = HrealaD4g )

Also ergibt sich aus (29) und (39) fiir /4 > max (H*, H, , H)
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| P@) |, > =, 40)
H 5

wobei ¢ — ¢; und §s=A eylg — 1) + g sind. Da diese Konstanten von f nicht
abhaengen, und der Grad von P(x) nur die Werte von 1 bis g — 1 annehmen
darf, erhaelt man

P =gq. (41)
So ergibt sich zusammen aus (11} und (41), dass es gilt
np) =q. “2)

Damit ist die Behauptung des Satzes 5 in allen Teilen bewiesen.

Bemerkung. Obwohl der Satz 1 ein Spezialfall des Satzes 2 fiir m = 1. ist,
ist der Fall des Satzes 5 fiir s = 1 mit dem Satz 4 nicht ganz {ibereinstimmt,

Beispiele filr den Satz 5. 1) Es seten 1, =1"p" und g, =a" in der
Potenzrethe .

n
n=

wobei a (@ > 1) eine.positiﬂ'é ganzrationale Zahl mit (@, p) =1 und ne K mit
12 — & =0 und b keinen quadratischen Rest mod p sind. Dann gilt

ﬂ.’.’_ — IT| IIJ ! _-p—kn —nl
B n 1P
Hieraus folgt .
2 (i)
77 = max LM - »nil ,
, . it an .P an !ﬂ
) & 0, @
denn es gilt —"—— —- . Daraus erhaelt man u, = n! + kn Es gilt
a, a, ‘
i ! 1
oy, DA D L irnes 4 ).
u, n! 4 kn R o

Wenn wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom F(z, ¥} = z — 3" anwenden, dann
gilt mit einer geeigneten Konstante ¢; >0

H(ﬂ") = CI" -
Hieraus und wegen 4, = a" folgt

1— logp (A Ez)

no 4 ® i

<logpa< + oo,

n

Also wird die Bedingung (3} des Satzes 5 erfiillt. Es ist leicht zu sehen, dass (2)
aus der Definition von ¢, folgt. In diesem Beispiel ist s = 2.°
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OZET

Bu caligmada, belirli gartlar altinda ccbirsel argiimanlar igin Mahler’in Up,
alt sumfinda deger alan ve katsayilart cebirsel olan kuvvet serileri incelen-
mektedir.




