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UBER EINIGE KOMPLEXE UND P-ADISCHE LUCKENREIHEN MIT
WERTEN AUS DEN MAHLERSCHEN UNTERKLASSEN U,

B. M. ZEREN

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich zuerst um einige Liickenreihen

mit rationalen Koeffizienten. Es wird gezeigt, dass eine solche Lickenreihe

fiir von Null verschiedene algebraische Argumente unter gewissen Bedingun-

gen tber die KoefTizienten zu einer passenden @/,-Klasse gehdrt. Das

Ergebnis wird dann auf Liickenreihen mit algebraischen Koeffizienten

verallgemeinert und auf solche mit Koeffizienten aus dem p-adischen Gebiet
itbertragen.

§ 1. EINLEITUNG

Im Jahre 1946 hatte Harvey Cohn [*] gezeigt, dass eine Liickenreihe
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mit rationalen Koeffizienten cy; fiir von Null verschiedene algebraische Argu-
mente unter gewissen Bedingungen transzendente Werte annimmt. Die p-adische
Ubertragung dieses Satzes worde in der Arbeit von H. Senkon ["] gegeben.
Andererseits hatte K. Mahler {1965) in seiner Arbeit mit dem Titel “Arithmetic
properties of lacunary power series with integral coefficients” die allgemeinere
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Liickenreihe ZP"(Z) mit P(z) =Z Jn-2", fi, = 0 und ganze rationale Zahlen
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untersucht und eine notwendige und hinreichende Bedingung gegeben, die ans-
driickt, dass diese Reihe transzendente Werte flir algebraische Argumente an-
nimmt. Spéiter hatte E. Braune (1977), unter Verwendung der Mahlerschen
Ideen, in seiner Arbeit mit dem Titel “Uber arithmetische Eigenschaften von
Liickenreihen mit algebraischen Koeffizienten und algebraischem Argument”
einige Ergebnisse erzielt. Nach einer von diesen Ergebnissen sind dic Werte
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der oben erwdhnten Reihe fiir im inneren des Konvergenzkreises liegende
rationale Argumente keine (Mahlersche) S-Zahl. Andererseits hatte LeVeque
[?] in 1953 bewiesen, dass die U,,-Unterklassen (m = 1,2, ...) in der Mahlerschen
Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen nicht leer sind. K. Almacgik hat
1978 in seiner noch nicht verdffentlichten Dissertation [!] unter Verwendung
der LeVequeschen Ideen bewiesen, dass eine rationale Funktion einer Liouville-
schen Zahl mit algebraischen Koeffizienten unter gewissen Bedingungen zu einer
passenden U,,-Klasse gehdrt. Im Jahre 1979 hat M. H. Oryan in seiner noch
nicht verdffentlichten Dissertation [*] mit Hilfe der Arbeiten von LeVeque und

K. Almagik gezeigt, dass eine ganze Funktioann 2,0, = 0(@m=0,1,..) mit
n=0

rationalen Koeffizienten fiir von Null verschiedene algebraische Argumente vom

Grade m unter gewissen Bedingungen Werte aus der Unterklasse U,, annimmt.

Er hat dann diese Ergebnisse auf ganze Funktionen mit algebraischen K oeffizi-

enten verallgemeinert und auf Potenzreihen mit Koeffizienten aus dem Hensel-

schen p-adischen Kd&rper iibertragen.

In der vorliegenden Arbeit werden dhnliche Ergebnisse fiir die von H. Cohn
betrachtete Liickenreihe erzielt. Auf diese Weise wird das Analogon der von
M. H. Oryan gegebenen Ergebnisse fiir keine Liicke enthaltende Potenzreihen
mit unendlichem Konvergenzradius, fiir Potenzreihen mit eventuell endlichem
Konvergenzradius, aber dafiir mit Liicken gegeben. Genauer : In Liickenreihen
F(z) = > ¢y . 2", mit einem positiven Konvergenzradius: a) Die Werte F(w)

i=0
von F(z) gehoren zu U,,, wobei z = o eine von Null verschiedene algebraische
Zahl von Grade m bedeutet, wenn die Bedingungen 1) die Koeffizienten

cy; sind von Null verschiedene rationale Zahlen,IZ) limj“”—‘: 4 oo und

i+ n‘.

3) lim log du _ + oo mit An = [dny , ..., @] P erfiillt werden (§2, Satz 1).
e py
b) Unter gewissen Bedingungen gehéren die Werte F() zu U, an, wobei o eine
rationale Zahl ist, wenn ¢,; Elemente ( ¢ 0) eines algebraischen Zahlkorpers K
vom Grade m sind (§ 2, Satz 2). Dann werden dic Ergebnisse in a) und b) auf
gine Liickenreihe mit Koeffizienten aus dem Henselchen p-adischen Kirper
iibertragen und es wird gezeigt, dass die hiesigen Funktionswerte zu der p-adischen

U, -Unterklasse ® gehéren (§3, Satz 1 und 2).

"m

) Dabei bedeutet [, , ..., a,] das kleinste gemeinsame Vielfache von a,.,...,4a,,,
b 0 i ] ny
iy

nj

WO ©,, = (ay, b e Z;i=0,1,..) ist.

®)  Siehe [*].
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Der Beweisplan der Sitze 1 und 2 vom §2 ist folgender :

Es ist bekannt, dass die Klassen A, S, T, I/ der Mahlerschen Klassenein-
teilung ? identisch mit den Klassen A%, §*, T*, U* der Klassifikation von Koks-
ma ? sind und weiter U, =U* ist, wobei m irgendeine natiirliche Zahl bedeutet *.

Daher handelt es sich um die U*-Klassen in der oben erwihnten Sitze und
es wird gezeigt, dass die Zahl § = F(o) zu U* angehort. Nach der Definition
ist: £ = F(o)e U¥ < p*E) = m. Um die letzte Gleichung zu verifizieren, miissen
wir folgende zwei Bedingungen betrachten. Namlich : Gelten fiir die Zahl
& und unendlich viele algebraische Zahlen 1, vom Grade m die Ungleichungen

0<|&—n,| < C.H@®)®, limo¥*n) = + o (4%

now

und wird ausserdem fiir alle algebraischen Zahlen {, deren Grade kleiner als
m sind,

& —B 1> c . HEBY™, (B")
so gilt
p*E) =m.
Dabei sind ¢” und s von der Héhe von § unabhingige positive Konstanten,

(Beweis. Aus (A¥) ergeben sich

WH(H, , B) = Min £ —1,| < ——s-, lim w¥(n) = + oo
'n;’ri'm f n-w
die Héhe von v, < H,
My # &
und
log——1 . log~-
EH, WHH,,D & o 1
log H, = log H, + [w*) 1]

Die rechie Seite strebt fiir H,— + oo gegen - e, d.h. W = 4 o, Dann
ist m = p*. Aus (B*) folgt

r

Wi (B, 8> e

woraus lasst sich

% Sieche [°], Kapitel 3.
Y9 Siehe [''].
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1 1

T wa— lo —
FH Wa (1,8 R D
log I log 17 _

schreiben. Die rechte Seite strebt gegen (s — 1) flir 7= oo, d.h. Wi <+ oo,
Daraus bekommt man g* > m).

Der Beweisplan der Sitze 1 und 2 vom § 3 ist folgender :

Hier handelt es sich direkt um die Unterldasse U, in der p-adischen Mahler-
schen Klasseneinteilung. Wegen der Definition ist 1 £ = Flo)e U, < n(§) = m.
Daher wollen wir folgende zwei Bedingungen zeigen: Wenn fiir die p-adische
Zahl € und die unendlich viele Polynome P, (x)} mit ganzen rationalen Koeffizien-

ten

0< P, < ¢. HP)=W, limwH) = + o (4)

N3

gilt, und fiir alle Polynome P(x) mit ganzen rationalen Koeffizienten, deren
Grade kleiner als m sind,

PG|, > ¢ HPYs (3)
ist, so gilt
&) =m.

Dabei sind ¢” und s von der Hhe von P{x) unabhingige positive Konstanten
(Der Beweis wird wie oben gefithrt).

§ 2. LUCKENREIHEN IM KOMPLEXEN GEBIET

Zunichst wollen wir einige Hilfssidtze angeben, die bei den Beweisen der
in diesem Paragraphen gegebenen Sitzen benutzt werden,

Hiifssatz 1. Es seien o; (=1, ..., k; k = 1) aus eincm bestimmten algeb-
raischen Zahlkdrper K vom Grad g entnommen und die Héhen derselben mit
H(u,;) bezeichnet.

Es sei ferner n eine weitere algebraische Zahl, die von o;(j=1,...,k%)
durch die Relation

Fm,o;,...,0)=0

abhingt, wobei F(y, x,, ..., x;) ein Polynom mit ganzen rationalen Zahlenko-
effizienten in seinen sdmtlichen Argumenten bedeutet.

Es sei ausserdem der Grad von F(y, x, , ..., x;) nach y mindestens 1.

Dam ist der Grad von 1 < dg und es gilt fiir die Héhe H(1n) von n fol-
gende Abschitzung :

T T L R AT
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H(n) < 3%+@tovtde | (8 Hia)hs ... Hia e . 1))

Dabei bedeutet 4 den Grad von F(y,x,,...,x,) nach y, [; den Grad desselben
nach x; {(j =1, ..., k) und H das Maximum der Absolutbetrige der Koeffizien-
ten von F(y,x;,...,x,).

Beweis. Siehe [*].

Hiifssatz 2. Es seien o, ,®, zwel algebraische und zueinander konjugierte
Zahlen, k ihre Hohe und n thr Grad. Dann gilt

| o, — 0, I > (4n)7(n—2h’2 A {(H -+ 1) h} ~{Zn—1){2 (2)
Beweis. Siche [*].

Hiifssatz 3. Es seien y,8 zwei algebraische Zahlen mit den jeweiligen
Graden n, , n, und den jeweiligen Hdhen 4, , &, . Dann gilt

l .
oMax Ga b1 ((n, + 1) hs . ((ny + 1) Bym

|y-—23]|> 3)

Beweis. Siche [*].

Satz 1. Wir betrachten die Liickenreihe

Ay

F(z) _zcﬂi g (C", _ by 5 buy , any ganz rational, b, 5= 0 und ay > l) 4
im0 :
unter folgenden Bedingungen

I’l;{,]

lim - = oo, )
w7y

— log 4,

lim L < ‘I‘ oo (An,- = [ano 3 tee g anj]) » (6)

i 1

und wir setzen voraus, dass der Konvergenzradius R, dieser Reihe positiv ist.
Es sei zugleich a eine algebraische Zahl vom Grade m, die die Bedingung

0 < |a] < Ry erfiillt und deren Konjugierten dem Absolutbetrage nach voneinan-
der simtlich verschieden sind. Dann gilt : Fla)e U, .

Beweis. o sci cinc algebraische Zahl, die den Ungleichungen 0 < [o| < R;
geniigt und deren Konjugierten mit sémtlich verschiedenem Absolutbetrag sind.
Wir bezeichnen ihre Hohe mit H(¢) und wir bedienen uns der Abkiirzung & fiir
F(0). Dann lassen sich
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£ = Ny, + Iy @)
g b
T = E o, (8)
fnj
=0

Fay, :Z bn; vl (9)
an;

i=k+1

schreiben. Andererseits folgt aus (6) : [an, . ..., an;] < A", wobei A eine von »
unabhéngige positive Konstante ist. Multiplizieren wir die beiden Seiten von
(8) mit Ay, , so erhalten wir die Gleichung

P(Mg > 0) 1 = Ay . T, — A+ bug a0 — . — A s o' =0,

g any,

wobei die Koeffizienten von iy, und o™ (i = 0, ... , k) ganze rationale Zahlen
sind. Wenden wir den Hilfssatz | von §l auf die Relation P(i}s ,0) =0 an:
Ist H die Hohe von P(y, x), so ist nach der Cauchyschen Ungleichung

_ 5
ifﬂ;ﬁ& , M bezeichnet das Maximum

M [—
|Crll‘_<_‘EﬁT(iﬂ-i<p<.RF,p:

der auf |' z | = p angenommenen Werte von | #{z) |) . Hieraus ergibt sich

A%
M(—) , falls p <1
H = P

2

\M.A"k , falls p=1
woraus man

H < M.B%

mit Max (i , A) = B erhilt. Andererseits, da [Q(u) : O] = m ist, ist g = m.
p
Ferner sind / = n, , d=1. Dann kann man eine obere Abschitzung der Hohe

H(iln,) von 1y, mit Max (1, M) = M, in der Form
H(y) < 3™ M B% " [H(o)]*™
< 3% M B [H()]s ™ (10)
schreiben. Aus (10} folgt mit 3**. (M, B)” . H{u)" = ¢,

5) st Ry — + oo, so ldsst sich eine beliebige Zahl, die der Bedingung p > m geniigt,
als p nehmen.

L T T T T T T L T T T Ly T T T S T T T T T Ty T T i i T L L T i L L D i T oy e T e
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H(nwy) < 6™, (an

wobei ¢, eine von a abhéingige, aber von » unabhéingige positive reelle Zahl ist.
Es ist sogar ¢, > 1.

Jetzt zeigen wir die Ungleichung (4*) von §l1. Dazo wollen wir

| & — M. | = | ruy | mach oben abschétzen.
Wegen (9), |a| < p < Ry und 2"" < ;‘i ist
i

o

bu- - M et . m mz
I’;—nnklsz — -!al"'S*m“-lul"+‘-[1 Rl S Sl S
il P p P
Toeg Ve
= (M) . M . ;_ .
p 1 _ef
p
) ) ) . 1 :
Die letzte Ungleichung 1dsst sich mit M. ————=1¢ (¢, =¢, (@) > 0) und
. lal
p
i:p_i—; ¢, (¢, =cy(w) > 1) in der Form
a
&=l = (12

schreiben. Aus (12) folgt mit Beriicksichtigung von (11}

¢ )

[ & — W | =< T = e s
b1 22578 Hheer
(enk.logco) n. . log e, H("'Ink) e
wobei
log ¢
0BG =c, (c} > 0) (13)
log ¢,
gesetzt wurde, d.h.
c . R
18— M| =< Py , lim e pea (14)
el L ey few nk
H{N) e

Nun betrachten wir wieder 1., , die durch (8) gegeben ist. Im Falle m =1
ist der Grad von ng, gleich m. Im Falle m > 1 sind alle Kérperkonjugierten von
T, in bezng anf G(a) nach einer bestimmten Stelle ab voneinander verschieden,
Dadurch ist der Grad von 1, gleich m. Die erste Behauptung ist klar. Um die
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zweite Behauptung zu beweisen, unterscheiden wir zwei Fille: Fiir ein festes
Paar (i,j) (i = j):

a) von einer bestimmten Stelle an folgt aus Tlf,? 5 ng) die Ungleichung
k I3

i )
]"J'\‘H. i n"k+1 :

b) fiir jede Zahl 5, ist mindestens eine der beiden Ungleichungen qg) = n;azf )
k &

und n = '  richtig.
Mpety

v
Zu a). Aus
N = g Jrffffi'_]__(a(-'))”wrl
L 28] . gy
(15)
. b
N — iy o ZPkE e (YL
= T PR
., =T s, (a'?)
gewinnt man
. . . , b )
o 11(’) - ,n(,, o 11(’) _ Mhe+-1 . ] (U,(.'))n;\»u - (a(;))'*k-u-l | . (16)
Hiira A+ i i gy

Bezeichnen wir den Grad von 1, mit v. Dann ist v < m. Betrachten wir den

Hilfssatz 2 vom § I, so erhalten wir unter der Voraussetzung n,g) # ng)
& %

00 — P} = L S (7

iy . 2m—I
H(w)

I ¢,. Aus (11) und (17) folgert man

mit - =
(4m)(rap—2);'2 . (m -+ ])(Zm—l).fz

@ D] G4
l nnk nnk = 2m—1 B ) (18)
—-

Cy

Das zweite Glied der rechten Seite von {16) l&sst sich in der Form

L (@) et (@Y | < Drcss 2[a T
Mgy LR
ﬂf[___ “TE"’H" 19)
p”k-{-l
nach oben abschitzen. Es lisst sich (16) mit Hilfe von {18) und (19) als
N o €4 M 20)

> —_— e — —
iy B | — 2m—| . P i1
2 = _

Co
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schreiben. Da lim J%*L — + oo ist, kénnen wir jetzt behaupten, dass mit
freo nic '
einer passenden Zahl k, folgendes gilt :
2M ' ¢, .
—“B“—,m<—‘2"‘;:_]—* fiir k>kn (21)
(:‘) _2 « Fge
|| %
{(Denn (21) ist der Ungleichung
log 2M — n, . log P< loge, — M n, log ¢,
la 2
dquivalent. Dividieren wir die letzte Ungleichung durch n,, so erhalten wir
— 1
2m log ¢y log 2M < log e, EE log p)'
"y . 7y o E

— oy . 2
Die linke Seite dieser Ungleichung strebt, wegen rpl > 0, gegen m log ¢,

| o
fiir k — oo, die rechte Seite derselben strebt gegen -+ oo flir k~» oo. Damit
ist (21) bewiesen).

Aus (20) und (21) ergibt sich nun die Behauptung a).

Zum B). Wir setzen voraus, dass sowohl n') = 11¥? als auch n®® = n»
A 3 it Ay
sind. Aus (15) folgt dann
() S (VO W
Hieraus, durch Ubergang zu den absoluten Betriigen und Bildung der m,,, -ten
positiven Wurzel, ergibt sich
6@ | = o,
was nun der fiir o gegebenen Hypothese des Satzes widerspricht. Damit ist auch
die Behauptung b) bewiesen.

inigen wir a) und b). Ist 7@ U} | so ist wegen 0 o
Nun vereinigen wir a) ). Is nnk*¢11m‘*, o 15t weg a)nnk*+1;én"k*+l

Wenn ni? =nW ist, ist wegen b) n¥@ £ Also fir kK = k* + 1 und
nyx Hy* LA ke

ein beliebiges Paar i, j ist q;:;{ # nf;’k) , weil &% offenbar von i, j unabhiingig ist.

Oder anders ausgedriickt : der Grad von s, wird fiir £ = &* + 1 gleich m,

weil alle Kérperkonjugierten von 7, voneinander verschieden sind. Der Grad

von T, ist also filr & = k* gleih m. Nun wollen wir zeigen, dass wir aus der

Folge {n,} eine unendliche Teilfolge herausgreifen koénnen, deren Glieder

. . . . b
vom m. Grad und voneinander und von & verschieden sind: Weil o und —%

Uy,
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von Null verschieden sind, ist T, ¥, . In der Folge {n.,} gibt es dann
wenigstens zwel Gliedern, die voneinander verschieden sind. Wenn die Folge
{Nn,} endlich viele voneinander verschiedene Glieder hitte, wiirde sich eine
positive untere Schranke der Zahlenfolge {|Mmy; — Mu i} geben (Wiren die
verschiedenen Werte u,,..., #,({ = 2), so wiirde diese untere Schranke gleich
Mrin |#, —u,|, was nicht mdoglich ist. Denn man kann die Differenz

re=l

r+5
b"k+1 Lokt

D1
das allgemeine Glied einer konvergierenden Reihe ist). Danach enthilt die

Folge {n.; unendlich viele voneinander verschiedene Glieder.

!ﬁnkﬂ—— N | = beliebig klein machen, weil die rechte Seite

Die Héhenfolge H(n.,) dieser letzten Folge ist nach oben unbeschrinkt.
Sonst enthielte die Folge {n.,} nur endlich viele voneinander verschiedene
Glieder, weil die Grade von 1, kleiner als oder gleich sz sind. Nun wiahlen wir
eine Teilfolge, die streng monoton gegen - oo strebt. Alle Glieder der ent-
sprechenden Teilfolge {ﬂnk,-} sind voneinander verschieden und héchstens eins
dieser Glieder kann gleich & sein. Man kann aus dieser Folge durch Weglassung
endlich vieler Glieder eine neue Folge herleiten, so dass alle Zahlen ny,, der
neuen Folge von #. Grad und von £ und voneinander verschieden sind. Hierzu
geniigt &; > k* und eventuell k; >> &, falls 1, = £, zu nehmen.

Ferner strebt die Folge {H(t)} monoton gegen + oo, und unter Mitbe-
riicksichtigung von (14) die folgende Anndherung gilt :

31

0< &~ | < B @2

H(wy) ™

e

Dabei sind die Grade von Ty gleich . Nennt man
Ry

=5, , so wird
iy

iy

:Skj‘

Die obige Ungleichung kann man in der Form
[
0<|E— "r]nkj| << WMIST (23)
Hu Y
schreiben. Da ¢; >0 ist und s~ oo, gilt 5, . ¢;—> + co . Es muss also
EeU,v...WU,, dh

WME) <= m. (24)
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a) Ist m = 1, so ist immer p*&) = 1. Wenn wir auch (24) betrachten,
erhalten wir

pre)=1.

b) Nun wollen wir die Relation (B*) von §1 fiir alle algebraischen Zahlen
B zeigen, deren Grade kleiner als m sind. Dazu fassen wir die Ungleichung

lE=Bl=]0w — B +E—mu)| = [y —B|— |7, — &| (25)

ins Auge: Wir wollen eine untere Schranke fiir den Ausdruck |n., — B| und
eine obere Schranke firr |n. — £} finden. Es sei die Hohe von 1, mit H(n.,)
bezeichnet. Der Grad von 1, war fiir / = &* + i gleich m. H(B) und ¢ seien
die Héhe von P und der Grad desselben. Fiir ¢# gilt die Ungleichung | <¢<m—1.
Aus Hilfssatz 3 folgt

s

HEY" . Hma)™

wobei ¢, wie man sicht, eine von H(B) unabhiingige Konstante ist. Die Rela-
tion (25), wegen (11), (12) und (24), kann man als

lTln; —B l = Cs= R ) (26)

Cs €1

l(t: - ﬁl = H(ﬁ)m- co(m—l) "y - _C_z_nl“'l : (27)
schreiben. Aus (27), mit Beriicksichtigung von (13), ergibt sich
. Cs _ %!
L T T St 28)
Es sei /() gegeben. Betrachten wir die Doppelungleichung
ek < H(P) << ¢k t1, (29)

Die Zahl n, , die (29) genigt, ist eindeutig bestimmit, weil die Zahlen ¢, im
engeren Sinne monoton wachsen. Jetzt unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem
H(B) zum ersten oder zum zweiten der folgenden Teilintervallen gehort :

R33N
1) e < HB) < ¢ *
T
2 ¢ b = HP) < g%+t

Dabei ist A > 1 eine spéter zu erklirende natiirliche Zahl.

Im Falle 1). Es sei abkiirzend H{(B) = H gesetzt. Gehen wir mit
I=k(k = k* + 1) in (28) ein, so wird diese Ungleichung unter Benutzung
von 1) zu




fiir H(B) > H, .

Im Falle 2). Gehen wir mit 7=k + 1 (k = k* + 1) in (28) ein. Dann
gilt unter Benutzung von 2) in (28): '
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— B> 3 — R 30 i

| & B I H(B)ﬁm-«l I{(B)cs WA ( ) \

Wenn die Zahl A so gewihlt wird, dass sie der Ungleichung
2m — 1

A>T (31)

G g

geniigt, wird
— 5 < S

H(B)an 2 H(B 2m—1

fir H> H,, d.h. es gilt .
ef2

E—Bl> 22— 32 :

[€— Bl HEy (32) :

- . Cs _ 4 i
ig Bl = H(B)m . co(m——l) s co('ﬁ Mg (33} ?
- & _ €)
}HB)M . H(B)R(m—l) Cﬂl’.‘s Mg ‘
Aus (5) folgt
Pets ooy (k> k) E
Rty

fiir eine hinreichend grosse Zahl k**. Dabei ist p eine positive Zahl, deren
Wert spiter erklirt werden wird. Aus (33) und (34) ergibt sich

o Cs o | - '
I g B 1 = H{B}i’{!-—}- A1) Coc” PR PR ;) (3 5)
Cs [

> —
H(ﬁ)m,p.?\(m—l) H( ﬁ)cﬂ L

fir k> k*** mit k*** = Max (t* + 1, £**). Nun wihlen wir die Zahl p so,
dass ‘

RS UES 36
G

erfillt ist. Fiir Af> H, gilt
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¢ ~ csf2
. < —
HEe  HEy o

>

wobei H, eine passend gross gewidhlte positive Zah! ist, und (35) gibt uns die
folgende Ungleichung :

o2 &)

;& - Bl > W?\(in—l)

Nun vereinigen wir 1) und 2) : Es sei ¢,"**"" = H,. Nimmt man H > I,
so wird k = k***, Fiir gentigend grosse Zahlen H und #($) > Max (H,, H, , I1,)
erhdlt man

C

|6 —B|> G | (38)

H(ﬁ)m + Mmi— 5_‘.—

. L
mit ? == Cg -

Somit ist die Relation (B*) gezeigt worden, d.h.

€)= m. (39

Aus (22) und (39) folgt nun p*(€) = m. Mit anderen Worten ist {e U*,
dh EeU,.

Satz 2. Wir betrachten die Liickenreihe
F@) = > . 2" (40)
i=0

mit algebraischen Koeffizienten aus einem festen Zahlkirper unter folgenden
Bedingungen :

thn i+t 4 oo (41)
e g,
_— IOg hn,— |
L (o, = Herm). @)
i+ 1,

i

Mit m bezeichnen wir den Grad des algebraischen Zahlkdrpers

K= Q('YHOJ 7"13 ey 'Yn", ...)

iiber @ (Kdérper der rationalen Zahlen) und wir setzen voraus, dass unendlich
viele Zahlen unter den algebraischen Zahlen v, existieren, deren Grade gleich

m sind. Es sei ferner der Konvergenzradius R der Reihe Zhn,.. 2" positiv. Dann

ist F(r)e U, fiir z = re @, die die Bedingung 0 <!r| < R erfiillt,

R
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Beweis, Die Reihe (40) konvergiert fiir z—r, weil die Relation |ys; | < 2 Ay
gilt. Wir bilden F(r) =&, wobei z=r = -b— (g, be Z ; a > 1) ist. Wir haben
a

& = T + Fiy : (43)

k
b\
o= - (—) : @4
. a
j=0 .
i"nk = 'Yn'- . (""_) . (45)
. Z a

i=k+1

Multiplizieren wir die beiden Seiten von (44) mit a¢", so erhalten wir die Gleichung

.H' M b “0 ] b nk
Py, 5 Vg s ovv s Vo) 1 = @™ My — ak-'Y"o-(”a_) . —a"-vnk-(wa—) =0

Dabei sind die Koeffizienten von P nach fu, ¥uy, ... , ¥m, ganze rationale Zahlen.
Wenden wir den Hilfsatz 1 vom § 2 auf die Relation P(Nu, Yoy, ... Yu) =0
an, so bekommen wir - wenn wir die Hohe von P mit H bezeichnen-

H < d%. |b|%,

woraus man

H < A (46)
mit a.|b| — A erhilt. Aus (42) folgt
k"i - H('Y"r) = B (f - 05 1; ---) ) (47)

wobei B eine passende, von #; unabhingige positive reelle Zahl ist. Dann mit
Beriicksichtigung von (46) und (47) erhélt man folgende obere Abschitzung
fiir die Hohe H(n) :

H(ny) < 3973000 A% Hyn)™ ... H{yn)™
- _34"k'm L AT (Bno)m (B"k)m

- .34rrk.m . A"k'm . B("O+"'+"k)m . (48)

Wegen der Relation (41) ist ~%- > 2 fiir k > k* mit einer passenden natiir-
L

‘ k
lichen Zahl &*. Hieraus ergibt sich an < 2nm, (fur & > k*). Aus (48) folgt

i=0
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Hy) < ™ (firk > k%) (49

mit Brot-tmr—g 34 AT B2 — ¢ (> ]).
Um die Ungleichung (A*) von § 1 zu zeigen, wollen wir |§ — ﬁ,,,(| = | i |
nach oben abschitzen. Wegen (45), |.r§ <p<R (p =L2+R—6)) und

| Yu{ = —= (M bezeichnet das Maximum der auf |z| = p angenommenen
p" : ,

Werte von | F(z)|) ist

o

lé%nnklszwml-lri”"g

. 2
et [1 I L L ]
p

prtt p?
i=l-t1
PRt
D AR VS U
P 1 — | i'l
p
. . . . 1
Die letzte Ungleichung ldsst sich mit M, O =¢, (¢ == ¢ (r) > 0) und
[ — 120
P
—ﬁ =¢, (¢, =c(r) > 1) in der Form
r
— ‘1

18—l = i (50)

schreiben, Aus (50) folgt mit Beriicksichtigung von (49)

& — Tl =< ‘1 (fir k > &%),
s s
H(n"k) e
wobei
1
—2E% — ¢ (¢, > 0) (51)
log ¢,
gesetzt wurde, d.h. man erhilt
|
& — M| < — (52)
He) "

wobei

€} Ist R= -+ co, so lisst sich eine beliebige Zahl, die der Bedingung p >>|r| geniigt,
als p nehmen.
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o Mgy
lim —F ¢y == | oo

ke T

ist.
Nun betrachten wir wieder 1., , die durch (44) gegeben ist.

Ist m =1, so ist der Grad von M. immer gleich m. Im Falle m > 1 sind
alle Kérperkonjugierten von Ty, in bezug auf O(yeg ., ... » Yo ...} Dach einer bes-
timmten Stelle ab voneinander verschieden; daher ist auch in diesem Falle der
Grad von 1s, gleich m, Die erste Behauptung ist klar. Um die zweite Behauptung
zu beweisen, bemerken wir zweierlei. Es gelten fiir ein festes Paar (4,7} ¢ # ) :

a) Von einer bestimmten Stelle an, folgt aus 'ngi’c 7 ng) die Ungleichung
" 4

@ o plh
Tl”kﬂ vy

by Wie gross die natiirliche Zahl N auch gewihlt wird, gibt es immer ein
n,, so dass mindestens eine der beiden Ungleichungen rgﬁ:’) # T‘Ef) und
2 i

ne = 115;2“ richtig ist.

Aty
Zu 2). Aus
) b+t )
no  — p® w (2 :
]ﬁfc+l . + Y”fcﬂ l
. (53)
W [6)] ) b\t
¥ =i 4+ U —
1”'.Fch: ]”k T"k+1 ( a )
gewinnt man
) O 2 b e )
Wy | = l — ¥ — [ — oy — | . 54
Inﬂkﬂ Aol n”k n"k a 'Y”k'l-! Y"k-{-l 69

Bezeichnen wir den Grad von mg, mit v, Also ist v < m. Mit Benutzung des
Hilfssatzes 2 vom § 1 erhalten wir

€y

(i} — p} . S
]nnrk nnk = 2m—] (55)
H(vy)
wobei ! = ¢, geselzt wurde,

(4n1)(nz—-2).n'2 . (f?”l + 1){2m—~1):’4

Aus (49) und (55) folgert man
N0 —n@| = S k> k) (56)

C s

2in—1]
2
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Das zweite Glied der rechten Seite von (54), wegen | Yy | < 2 H(Y,) und der
Hypothese des Satzes, 1dsst sich in der Form

b

M1

b |+t S
2 Vapai | = 4 Bugy 0] (ST)

Il . 1) IRV § 3 -
a ! l Yﬂk+1 Y”Ic—H [ -

nach oben abschitzen. Aus (57) mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung

|4+R)
2 L

’

g | < 0n<p<ﬂ,p:

ot
P +

wobel M’ das Maximum von ‘zhu‘-‘ z"f" auf dem Kreis [z| = p bedeutet,
i=0
erhdlt man

-"k+1 ¥
A =] L AMT
Mgty Mpy |

th

a |

Es ldsst sich (54) mit Berticksichtigung von (56) und der letzten Ungleichung

als
< 4
n@  — 4 . &
‘Tlnkﬂ ﬂﬂkﬂi = Gl PG (fiir & > k%) (59)
o 2 s —_
G r
schreiben. Da lim —£51 — | oo ist, 50 gilt
kowo g1,
4M° ¢,
p T+ 1 < 2m—1 (59)
- 2 <Ay
r CU

mit einer passenden Zahl k** fir & > Max (k*, £**). Aus (58) und (59) ergibt
sich nun die Behauptung a).

Zu b). Wahlen wir & so, dass ¥m., vom m. Grad ist. Das ist nach der
Hypothese des Satzes fiir unendlich viele & der Fall, und setzen wir voraus,

dass sowohl & = ) als auch ¥ = sind. Aus (53) folgt dann
A ng Mt e At :
YO =y
et g Hetq

was der Hypothese des Satzes widerspricht.

Nun vereinigen wir a) und b). Wihlen wir k” so, dass &' > Max (k*, k*%)
und Yooy, YO 71, Grad ist. Dann ist nach b) mindestens eine von ng’ & ng’
I’ &’

und 79 = 0 richtig. 1st 1 < 1Y) | so ist, weil &">Max (&*, £**) wegen
Hyray LA Ry Hyr




106 B. M. ZEREN

a) n® = | Wenn n® = n® ist, dann ist wegen by} = N Also
) n”r ‘e ]"k’-H an' n”k’ & )nﬁk'u nﬂk'ﬂ

fiir k = k" <4~ 1 und ein beliebiges Paar i, ist wegen a) immer ngi = 'r|gz, weil
k" offenbar von i, j unabhingig ist. Oder anders ausgedriickt: Der Grad von
1, wird fiir & = &” 4+ 1 gleich m, weil alle Kérperkonjugierten von 1, von-
einander verschieden sind. Der Grad von 1w, ist also fiir £ = &” + 1 gleich m.
Nun wollen wir zeigen, dass wir aus der Folge {n,} eine unendliche Teilfolge
herausgreifen kénnen, deren Glieder vom m. Grad und vonetnander und von
& verschieden sind: Weil » und v, von Null verschieden sind, ist M, ¥ Iy, .
In der Folge {nn} gibt es dann wenigstens zwei Glieder, die voneinander
verschieden sind. Wenn die Folge {n,,} endlich viele voneinander verschiedene
Glieder hitte, so wiirde sich eine positive untere Schranke der Zahlenfolge
{| Mgy, — Mag |} gehen (Wiren die verschiedenen Werte u, , ..., #, (t = 2), so

wiirde diese untere Schranke gleich M;n I, — u. ), was nicht méglich ist. Denn
re=1
r=s
man kann die Differenz | na,y; — T | = | ¥meqq - 7%+ | beliebig klein machen,
weil die rechte Seite das allgemeine Glied einer konvergierenden Reihe ist.
Danach enthilt die Folge {1, } unendlich viele voneinander verschiedene Glieder.
Die Héhenfolge H(ny) dieser letzten Folge ist nach oben unbeschrinkt. Sonst
enthielte die Folge {n,} nur endlich viele voneinander verschiedene Glieder,
weil die Grade von 1, kleiner als oder gleich m sind. Nun wihlen wir eine
Teilfolge, die streng monoton gegen o= strebt. Alle Glieder der entsprechenden
Teilfolge {l}nkj} sind voneinander verschieden und héchstens eine dieser Glieder

kann gleich £ sein. Man kann aus dieser Folge durch Weglassung endlich vieler
Anfangsglieder eine neue Folge herleiten, so dass alle Zahlen T der neuen Folge
von m. Grad und von £ und voneinander verschieden sind (fiir j > j, mit einem
passenden j). Hierzu geniigt k; > k" und eventuell k; > £, falls ny» =&, zu
nehmen. Ausserdem strebt die Folge {H(qn,c }} monoton gegen - vo, und es gilt
unter Mitberiicksichtigpung von (52} die folgende Anniherung :

I o G0 (60

Mhepvy

H(n) M

b}

Dabel sind dle Grade von Ny (= Jo) gleich m. Nennt man JtL =5, , 80 kann
e
man die obige Ungleichung in der Form
4
o< |E— ’ﬂm,l <1 . (61)
n”k) I E

schreiben. Da ¢; > 0 ist und s,cmé + oo, gilt: 5. 0, = + o . Es muss also
teUy ..U, dh '

w2




UBER EINIGE KOMPLEXE UND P-ADISCHE LUCKENREIHEN 107

P& = m (62)

sein.

Jetzt wollen wir den Beweis zu Ende fithren, indem wir zwei Fille unter-
scheiden.

a) Ist m=1, so ist immer p*E) = 1. Wenn wir auch (62) betrachten,
erhalten wir

¥y =1.

b) Es set m > 1. Jetzt wollen wir die Relation (B%) von § 1 fiir alle algeb-
raischen Zahlen verifizieren, deren Grade kleiner als m sind. Dazu, wie beim
Beweis von Satz 1, betrachten wir die folgende Ungleichung:

1€ —Bl=10y — B +E~na)| = |y — B~ |1, — &]. (63)
Es sei ¢t der Grad von . Pann gilt 1 < f < m. Aus Hilfssatz 3 folgt mit Hilfe
von (49)

. .,

P L L B
o

[ — Bl =

Mit Beriicksichtigung von (50) und (49) erhilt man

Iﬁﬁnn;is% (65)

Oc,] CHLe
Die Relation (63), wegen (64) und (65), schreibt man als

Cs o <
HE" e, e

£ Bl = (fir k> k. (66)

Es sef nun [ gegeben. Betrachten wir die Doppelungleichung
e = H(B) < ¢lfesr 67

Die Zahl #, , die (67) geniigt, ist emndeutig bestimmt, weil die Zahlen ¢, im
engeren Sinne monoton wachsen. Jetzt unterscheiden wir wieder zwei Fille, je
nachdem H(B) zum ersten oder zweiten der folgenden Teilintervallen gehort :

Rl
1)) e < HP) < ¢ *
RUeN .
2) ¢ 1 < H(P) < ¢k,

Dabei ist A > 1 eine spiter zu erkldrende natiirliche Zahl.
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Tm Falle 1) gehen wir mit [/ =k (k > k' -+ 1) in (62) ein, so wird diese
Ungleichung unter Benutzung von 1) zu
o

o (,'5 — 3
& —~Bl> H(B)—1 H(B)yos ) (68)

Wenn die Zahl A so gewihlt wird, dass sie der Ungleichung

2m — 1
y I i (69)
G5
geniigt, wird
! _1_ €5

H@ys 2 Hp
fiir H(@) > H, mit passend gross gewihltem H, . Es gilt also
cf2

(70)
fir HP) > H, .
¥m Falle 2) gehen wir mit /=% -} 1 (k = & -} 1) in (66) ein; Dann gilt
unter Benutzung von 2) in (66):
Cs &

Ii - ﬁ i > H(B)m‘ H(B){(m—l) o cocﬂ-”fcﬂ l (71)

Aus (41) folgt ansserdem

Ptz ooy fiir ko> K @
T

fiir eine hinreichend grosse Zahl &£". Dabei ist p eine positive Zahl, deren Wert

spéter erkldrt wird. Aus (71) und (72) ergibt sich
' - ¢y €,

& —Bl> ﬁ;fr(ﬁ)mﬂ(m-—l) - H{Bjeox

v ¥
fiir k > k mit & = Max (* + 1, k”). Nun wihlen wir die Zahl u so, dass
m -+ Mm— 1)

[s

B> (73)

3

erfiillt ist. Fiir H({P) > H, gilt

€ 1 Cs

H{B)esw 9’ H(ﬁ)m+1(ntfl) ’

wobel I, eine passend gross gewéhite positive Zahl ist, und (71) gibt uns die
folgende Ungleichung :
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¢sf2
IEJ — Bl = ‘7ﬁtlé)m+}\(m—1)ig

fir HP)> H,. (74)

Nun vereinigen wir 1) und 2) : s sei ¢ = H, . Nimmt man i > H,,
so wird & = £”. Dann erhdlt man fir H(P) > Max (H,, H,, H,)

Ce

lZB—B|>W

(75)

. €
mit —- =¢,.

Somit ist die Relation (B*) gezeigt werden, d.h.

€ =m. (76)

Aus (62) und (76) folgt nun p*(§) = m. Mit anderen Worten ist Ee U* , also
Ec U, .

§ 3. LUCKENREIHEN IM P-ADISCHEN GEBIET

Zuniichst wollen wir einige Hilfssdtze angebe:, die bei den Beweisen der
in diesem Paragraphen gegebenen Sétzen benutzt werden.

Hilfssatz 1. Fs sei o eine algebraische Zahl vom Grade # und der Héhe
H(w) und Q(x) sei ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grade
m und der Héhe H(Q), fiir das Q(o) nicht verschwindet. Dann gilt

p(n+ s
(n +m)! . H@)"  HQ)"

Q@ , = (D

Hier ist ¢t = Min (0, /1), wo la|, =p*.

Beweis. Siehe [°].

Hilfssatz 2. EHs sei P(x) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grade # und der Héhe H(P). Die Nullstellen von P(x} bezeichnen wir mit
a,(i=1,...,n). Dann gilt

c ..
[a,—-—ujlp>W fiir U.,-%(lj, (2)

wobel ¢ eine von n abhingige, aber von H(P) unabhidngige positive Konstante
ist. g :
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Beweis. Siehe [*].

Satz 1. Wir betrachten die Liickenreihe

o

Fz) = Z . 2 6]

i=0

b .
(C"r = =" Bu;, au; ganz rational, b,; # 0 und a, = 1)
fn;

iiber @, unter folgenden Bedingungen

lim 541 o oo, o)
Linac ol (1

fim 108 16u| < oo, 5
[ v ni

. log Aq,
}1m “BL < - oo (Ani = [a"ﬂ 3eres auf] ) B (6)
—~»oa R,

P

und wir setzen voraus, dass der Konvergenzradius R dieser Reihe positiv ist,

Es sei o eine algebraische Zahl vom Grade m, die die Bedingung 0 < rd_I,, < Rg
- nt
mit | o], = Max | o"? |, erfillt und deren Konjugierten der p-adischen Bewertung
=i .
nach voneinander simtlich verschieden sind. Dann gehért F{e) der p-adischen
Unterklasse U,, an.

m

Beweis. Wir bezeichnen die Hohe von o mit H(o) und setzen & = F(a).
& lasst sich in der Form

Y= Ty + g ¥
schreiben, wobei
Zk : b
'l]trk = i . u"i N (8)
an'
i=0
N b” Hi
Foge = E Lt &)
ani
r=Fk+1

sind. Andererseits folgt aus (6): [aw,, ..., ay] < A", wobei 4 eine von n
unabhingige positive Konstante bedeutet. Multiplizieren wir die beiden Seiten
von (8) mit A, , so erhalten wir die Gleichung
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by, bu by,
0 . G."O - A"k . il I . (Inl — e — A”k . ——L N (l"k:O .

£ 2] Iy,

Py, 0) 1 = Auy Vg, — Ang,

Dabei sind die Koeffizienten von o"(f=0,..,%&) und m, pganze rationale
Zahlen. Wenden wir den Hilfssatz 1 von §2 auf diese Relation an. Ist H die
Héhe von P(y, x), so ist wegen (5) und (6)

B,

ny

Apy, . < A% B (i=0,1,...,k;4 wmd B = 1),

wobei B eine von n unabhiingige positive Konstante ist. Hieraus ergibt sich
H < (4B, (10)

Die Anwendung des Hilfssatzes 1 mit Berticksichtigung von (10) gibt folgende
obere Abschitzung fiir die Héhe f(1) von ng:

H(ny) = 357%™ (AB)%™ [H(o)]'"k'" < 3" (4B [H@)[*" . (a1
Aus (11) folgt
H(ny) = cg'* (12)
mit 3*". (AB)" . [H()]" = ¢, .

Nun verifizieren wir die Ungleichung () von § 1. Dazu betrachten wir das
Minimalpolynom der algebraischen Zahl 1, und schreiben wir dieses Polynom
als Py{x)=f, -+fix+ ...+ /1. ¥ < m). Bilden wir Py {E) (€ aus (7)), so
erhalten wir, wegen Pu(1a) = 0,

Prf8) = 1 - P (13)
wobeil
= . ! 1—1 L 1—2 4 ! 1—1
b=t O rod e | omiz o ()t st ()]
14
ist.
Jetzt betrachten wir Ry —-—— ',,t, ! ——=—und es sei 0 < Ry <+ o0, Fiir
lim " ' .
oo Ay “\p

R "f 1 1
gentigend grosse Zahlen m; gilt \/ 8| <« ————oder <=
@y jp Rp—e¢ an; Ip  (Rp— )

wobei ¢ eine belicbig kleine positive Zahl ist. Sogar gibt es eine Zah! M,( > 0)
derart, dass

b"i

| by M

(i=0,1,..) (15)

Lan lp  (Rp— )"

fur jede i erfiillt ist. Wenn wir e( > 0) als gentigend kleine Zahl wahlen, wird
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die Ungleichung Ry — & > [a], erfiillt (Z.B. s—“—lig—i&_)- Aus (9), mit
Beriicksichtigung von (15) und Rlai[p < 1, erhilt man
-
“&—f e+ IT{! LN
1rnk[p < M] Max[(‘—éj—s) ,‘]_Ml(—ﬁ;*:p—a— . (16)

Ist R = -} oo, so ldsst sich p als eine beliebige Zahl wihlen, die der

o

bn;
Bedingung p > [a|, gentigt. Da die Reihe Z

. p"i konvergiert, gibt es eine

iz
i=0
H E .
Zahl M, (> 0) derart, dass {— p”f| 0,1,...) ist, d.h.
Oy iy
Irr i . ’
),[l (i=01,..). (17
Aus (9), da lpl‘” < | ist, folgt
Tl M\ T Nkt
| rg | = M, . Max ((E—E”—) , ) =M,. (ﬁ) . (18)
P p
Aus (15) und (17) ergibt sich nun
" ME
é—i— = - (I =0, ls -") H (19)
| @ui 'y P¥

wobei Max (M, M,)= M* und Min (p, R, — &) = p* sind, und die fiir |, |,
erhaltenen Ungleichungen (16) und (18) lassen sich vereinigen zu

T\
w1y < M*. (i%&) k=0,1,..). 20

Da lim |1 |, == |E|, ist, gibt es eine Konstante M (> 0) derart, dass
Ksow
| |, < M (=0, 1, ...) erfirllt ist. Aus (13), (20) und den Eigenschaften der

p-adischen Bewertung erhilt man
[Balo =< ¢ 21

mit ¢, = Max (1, M, M¥)"'. Dann lasst sich (13) mit Hilfe von (20) und (21)
in der Form

Tl \ktt
| Py = Vgl | By = . A% (ig‘—) @
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e . M

W—
lol,

schreiben. Andererseits, da P, (x) das Minimalpolynom von m, ist, ist
H(nw) = H(Py) . Aus (22), wegen (12), ergibt sich

e .M .M ¢, .M
I P () lP = o.Mt ] - oMMk - Jog ¢, 7 My, - loge,
2 (e”k Llog c.,) fy . log ¢,
¢ . M
- . ,
- Py - log ey
[H(Pﬁk)] g log €y
wobei .2 — ¢, (¢, > 1) ist. Mit
[,
fog c
0BG e (>0) (23)
log ¢, :

und ¢, . M’ = ¢, erhalten wir die Ungleichung

| Popd) |, < ——— (24)

S

H(P ”k) figc

NP
mit lim ' = oo,

kow Hy

Nun betrachten wir wieder #, , die durch (8) gegeben ist. Im Falle m =1
ist der Grad von 1), immer gleich m. Im Falle m > [ sind alle Kérperkonju-
gierten von B, in bezug auf Q(u) nach einer bestimmten Stelle ab voneinander
verschieden; daher ist auch in diesem Falle der Grad von 1., von dieser Stelle
ab gleich m. Die erste Behauptung ist klar, Um die zwette Behauptung zu
beweisen, unterscheiden wir zwei Félle, Fiir ein festes Paar (i,j) (/ == j) gilt
folgendes :

a) Von einer bestimmten Stelle an folgt aus n® = ng) die Ungleichung
& k

® 4
n”kﬂ ey

by fiir jede Zahl n, ist mindestens eine der beiden Ungleichungen
10 s 1) und n® s 7P richtig.
1”1( ]”k n”kJri n"k-n £
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Zu a). Aus
ﬂ(” _ﬂ(;) . b"k+1 (a(l))"kJrE
gty iy gy g
(25)
T]U) (J) Rt ol "k+1 (u(i))"k+l
”L-H "Ic ng gy ‘

gewinnt man

ng) — ¥ = [-,](r) — n(j)] + & Nyttt — (@D)®+1], 26)

Mt 1 Qng41
Ist
‘110) — n(i) b”k+1 Joiy et — (atf))"k+1] (1))
e M By y p
in (26), so gilt
0] (j) = | n@ — (I)
ne NP =10 —nd 28)

Nun wollen wir verifizieren, dass (27) fiir hinreichend grosse Zahlen k
erfillt ist. Ist v der Grad von 1, so gilt v < m. Wenn wir Hilfssatz 2 von
§ 3 betrachten, so erhalten wir

ln(r) — rlU)

= (29)

P H(T{nk)"H ?

wobei ¢, eine von s abhéngige, aber von H(n,,) unabhingige Konstaute ist.
Aus (12) und (20) folgert man

| ¢
l nnk Tlnk P >

e {30)

(m—1)g
e

Das zweite Glied der rechten Seite von (26) ldsst sich mit Hilfe von (19), der
Hypothese des Satzes und den Eigenschaften der p-adischen Bewertung in der i
Form

bagyy. .| (oYt 1 — (d(j})"k-l—l [, < 3D '
ey s |p i
< M  Max ([P, | e ],) < M . mp"kﬂ = _%,
(p7)H+1 (p7yktt ( P\
lal,
nach oben abschitzen. Da lim LAt — = + oo ist, gilt die Ungleichung
foron g
M Cs
( o’ )nk o< = (32)
jalp

fiir & > k* mit einer passenden Zahl k*. Denn (32) ist der Ungleichung
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log M" — gy, .log (]Hil—) <loge;, — (m— Dn,. logg,
a

14

fquivalent. Dividieren wir die leizte Ungleichung durch #, , so erhalten wir

M—I—(m— I)Iogcn<M+£kil—.Iog(p )
iy Ry 12 IO'\P

Die linke Seite dieser Ungleichung strebt, wegen ¢; > 1 und P > 1, gegen
_ el

(m — 1) log ¢, , die rechte Seite derselben strebt gegen - co fiir k> oo, Damit

ist {32) bewiesen. Aus (30), (31) und (32) sieht man, dass (27) erfiillt ist. Damit

ergibt sich nun die Behauptung a).

Zu b). Wir setzen voraus, dass n® = 0t und n® =1 zugleich
. R Fire e Py Rpyy
erfiillt sind, Aus (22) folgt dann
()t = (gt
Hieraus, durch Ubergang zu der p-adischen Bewertung und Bildung der ., -
ten positiven Wurzel, ergibt sich
[ ol |P = I o' lp »

was nun der fiir o gegebenen Hypothese des Saizes widerspricht. Damit ist auch
die Behaupiung b) bewiesen.

Nun vereinigen wir a) und b). Ist ng)h 5 ng) , S0 ist nach a) auch

7 s
nO @ | Wennn® =n@ ist, st nach b)n®  =n  Also fiir k=k*}-1
Aprer At ay* Ry e Pic*e1
und ein beliebiges Paar £, ist in beiden Fillen ng‘ = 1’;5{’ , wobei k* von ijf
ke k

unabhingig ist. Mit anderen Worten wird der Grad von 1, gleich m fiir £ > k%,
weil alle Kérperkonjugierten von 1, voneinander verschieden sind. Nun wollen
wir zeigen, dass wir aus der Folge {n.,} eine unendliche Teilfolge herausgreifen
konnen, deren Glieder vom m. Grad sind und voneinander und von § verschieden

blrr

sind: Da o und von Null verschieden sind, ist Mug., # NMw, . In der Folge

an,

{Na} gibt es dann wenigstens zwei Gliedet, die voneinander verschieden sind.
Wenn die Folge {n,} endlich viele voneinander verschiedene Glieder hitte, so
wiirde sich eine positive untere Schranke der Zahlenfolge {| T, — Ming |} geben
(Wiren die verschiedenen Werte #,, ..., (¢ = 2), so wiirde diese untere

T
Schranke gleich Min|u, -~ #,|,, was nicht méglich ist. Denn man kann die
Ps=]
r=+s

bnkr{.; . ank+l

Differenz | M,y — N |p = beliebig klein machen, weil die

njgy
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rechte Seite das allgemeine Glied einer konvergierenden Reihe ist). Danach
enthilt die Folge {i]s,} unendlich viele voneinander verschiedene Glieder. Unter
den Minimalpolynomen P, die den Gliedern der Folge {n.} zugeordnet sind,
gibt es unendlich viele voneinander verschiedene. Sonst wiirde die Glieder 7,
endlich viele voneinander verschiedene Zahlen wiederholen. Ferner ist die
Ihenfolge H(Pn,) nach oben unbeschrinkt, denn sonst miisste die zugeordnete
Polynomenfolge {Fx} endlich viele Polynome enthalten, weil die Grade von P,
kleiner als oder gleich # sind. Nun wihlen wir eine Teilfolge {Pnkj} aus der
Folge {Py} derart, dass die Hohenfolge der Glieder dieser Teilfolge im
engeren Sinne monoton gegen -+ oo strebt. Wir betrachten die algebraischen
Zahlen Mg 5 die dieser Teilfolge entsprechen, Diese Zahlen Ty sind voneinander
verschieden und deren Hohenfolge strebt streng monoton gegen + oo, Da
H(P,,kj) #= H(Pry) fiir j == 7 1st (denn H(Pry) ist im engeren Sinne monoton),
sind die Polynome P,,kj voneinander verschieden. Ferner sind Ty auch von-
einander verschieden, weil die Polynome £y, irreduzibel sind. Damit ist die
Behauptung wegen H(Nw,) == H(Py,) bewiesen. Da hochstens eine dieser algeb-
raischen Zahlen gleich & wird, gilt dann fiir k; > k**, mit passendem A**,
Ty = & und

0<| Puyf®) ], <—— -

Y
H("l}nkj) ik *

. n
Dabei sind alle Polynome Pnkj(x) vom Grade m. Nennt man —<tL = S s SO
iy,

kann man die obige Ungleichung fiir &; > &** in der Form
€4

Hu)™

0 < EP”kj(&t) |P <

schreiben. Da ¢; > 0 ist und s, —> oo, gilt Sk; - €=> + eo. Es muss also

u) < m (33)

sein.

Um den Beweis zu vollenden, wollen wir noch die komplementire Un-
gleichung u(€) = m zeigen.

a) Ist m==1, so ist immer WE) = 1. Unter Beachtung von (33) erhalten
wir hieraus
ne) = i
b) Es sei m > 1. Nun wollen wir die Relation {(B) von §1 fiir alle Polynome:
P(x) mit ganzen rationalen Koeffizienten zeigen, deren Grade kleiner als m sind.
Dazu betrachten wir das Polynom




UBER EINIGE KOMPLEXE UND P-ADISCHE LUCKENREIHEN 117

Px)=d,+dx+ ... +dx, lsi<m, deZ (=01..,1
und wir setzen x = & in diesem Polynom. Dann gilt
PE) = P, + 1n) = P(Ma) + Fay . By » (34)

wobei &, i, und ry, mit (7), (8) und (9) gegeben sind. Aus Hilfssatz 1 in §3,
da 1 < I< m ist, erhilt man

7 p(ﬂ‘l—l)[

P, = "
[P, = (+mt. Hna) . HPY"

35)
¢ = min (0, ) . g

H—1}

P(

= § >
(2 nm — l)' f H(Tlﬂ\,)m_l . H(P)m

(m—1y !::

Die letzte Ungleichung lisst sich mit E— Y =¢; (e5(m,a) > 0)in der
m — 1)1

Form
[ P(T]"v) !,-.- = 705——— [ (36)
. H(T]n\,) -1, H(P)m
schreiben. Aus (36) folgt mit Beriicksichtigung von (12)

Cs

P(na = e 37
POl = an
Ferner gilt wegen (20) und (21)
[ 7oy lp - I Bow lp = €q 7™, (33)
wobei L =c,(>1) und ¢ .M =¢, sind. Da lo_gcz_ =¢, (>0)ist,
op log ¢,

schreiben wir die Ungleichung (38) als

| ruglp - I By < € e g G0 e, (39)
Es sei nun H({P) gegeben. Betrachten wir

co"k < H(P) < cﬂ"k+l . (40)

Die Zahl m, , die (40) geniigt, ist eindeutig bestimmt, weil die Zahlen ¢,"¢ im
engeren Sinne monoton wachsen. Jetzt unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem
H(P) zum ersten oder zum zweiten der folgenden Teilintervallen gehort :

Mher o
2) o < HP) < ¢ » ,
b Moty
) ¢, » =< H(P) < ¢,%+1,

Dabei ist A > 1 eine spiter zu erklirende natiirliche Zahl,
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Zu a). Es sei H(P)=H. Da ¢, < H und H" < ¢,"*+! sind, erhalten wir

Cs Cs Cs

e Z et gt “h
und
€y g Co el L gy  HME (42)
Wenn die Zahl A so gewihlt wird, dass sie der Ungleichung
a>2m=t 43)
Cy
geniigt, wird
Hrwes > b pram—
N (75
fiir /> H, mit passend gross géwéhltem H,, dh
s % (fir H> H). 44
im—1 e
Nun gehen wir mit v = k in (37) und {38) ein. Dann sind
| P |, = Co(,,,_l,,,,fﬁ_ o “3)
und
[fn Lo | Bug |, = €y g Cn Mhes (46}
erfiillt. Aus (41), (42), (43), (44), (45) und (46) ergibt sich
FPOd [ > |- | B ’p . “n
| PE)Y |, = | PMng) + Ty - P |, und (47) geben uns
[ PE |, =1 PO 1 (8)
fir H > H,. Unter Beachtung von (41), (43) und {48) gewinnt man
[ PEY |, > Hf:,_l-. (49)

Zw b). 1In diesem Falle sind ¢, +1 < H" und H < ¢,"+1, Wir gehen mit
v=1F -4 1 in (37) und {38) ein. Dann erhalten wir

c c
{ PGinges ) |p = - 2 >

Cﬂ(m—l)flk.|_1 L H™ - H?\(m—1)+m (50)

und
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| Fitess o 1 B |o = €40 €7 G0 Tietn (51)
Aus (4) folgt
Ptz oy (fir k> ko) (52)
Megq

fiir eine hinreichend grosse Zahl k*¥** Dabei ist p eine positive Zahl, dessen
Wert spiiter erklirt werden wird. Aus (51) und (52) ergibt sich

Frugas lp - F B o < 0 0p70M Mots < ¢ H Gt (53)
fiir £ > k" mit £” = Max (k* + 1, k**, k***), Nun wihlen wir die Zahl p so,
dass .

ne, > Am— 1) 4 m (54)
ist. Flir H > H,, wobei H, eine geniigend grosse Zahl ist, gilt dann

HW—'H > _c4_ H?\(Jrr—l)+rn .

Cs

Hieraus ergibt sich

- s ~ G
M)t v’

(55)

Wegen (50), (53), (54) und (55) erhilt man

FPUges ) o > | Pgees - | Bogea - (56)
Aus | P(®) |, = lPta],,kH) + Fagqr - B,;k_H | folgt unter Beachtung von (56)
| PE) |, = [ POy}, flx H > H, .
Diese Gleichung und (50) geben uns die folgende Ungleichung :

Cs

G
Nun vereinigen wir a) und b) : Es sei ¢,"«* = H, . Nimmt man H > H,,
so wird k& = k. Flir H > Max (H,, H, , H)) erhilt man

Cs

[PE) |, >w,;:;7-

(58)

Somit ist die Relation (B) von §1 gezeigt worden, d.h.

Cu® =m. (59)

Aus (33) und (59) folgt p(€) = m. Mit anderen Worten, F(o) gehért der p-adi-
schen Unterklasse U, an.
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Satz 2. Wir betrachten die Liickenreihe

F@y= > . 2", (60)
i=1 -

Es selen vy.; nichtverschwindende algebraische Zahlen, die einem festen Zahlkdr-
per K angehéren und es sei [K : O] = m. Wir setzen voraus, dass unendlich viele
Zahlen unter den algebraischen Zahlen v, existieren, deren Grade gleich m sind.
Ferner sei

T < e G ) o

n oo
H

(Mit 'y;"? bezeichnen wir die Konjugierten von +y», im Zahlkbrper K). Es seien

ausserdem
lim 24 = 4 o ©2)
i—w #;
und
— 1 }Iu
Tim OB 4 o (= Hym)) . (63)
jo0 A

Dann gehort F(r) der p-adischen Unterklasse U, fiir z =re @ an, die die

: . " I .
Bedingung 0 < |r], <R mit R= [;/l:lfl N N T erfiillt.
lim IYJ'I'- ]P

jrm

N . ! .
Beweis. Wir bilden F(r), wobel z =r = —{:— (@, Z;a = 1) ist. Be-
zeichnen wir F() mit &, und schreiben wir

E) = Tjng + P s (64)

k
b "!-
Moy = Z Vi ('*_) {(65)
o
i=0

o0 b n .
oy = Z oy (—) (66)

44

wobei

und

i=l+1

sind. Multipliziren wir die beiden Seiten von (65) mit ", so erhalten wir die
Relation
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n nk b Mo . b e
PMug s Yng s oo s V) L =@ o My, — @5 g - — e — d Yy ” =0,

Dabei sind die Koeffizienten von WM, Yng, ..., Yo, ganZe rationale Zahlen.
Wenden wir den Hilfssatz 1 von §2 auf die Relation P(u, Yug, ... s Yu) = 0
an: Bezeichnen wir die Héhe von P(p, X, ,..., x;) mit H, so wird

H < d'% . |bi*,
woraus man
H< A% 67
mit a.|b]= A erhilt. Aus (63) folgt
hog = Heya) < B (i==0,1,..), (68)

wobei B eine von n; unabhingige positive Konstante ist. Unter Beachtung von
{67) und (63) erh;‘ilt man folgende obere Abschitzung fiir die Héhe H(n,):

H(np) < 33mGetlom - A% Hpng)” o Hyng)"
< 32m+2nkm ) Ankm . (Bno)m (B”k)'” (69)

< 34nkm . A"km . B(nu+.,.+nk)m .

e

Wegen der Relation (62) ist > 2 fiir &k > &* mit passendem k*. Hieraus

ey

k
ergibt sich > n, < 2, (fiir k > k*). Aus (69) folgt
jook®
H(tw)) < ¢ (fiir &k > k%) (70)

mit BTty 3m gm B — ) (¢, > 1)

Nun verifizieren wir die Ungleichung (4) von §1. Dazu betrachten wir das
Minimalpolynom der algebraischen Zahl ng, und schreiben wir dieses Polynom
als Py(x) =/, +/ix+ ... +fix*( = m). Bilden wir P, () € aus ({64)), so
erhalten wir, wegen P (1) = 0,

Puy(€) = 1oy, . Brg (7

wobei

B"k :fl “I—jz (2711115 +f'n;\.) -+ .‘.+

- ! —1 ! —2 5 7 L ! d—1 (72)
(D (o ()
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Jetzt betrachten wir R = Mm . Es seien 0 <¢ R < |- o0
=1 ]11n \/ l 7(1)

. Dann ist R < p; (=1, ..., m). Fiir geniigend

. o ‘

und p; = —— —

T m R,
1

grosse Zahlen n, gllt—

Vitel

wobei € eine behebig kleine positive Zahl ist. Sogar gibt es eine Zahl M, ( > 0)
derart, dass

, 1
_>pj—EzR'—"80derl'Yg:'p <'(TQ'—:*—5"—‘,

M,

W]« (=01, ... 73
|7l ®—g ) (73)
fiir jede i erfiillt ist. Wenn wir £( > O} als eine gentigend kleine Zahl wihlen,
wird die Ungleichung R —¢ >|r |P'(Z.B. £E= ilz"ﬁ R ) erfiillt. Aus (66)

mit Beriicksichtipung von (73} und Al <2 1 erhilt man

—
Met1 e+ 1
] r"k |IJ == Mi . Max _“_J_.i“ y en ] = ﬂ‘l1 s i‘tvl_p_ . (74)
R—c¢ R—¢

Ist R = oo, so ldsst sich p als eine beliebige Zahl wihlen, die der Bedingung

p >|r|, geniigt. Da die Reihe ZT(E') .p" konvergiert, gibt es eine Zahl
'

i=0

M, ( >0} derart, dass [ 'yg) . p""l < M,({i=0,1,..) ist, dh.
i e T

|""§f.-),ps ﬂ‘:f (=01,..). (9
Aus (66), da Irly < 1-ist, Tolgt
P .
Tt | \ A1
|, < M, . Max{(lrl") ,...]—MT(—]&) . (76)
P P
Aus (73) und (75} ergibt sich nun
"ygl_) , = o) i=0,1,..), 7D

wobei Max (M, , M,) = M’ und Min (p, R —¢) = p’ sind, und die fiir |ry|,
erhaltenen Ungleichungen (74) und (76) lassen sich vereinigen zu




UBER EINIGE KOMPLEXE UND P-ADISCHE LUCKENREIHEN 123
a1
) . (78)

=|&|, ist, gibt es einc Konstante M ( > 0) derart, dass

|7
L4

I’.".’CIPSM"( p

Lo

M|, < M tk =0,1,..) erfiillt ist. Aus (71), (72) und den Eigenschaften der
p-adischen Bewertung erhdlt man

l B"k ‘p =c (79)

mit ¢, = Max (1, M, M’y*™'. Dann ldsst sich (71) mit Hilfe von (78) und (79)
in der Form

Da lim |0,
P

ekl oL M

|P"k(‘t:) lp:lr”klp‘1ﬁ"klp =6 M’(%) - ( pr——nk-;-l
lr[p)

schreiben. Andererseits, da Pa(x) das Minimalpolynom von mn., ist, ist
H(n,) = H(Py). Aus (80) ergibt sich wegen (70)

(80)

o.M & M:
| P @iy =< cznm o fgrr  log ey
(enk log c,,) .. loge,
(81)
.M
< it (fiir & > &%),
Mt -log e,
[ H( P"k)] n, . log ¢,
wobei —2— — ¢, (> 1) ist. Mit
r P
lo
8% _ (>0 (82)
log ¢,

nnd ¢, . M” = ¢, erhalten wir dic Ungleichung

| PufB) [ < -t ~(fiir k> k%), lim L o = s (83)
Pkt e ko0 ”I

H(Pnk) e r )

MNun betrachten wir wieder 1, , was durch (65) gegeben ist. Im Falle m = 1
ist der Grad von y,, immer gleich m. Im Falle m>>1 sind alle Kérperkonjugierten
von 1), in bezug auf K nach einer bestimmten Stelle ab voneinander verschieden;
daher ist der Grad von 7., gleich m. Die erste Behauptung ist klar. Um die
zweite Behauptung zu beweisen, unterscheiden wir zwei Fille fiir ein festes

Paar {i,j) (0 =+ j):
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a) Von einer bestimmten Stelle an folgt aus 11‘;{3c 7 I}f;’: die Ungleichung
-nf!) = 11(1) .

”.!cu Aery
b) wie gross die natiirliche Zahl N auch gewdhlt wird, gibt es ein n,, so

dass mindestens eine von den Ungleichungen n(f) T nU) und I}g) 7 ng) :
et ot o

richtig ist.

Za a). Aus
ng) — 'n(l) + r"f6+1 'Y(i)
et 1 Hicty
(84)
o) N 4 Pt )
Tl"kJr L ".f T Y".’c+1
gewinnt man
@ NP =@ — ] [ G0~y 85
nn,vﬂ nk+ [n Tl ] +[ Y"kar ynkl )] ( )
Ist,
() J— (1) Fk+1 (l) — 7Y %6
in”r n > (,Y 'Y”A+ ) ip (86)
in {85), so gilt
(G U) (!) — nth 87
E "IchL n.’ch} l 03 Ay lp (7

Nun wollen wir verifizieren, dass (86) fiir hinreichend grosse Zahlen k erfiillt
ist. Ist v der Grad von M, , so gilt v = m. Wenn wir den Hilfssatz 2 in §3
betrachten, so erhalten wir

¢
(IS Y 6 ) § R R 8
i’ﬂ i tp H{na )" 68
wobei ¢; eine von m abhingige, aber von H{n.) unabhingige Konstante ist.
Aus (70) und (88) folgert man fiir & > k*

_ 5
Co(m_l)"k

l ]]‘(1) — Tl(}) (89)

Das zweite Glied der rechten Seite von (85) ldsst sich mit Hilfe von (77) und den
Eigenschaften der p-adischen Bewertung in der Form

rl P+l ] M ) < lr Me+1, Max [ 1G] \ )]
! P ,an'c+l 7"1ch1 P » ( Yﬂkh ’ Y”Ic+1 p)
r r
g M M o0
i» (p;)nkJrI ( p ) e+ 1
trl,

nach oben abschitzen, Da lim J*+L — + oo ist, gilt die Ungleichung
koo R,

4




UBER EINIGE KOMPLEXE UND P-ADISCHE LUCKENREIHEN 125

M’ s
(_P’. _)"k+1 co(m—j)nk
(rl,
fiir k = k*%% mit k¥** = Max (k¥, £*¥), wobei £** eine passende Zahl ist. Aus
(89), (90) und (91) sicht man, dass (86) erfiillt ist. Wenn n(’f;c — I]g’ =0,
i |

N

ist wegen (87) ,“ﬁ) — > 0.
[S31

Rty L’

Zu b). Wihlen wir £ so, dass 7y.,., vom m. Grad ist. Das ist nach der
Hypothese des Satzes fiir unendlich viele & der Fall, und setzen wir voraus, dass

n®d =19 und M =n zgleich erfillt sind. Aus (77) folgt dann
73 ny i ety
= 0
Y”kﬂ 'Y’Tkﬂ ’

was der Hypothese des Satzes widerspricht.

ini i [0y ) i
Nun vereinigen wir a) und b). Ist n”kmaénnkm . SO Ist mach a)
i 0 . Wenn nt?  =n%} jst, ist nach by n® # nih . D
lﬁk***ﬂ:ﬁ Hp*y "”k*** Tlnk‘*** : )n”k***-n nﬂk**"ﬂ ann

fiir & > k*** 4 1 und ein belicbiges Paar i, ist 1 # 20, wobei k*** von
J st # 9D

i,j unabhingt. Mii anderen Worten wird der Grad von 1, gleich m, weil alle
Korperkonjugierten von T, voneinander verschieden sind. Nun wollen wir
zeigen, dass wir aus der Folge {n.,} eine unendliche Teilfolge herausgreifen
konnen, deren Glieder vom m1. Grad sind und voneinander und von & verschieden
sind: Da r und v,; von Null verschieden sind, ist 1], , #1, . In der Folge {na}
gibt es dann wenigstens zwei Glieder, dic voneinander verschieden sind. Wenn
die Folge {n} endlich viele voneinander verschiedene Glieder hitte, so wiirde
sich eine positive untere Schranke der Zahlenfolge {|n.,., — W |} geben, was
nicht méglich ist. Denn man kann die Differenz | W, — Mg |, = [ Vogeq - r 41,
beliebig klein machen, weil die rechte Seite das allgemeine Glied einer konver-
gierenden Reihe ist. Danach enthilt die Folge {n.,} unendlich viele Glieder, die
voneinander verschieden sind. Unter den Minimalpolynomen Py, die den
Gliedern der Folge {nu,} zugeordnet sind, gibt es unendlich viele voneinander
verschiedene. Sonst wiirden die Glieder 1, endlich viele voneinander verschiedene
Zahlen wiederholen. Ferner ist die Héhenfolge H(Py;) nach oben unbeschrinkt,
denn wire sie es nicht, so misste die zugeordnete Polynomenfolge {Pn,} endlich
viele Polynome enthalten, weil die Grade von Py, kleiner als oder gleich » sind.
Nun wihlen wir eine Teilfolge {Pnkj} aus der Folge {Py}, derart, dass die

Hohenfolge dieser Teilfolge im engeren Sinne monoton gegen + oo strebt.
Wir betrachten die algebraischen Zahlen n,, die dieser Teilfolge entsprechen.

Diese Zahlen 1y, deren Hohen monoton gegen + o streben, sind voneinan-
der verschieden. Da H(P,,kj) # H(Pn,) fiir j 1 ist (denn {H(P",q)} ist im
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engeren Sinne monoton), sind die Polynome Py, voneinander verschieden. Fer-
ner sind iy, auch voneinander verschieden, weil dic Polynome Puy,; irreduzibel
sind. Damit ist die Behauptung wegen H(ka) = H(Pnkj) bewiesen. Da hochstens

cing dieser algebraischen Zahlen gleich & sein kann, gilt dann fiir & > &/
mit einer passenden Zahl k”

n"kj #* f; und ]
0 < | P (&), < — ‘f;]‘ ! 92

L .cy l

H(nnkj) ﬂ"k} J
Dabei sind alle Polynome Pr,, vom Grade m. Nennt man My . s, , kann

nk
man die obige Ungleichung fiir k; = &” in der Form

0 < | Py (8 | < ——=2 93)

H(Tl"kj) S',‘.i <
schreiben. Da ¢, > 0 ist und s~ + oo, gilt &, . ¢;—> -+ oo, Fs muss also

pE) < m 4
sein.

Um den Beweis zu vollenden, wollen wir noch die komplementire Un- -
gleichung p(€) = m zeigen.

a) Ist m =1, so ist immer p(€) = 1. Unter Beachtung von (94) erhalten
wir hieraus

pE=1.

b) Es sei m> 1. Nun wollen wir dic Relation (#) von §1 fir alle
Polynome P(x) mit ganzen rationalen Koeffizienten zeigen, deren Grade kleiner
als m sind. Dazu betrachten wir das Polynom

P)—d,+dx+..+dx',1=<l<mdeZ (i=0,..,0)
und setzen wir x = & in diesem Polynom. Dann gilt
PE) = Py + tu) = P(Ow) + 7ny - By, (95)
wobéi E,Mny und 7y, mit (64), (65) und (66) gegeben sind. Aus Hilfssatz 1 in
§3, da 1 < [<<m ist, erhilt man
s

H(na )™ . H(PY"

| P(n) ), = (¢; = em, 1) > 0).

Die letzte Ungleichung kann mit Beriicksichtigung von (70) inh der Form
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‘s (96)
'Co('""l)"" . H{ P)m

I P(n"\a) ip =

geschrieben werden. Ferner gilt wegen (78) und (79)

. Ir"v Ip . I B"v lp =0y “C?.—nv“ ? (97)
wobei pl =c,(>1) und ¢, . M = ¢, sind. Mit Hilfe von (82) schreiben
rlp :
wir die letzte Ungleichung als

| Fiy |p ‘ [ ﬁnv lp E Cq " C,o—r-‘s:n\,_,_l . (98)
Es sei nun H(P) gegeben; betrachten wir die Doppelungleichung
Ck < H(P) < ¢)%+1, ' 59

Die Zahl n,, die (99) geniigt, ist eindeutig bestimmt, weil die Zahlen ¢, im
engeren Sinne monoton wachsen. Jetzt unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem
H(P) zum ersten oder zum zweiten der folgenden Teilintervalle gehort :

ey

a) ek < HPy< ¢, *
. s
b) ¢y = H(P) <<+t

Dabei ist A > 1 eine spiter zu erkldrende natiirliche Zahl.

Zu a). Essei H(P)=H. Da ¢,"v == H und H" < ¢"¥+1 sind, erhalten wir

s S (100)
Co(mmi)nk‘ CH™ H?ntfl
und
. c‘%.co_"ﬂ""k+£l<c4. Hf)wﬂ. 7 o (101)
Wenn die Zahl A so gewdhlt wird, dass sie der Ungleichung
ey h > 2m — 1 (102)
geniigt, wird
Hres > i H2m—1
CS
fiir H > H, mit passend gross gewdhltem 7, , d.h.
o S (i H> H). (103)

FF2m—l Hhes

Nun gehen wir mit v =& in (96) und (98) ein. Dann sind
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C5

| PO |p = Pl (104)
und
[ ruglp « [ By [p = €4 - ¢q 780 et (105)
erfillt. Aus (100), (101), (102), (103), (104) und (105) ergibt sich
IP('“”!:) lp > ] Py Ip M | B”k Ip . (106)

{106) und (95) geben uns nun

[ PO | =1 PO |5

fir H > #, . Unter Beachtung von (100), (104) und dieser letzten Gleichung
erhdlt man

| PO >~ (107)

Zu b). In diesem Falle sind ¢,"*+! < H" und B < ¢+t . Wir gehen mit
v=/Fk 4 1 in (96) und (98) ein. Dann erhalten wir

Cs s

| P ) | = R TR T Y- (108)
und
e lo - By bp = €y - g S ere (109)
Aus (62) folgt '
Mita 0 fiie k> k (110)

LTS

fiir eine hinreichend grosse Zahl );c/ Dabei ist | eine positive Zahl, deren Wert
spéter erkldrt werden wird. Aus (109) und (110) ergibt sich

| roesr Lo - | By |, < €y H™ O3 ' (111
fiir & > % mit % = Max (ex** 1, k&, }é). Nun wihlen wir die Zahl y so, dass
ey = M — 1) 4 m (112)
ist. Fir H > H,, wobei I, eine geniigend grosse Zahl ist, gilt dann

Huer — C_4 L HAm—1fm
Cs

Hieraus ergibt sich
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e (113)
Hulm—1}+m Hucs

Wegen (108), (111), (112), und (101) erhilt man
] PRy 1) Ip = ] Frg+1 |p : l B"’r’~'+1 |P : . (114)
Aus (114) und (95) folgt
| PEY ], = | Pl e

fir H > H,. Diese Gleichung und (108) geben uns endlich die folgende
Ungleichung :
s

PO |y >

(1i5)
Nun vereinigen wir a) und b). Es sei conff = H,. Nimmt man 5 > H,, so wird
k = k. Also fisr H > Max (H,, H, , H,) erhilt man in beiden Fillen
Cs

1P|, > HEy e

116

weill m +A(m—1)> 2m— 1 wegen A > | ist. Damit ist die Relation (8)
von §l gezeigt worden, d.h.

p) = m. (117

Ans (94) und (115) folgt jetzt p() = m. Mit anderen Worten gehért F(r)
der p-adischen Unterklasse U,, an.

L

LITERATUR

['l ALNIACIK, K. ;. On the subclasses U, in Mahler’s classification of the franscen-
dental numbers, lst. Univ. Fen Fak. Mec. Seri A, 44 (1979),
39—82.

{*1 COHN, H. : Note on almost-algebraic numbers, Bull. Amer. Math., Soc.
52 (1946), 1042-1045.

[*1 GUTING, R. Approximation of algebraic numbers by algebraic numbers,
Michigan Math. J. 8 (1961), 149-159,

[*] ICEN, O.5. . Anhang zu den Arbeiten “Uber die Funktionswerte der p-adisch

elliptischen Funkctionen I und II”, lst. Univ. Fen Fak. Mec.
Seri A, 38 (1973), 25-35.

[’1 LEVEQUE, W.J. : On Mahler’'s U pumbers, J. London Math. Soc. 28 (1953),
220-229.

{1 MAHLER, K. : Uber eine Klassen-Einteilung der p-adischen Zahlen, Math,
(Leiden) 3 (1935), 177-185.

{’'1 MORRISON, I.F. 1 Approximation of p-adic numbers by algebraic numbers of boun-

ded degree, Journal of Number Theory 10 (1978), 334-350.




130 - B. M., ZEREN

[)1] ORYAN, M.H. : Uber gewisse Potenzreihen, die fiir algebraische Argumente
Werte aqus den Mahlerschen Unterklassen Uy nebmen, Ist. Univ,
Fen Fak. Mec. Seri A, 45 (1930), 1—42.

[*] SCHNEIDER, Th. : Einfishrung in die Transzendenten Zahlen, Berlin, Gdéttingen-
Heidelberg (1957).
['*] SENKON, H. v p-adilr alanda bazi kuvver serilerinin degerlerinin transandant-

Iy (Tirkisch), Silivri'de yapilan 2. yurtigi matematikgiler
toplantis;, 22-25 Nisan 1976, Istanbul (1977).

[''] WIRSING, E. 1 Approximation mit algebraischen Zahlen beschriinkten Grades,
J. reine angew. Math. 206 (1961), 67-77.

ISTANBUL UNIVERSITESH i
FEN FAKULTESI

MATEMATIK BOLUMU
VEZNECILER-ISTANBUL

OZET

Bu galgmada katsayilarn rasyenel olan bazi bosluk serileri ele ahnmakta
ve bu tlir bogluk serilerinin belirli kogullar altinda, sifirdan farkh cebirsel
arglimanlar igin U, sintfina ait degierler aldif gosterilmektedir. Daha sonra
bu sonug, cebirsel katsayih kuvvet serilerine genellestirilmekie ve ayrica,
p-adik alana aktarsimaktadir.




