NOTE SUR LES RESEAUX DE TISSOT
F. SEMIN

Si un réseau de lignes othogonales R d’uneé surface § est transformé par un

point P’, invariablement attaché au triddre trirectangle défini par les tan-

gentes aux ]ignes du réseau et par la normale & S, en un autre réseau ortho-

gonal, c’est un réseau de TISSOT. Seul le cylindre quelconque satisfait &

la condition de posséder un réseau de TISSOT indépendant du choix de P’.

Les lignes du réseau R se composent alors d’une part des sections droites
et d’autre part des génératrices du cylindre.

Dans l'espace euelidien & trois dimensions soit .S une surface de classe au
moins 3. Considérons sur S un réseau orthogonal de lignes R et soient.a, a™
leurs vecteurs tangents umitaires. A chaque point P de S attachons le triédre
trirectangle P(a, a*, n), n étant le vecteur normal unitaire de S en P. Soit
alors P’ un point invariablement 1ié & ce triddre, qui décrit une surface 5°
quand P déerit 5. Si le réseau orthogonal R que I’'on a envisagé sur S se trans-
forme par P’ en un autre réseau orthogonal R’ sur S’, R sera appelé un
réseau de TISSOT. S. V. DENISCO a cherché ['] les surfaces pour lesquelles le
fait de posséder un résean de T1SS0T est indépendant du choix de ', D’aprés
la revue (Mathematical Review) - Volume 53 p. 1611 - voici ce qui a &2
obtenu par DENISCO A ce sujet: La condition nécessaire et suffisante pour qﬁe le
Jait d’étre un réseau de TISSOT Soit indépendant du choix de P’ est que le résecu
R soit un réseau formé de géodésiques, ce qui entraine que S, sl west pas plane,

sott une surface réglée dont les génératrices constituent le réseau en question.

Au premier abord, ce résultat semble loin de refléter la réalité, puisqu’

une surface possédant un réseau orthogonal de géodésiques n’est, avant tout,
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qu’une surface développable. Ce fait bien connu, se déduit immédiatement

de la formule de GAUSS [}, 1781
1) K=g—g —(g+2g%

olt K est la courbure totale, g et g étant les courbures géodésiques des lignes
du résean, et les indices inférieurs 1, 2 désignant les dérivations invariantes
effectuées dans les directions définies par les vecteurs a, a*. De plus, nous
verrons dans un instant qu’on ne sera pas en présence d’une surface dévelop-
pable quelconque, mais tout simplement, d’un cylindre général. Ajoutons en-
core que le réseau R sera constitué dans ce cas, par les génératrices et par les

sections droites dudit cylindre qui Iui sont alors Ies lignes de courbure.

En effet, si x est le vecteur position de P, P’ sera défini par le vecteur
2) y=x-+ma-+na* 4 pn,
ot m, n, p sont des constantes.

D’aprés les formules de DARBOUX - RIBAUCOUR, relatives aux lignes

du réseau R [*, (1 — 3a)l, c’est-d-dire, d’aprés les formules

ay== ga*trn, #a;, = ga*+4itn,
(3) aj=—ga +itn, aj=--ga +rn,
m = —ra —ta¥ n,= —tfta —ra¥

les tangentes aux lignes coordonnées de S’ sont données par

vi= (l—ng—pr)a-+(mg—pt)a* + (mr 4 nt)n,
(4) ) ) )
Yo = — {ng +pt)a + (1 + mg - pr)a* 4 (mt - nr)n,

olt T, r sont les courbures normales relatives aux directions a, a*, tandis

que ¢ est la torsion géodésiqne correspondant 3 la direction a au point P.
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La condition d’orthogonalité des lignes coordonnées de S’ &tant

¥, ¥, = 0 cela donnera

() (gg + reym® + (gg +reyn® + (r 4+ 1) tp® + (gt + gr) np — (gt + gr) mp
T GT tymn | gm —gn — 2tp = 0.

Pour que cette orthogonalité ait lieu quelle que soit la donnée du point
q g q q p
P', ¢’est-d-dire, celle des valeurs de m, n, p» il faut et il suffit que Pon ait a

la fois

g§—|—rt=0, gé-l-;t=0, @ +ret=0, gt gr=0,

(©) 3 )
gt +gr=0, K= }t*!=0, g=0, g=0, t=0,

tout le long des lignes du réseau R.

Si on laisse de c6té le cas du plan, c’est-a-dire, celui ol on a a la fois

r=r = 0, ce systéme est satisfait si
(D t=0, g=0, g=0, r=0 (ou bhien r = 0)
tout le long des lignes du réseau R.

Si dans les formules (3) on tient compte des relations (7), on voit immé-

diatement que

Ce qui montre que la direction définie par le vecteur a est une direction fixe.
11 en résulte que 'une des familles du réseau R est constituée par des droites
ayant toutes la méme direction, Cela veut-dire que la surface correspondante

S est un cylindre.

On arrive & la méme conclusion en interprétant les relations (7). En effet,

d’aprés les trois premiéres relations (7), les deux familles du réseau R sont a

la fois des lignes de courbure et des lignes géodésiques de S. Ce sont donc des
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courbes planes dont les plans coupent S orthogonalement, Mais il suit aussi
deg =0 et r = 0 quel'une des familles de R sont des droites, Ces droites de-
vant couper orthogonalement les plans des lignes de Pautre famille, consti-

tuent donc un cylindre.

Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un réseau de TIS-
SOT d’une surface S soit indépendant du choix du point P, invariablement lié
au triédre trirectangle dont les deux premiers oxes sont tangents aux lignes du
réseau, est que la surface S seut, le plan mis & part, un cylindre quelconque. Les

lignes du réseau sont alors les sections droites et les génératrices de ce cylindre.
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GZET

Bir S yiizeyinin birbirini dik kesen iki efri ailesinden olusan bir R efri aj,
ag egrilerinin tefetleri ve yiizey normalinin tammladiklan dik di¢yiiziiyle de-
Fismez bicimde bagh bir P’ noktasmnea yeni bir dik afa déniigtiirifliiyorsa,
R bir TISSOT agdsm, P’ niin secimine bagh olmayan TISSOT agh tek yiizey,
genel silindirdir. Bunun dik kesitleriyle anadogrulary, R nin egrileridir.




