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D I S U G U A G L I A N Z E A S I N T O T I C H E P E R G L I Z E R I 
D E L L E F U N Z I O N I Bt{x), A,'(x), B^x)^ 

A N D R E A L A F O R G I A 2) 

I n this paper i t has been given some inequalities o f asymptotic type for the 
zeros bn o f the A i r y funct ion Biix) and for the zeros bn' and an' o f the 

functions Bt' (x) and A{ {x) respectively. 

1. Introduzione. Com'e, noto , l 'equazione differenziale 

= xw 
dx2 

.ammette due soluzioni l inearmente indipendent i At(x) e Bt{x) dette rispettiva-

mente funz ion i d i A i r y d i p r ima e seconda specie. 

Particolare importanza hanno g l i zeri d i queste funz ioni e delle rispettive 

derivate Af{x) e Bfix). Ta l i zeri r isultano essere t u t t i reali e negativi per le 

funz ioni At(x) e Afix), mentre Ie funz ioni Bt{x) e B/(x) hanno ariche zeri 

•complessi. 

L im i t ando i l nostro studio agl i zeri real i d i queste funzioni , r i cord iamo 
•che per essi sussistono i seguenti sv i luppi asintotici [ 4, p.405] 

a„ = -T\^-n(4n-l){ (1) 
( 8 ) 

b„=- r j - ? - n ( 4 n - 3 ) | (1') 

an=-u\— 7 i ( 4 n - 3 ) | (V) 
( 8 ) 

b=-u\^-%{4n~\)l ( ! " ' ) 

dove abbiamo indicato con an, bn, an
r, bn

r ( r a = l , 2 , . . . ) rispettivamente g l i 

zer i delle funz ion i A-f (x), Bt (x), A( (x), B{ (x), e dove r isulta 
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\ 48 36 / 

ü(t) ~ tz"l\ - — r2 + — Í ~ 4 -
\ 48 288 

Le precedenti relazioni (1), (1"), ( l ' " ) > sebbene siano mo l to precise, 
presentano tut tav ia r inconveniente di forniré á riguardo dell 'errore solo i n d i -
cazíoni d i t ipo qual i tat ivo mentre é nota í'importanza che ha, ai f i n i del calcólo 
numérico, i l conoscete delle esplicite maggiorazioni dell 'errore. Questo proble
ma é stato r isolto da H.W.Hetheote [ 3, p.149] per g l i zeri an della funzione 

C i proponiamo i n questa No ta , d i mostrare come sia possibile ottenere 
delle disuguagüanze d i t ipo asintotico anche per glí zeri bn, an

r, bn' delle funz ioni 
B¡(x), A¡(x), B¡'{x) che per "n grande" r isul tano mo l t o aderenti. A tale scopo 
premett iamo u n risultato d i L.Gatteschi [ 2, p. 372] che possiamo enunciare con 
i l seguente : 

Teorema 1. Nel l ' interval lo 
TC 71 

nn — — — M' — p, «n — ^ - f p 
2. 2 

con 

7t 
p < — J , supponiamo f(x) = eos (x'-\- XP) + s (x), dove f(x) é una funzione 

2 • 
cont inua, e sia E = max | e(x) | < sin p . A l l o r a in .de t t o interval lo esiste u n o 
zero c d i f(x) tale che 

E 

- ¥ ] ^ -
c-\im— —- * 

eos p 

2. Disuguagüanze asintotiche per gli zeri della fuazioae B¡(x). Per la f u n 
zione B¡(x) vale una rappresentazione asintotica [ 4, p.393] che si puó scrivere 
nella f o rma 

R ( ~ X ) = J T 1 ' 2 x-1'4 \cos U + +...") 

( V 4 )[ 10368 i ; 2 j 

+ sin f ^ + 7 1 

(2) 

con 

4 ) 

" " 3 

Entrambe le serie che compaiono nella (2) se tróncate a l l o ro ,n-esimo termine, 
sonó t a l i che Ferrore é i n valore assoluto minore del p r imo termine trascurato-
[ 4, p.393]. Av r emo al lora 
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TC'/* xx'4 B¡ ( - x) = eos ^ - f ~ j + 

con 

I < 
385 

10368 

5 

72 i ; 

Supposto al lora n 6, e tenutb contó che p.478] £>6 = — 8.49194885 ... , 
risulterá 

| /s© | < 0.0087. (3) 

ScegHendo al lora p = 0.0088, r isultando 

max | E(^) | < sin p, 

le condiz ioni del Teorema 1 saranno soddisfatte, e per ianto identi f icando nel 

Teorema 1 con n1/z x1/4 B¡ ( — x) e ¥ con esisterá uno zero cn d i /( i ; ) 

tale che 

che si puó scrivere anche 

< -

3K (4« - 3) 

0.0739 

TU — 0.0088 

< 
0.0353 

n - 0.7528 

•e qu ind i con u n semplice svi luppo i n serie d i Tay lor 

3TC (4n - 3) 2/3 

< 
0.0141 

( « - 0 J 5 2 9 ) 4 ' 3 

(4) 

(4') 

L a (4) e la (4') forniscano l e . desiderate disuguaglianze per gli zeri bn della 
funzione B¡ (x), r isultano ino l t re d i t ipo asintotico nel senso che s n é dello stes-
so órdine di graridezza del terhi ine trascürato h'ella (1' ) . Ino l t re sebbene la (4) 
€ l a (4') siano state ottenute per n ^, 6, si d imostra fácilmente, mediante u n con
f r on to diretto che esse valgono anche per n ^ 1. 

Naturalmente le disuguaglianze ottenute saranno tanto piü precise quanto 
piü "n é grande", m a giá per b\ forniscono i l n o n spregevole r isultato 

1,2064 < bl < - 1.0245 

mentre i l valore esatto a sette cifre decimali é [', p.478] . . . 



116 A N D R E A L A F O R G I A 

bx = - 1.1737132 .... 

Per n = 10 si ha invece 

- 12.3865 < bi0 < - 12.3850 

mentre i l valore esatto a sette cifre decimali é 

6 1 0 = - 12.3864171 .... 

3. Disuguaglianze per gli zeri della funzione B¡(x). Per la funzione B¡\—xy 

vale una rappresentazione asintotica che si puó porre nelle forme 

1 ( 1 n U . . 455 
Bí(-x) = n 2 x^kosl^-— 1 + 

4J{ ' 10368 

Considerazioni analoghe a quelle fatte per le serie che compaiono nella (2) pos-
sonó essere fatte per le serie che compaiono nella (5) [\ p.393], e qu ind i pos-
siamo scrivere 

7Cf/2 *-l/4 5 ¡ ' ( _ X ) = eos ^ - ] + , 

dove questa vol ta vale la maggiorazione 

1 0 3 6 8 ^ 72 £ 

Posto come nel caso precedente « > 6 , e tenuto conto che b6= —9.0195833... 
risulterá 

\E(Z)\< 0.0115. 

Scegliendo a l lora p = 0.0115, essendo 

max I E(Q | < sin p, 

le condiz ioni del Teorema 1 risulteranno soddisfatte e qu ind i identificando/(í;) 

con n1'2 x~l H B¡\ — x), ¥ con — ed es 
4 

esisterá uno zero cn d i f(Q tale che 

con TU1'2 x 1 H B¡'{ — x), ¥ con — ed essendo come nel caso precedente e = — x3,\ 
4 3 

Tí 
nn — •— 

4 

0.1020 

mt - — - 0 . 0 0 1 5 

che si puó scrivere anche 
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( - a w y ¿ _ 3 « ( 4 « - l ) 0.0488 

A - 0.2504 

e qu ind i con considerazioni analoghe a quelle gia fatte al p.115 

3 n ( 4 n - 1) 2/3 

+ C ' (6) 

con 

, 0.0195 
e„ < • • (6 ) 

(ra - 0.2504) 4 ' 3 

L a (6) e la (6' ) sonó le relazioni desiderate che forniscono le disuguaglian-

ze asintotiche per g l i zeri bn'{n > 6) della funzione B¡(x). 

Anche i n questo caso la condizione n ^ 6 puó essere rimossa con una veri
f i ca diretta, la quale mostra che la (6) e la (6' ) valgono per ra ^ 1. 

Per by dal la (6) e dal la (6' ) otteniamo 

- 2.3489 < V < - 2 - 2 9 1 6 

mentre i l valore esatto a sette cifre decimali é [*, p.478] 

&/ = - 2.2944396.... 

Per fi',0 abbİamo invece 

- 12.8291 < bi0" < - 12.8272 

mentre i l valore esatto a sette cifre decimali é p , p.478] 

blQ' = - 12.8272583.... 

4. Disuguaglianze per gli zeri della funzione A¡(x). Per la funzione A¡'( — x) 

vale una rappresentazione asintotica [4. p.392] che si puó porre nella forme 

i i t \ i . 455 
At'i ~x) = n > jcos ( ^4 - — I I — l — _ + . . . ] + 

4 / \ 7 2 Ç 

Considerazioni analoghe a quella fatte ai p.115,116 conducano al ia relazione 

con 
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455 . . 7 

10368 72 £, ' 

p = 0.0126, ^ = ~ , e quir id i , con calcoli che n o n stiamó qu i a ripórtare 

perche analoghi a quel l i eseguiti a i p.115 e 116 si otíiene, per n ^ 6 

3n (4n - 3) 2/3 

+ 5„ , 

5 J O 
0.0195 

(n — 0.7538) 4 ' 3 

(7) 

(7') 

Análogamente ai casi precedenti İa condizione n ^ 6 puó essere rimossa 

poiché si verif ica fácilmente che la (7) e la (7') valgono per n ^ 1. 

Per a / dal la (7) e dalla (7') otteniamp 

- 1.2419 < « , ' <: - 0.9890,,, 

mentre i l valore esatto a sette cifre decimali é p , p.478] 

1.0187929.... 

Per aí0' abbiamo invece 

- 12.3868 < a 1 0 ' < - 12.3847 

mentre i l valore esatto a sette cifre decimali é p.478] 

ai0' = - 12.3847883.... 

Riepi logando, per bn, bn', an' abbiamo ottenuto rispettivamente le segu-
ent i disuguaglianze asintotiche : 

1 8 

"37C ' ( 4n "~ 3) ' 

0.0 

A < ( „ - 0 . 

'2/3 •'• - • 
. - + s J I ,. .. 

1 
141 

7529) 4 ' 3 

A ; -
3TC (4n - 1)" 

" ' ' 8 

0.0 

(n - 0 . 

2/3 

n ^ 1 
195 

2504) 4 ' 3 
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' 3TC (An -

8 
- 3 > . 

2/3 

n > 1 

1 5 

0.0195 
1 5 „ 1 < -(n - 0.7538) 4 ' 3 
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B u çalışmada B{(x) A i r y fonksiyonunun bn sıfır yerleri ve Bi'(x), Aî'{x) 
fonksiyonlarının sırasıyla bn', an' sıfır yerlerine dair asimptotik t ipte bazı 

eşitsizlikler verilmektedir. 


