DERIVATION DE I’EQUATION DE NORDHEIM A PARTIR
DE L’EQUATION DE DIFFUSION

AtiMED YUrseL OzEMRE

Dans cet article l’équation de Norvueim €8t déduile eh se basant uniquement
sur l’équatlon de diffusion des neutrons thermiques d’un milien multipli-

cateur. Ceecl esl réalisé en ajoutant a 1'équation de diffusion un terme de
source gul exprime convennblement la conteibution de m groupes différents
de neutrons retardés au bilan neutronique du milieu.

La considération d’une seule équation différentielle pour obtenir 1'équa-
fion de Norouem constitue évidemment une simplification importante pap
rapport & la méthode appliguée jusqu’a présent qui consiste & se servir
simuitanément de ]jéquation de diffusion des neutrons thermiques et de m
équations couplées donnant les densités des noyaux-mires, peoduits de

fissiou, émettant les neutrons relardés.

Le procédé clasgique pour obtenir I’expression de I’équation de Norprem [']
qui fournit leg périodes stables et transitoires d'un milien multiplieifenr en fone-
tion de la réactivité du gystéme d’une part et du coeflicient de multiplication et
des caractéristiques des m groupes de neutrons retardés de l'auntre part, consiste 4
considérer 1'équation de diffusion donnant le flux neutronique, avec les m équati-
ong donnant les densités des m groupes de noyaux-méres produisant les npenta
rong retardés. On suppose alors que le systéme est assez proche de la eriticalité et
que par conséquent le flux neutronique peut &ire caleulé avee satisfaction A partir
du mode fondamental de Péquation des ondes en posant:

B (r,#) = R(r) T(¢) = R(x) e,
Ci(r, ) = C; (r) T{) = Cylr) eut

L’élimination de @(r,¢) et de C;(r,#) qui sont respectivement le flux neutronique
et la densité des noyaux.méres du groupe i, dans ces m+ 1 équations noug con-
duit finalement A la formule de NorDUEM,

Dans D’article présent, nous nous proposons de montrer que la méme formule

pzut &tre obtenue eu ge basant uniquement sur 1’équation de diffusion des neutrons

thermiques en y ajoutant toutefois un terme convenable pour tenir compte de la -

contribution des neutrons retardés au bilan ueutronique du milien.
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L’équation de la diffusion des neutrons thermiques s’écrit d’aprés la théorie de

1'dge:
DNV (r, ) — 2@ (r, ) + BT ) ke S0 @ (1, 1)
(1)
Lol =220
L/ ot

oft § eat la proportion des neutrons retardés et G(r,?¢) la densité des neutrons re-
tardés thermalisés. Pour pouvoir écrire explicitement G (r, ), remarquons que le
pombre de neutrons ahsorbés par em? dans 'intervalle de temps dt’ entourant " est
donpé par

Zab(r, ) de.

Ceux c¢i vont donper lieu a

I .
- E P (r, ) dE

P
peutrons (repides) de fission. Par copséquent le nombre de noyaux-méres dans le

méme intervalle de tamps émettant conformément aux lois quantitatives générales
de la radioactivité des neutrons retardés appartenant au groupe ¢ sera donné par

k., .
fi -2, @ (r, 8)dt.
P
De eps noyaux-méres qui vont se désintégrer il n’en resfera que
km mo—At ’) -f
ﬁiT‘gﬂtp(r,f)e P E—=) gy

4 D’inatant ¢#. Done le nombre de neufrons retardés 3 1’instant ¢ diis au flux peut-

ronique 4 'instant # sera donnpé par
k., , —?-(f_-i' s
(2) 3 f~’,----})— Sa@(r, #) e dr.

Une fraction de ces neutrons retardés sera abaorbée dans la région des réson-
nances de la matidre fissile ef une autre fraction s’échappera du milieu pendant la
modération avant d'atteindre le domaine thermique. La fraction qLii atteindra le
domaipe thermique sera obtenue en multipliaﬁt Vexpression (2) par la probabilité

antitrappe p et par la probabilité antifuite ei‘BgT pendant la modératioﬁ§ ';cet'te
fraction sera done:

— B k ’ e
6)) pe By i ; S ® (1, &) e Hilt—1") g7, : P

il est évident que lorsque le milieu multiplicateur est «allimé» pour la premi-
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ére fois, le nombre de neutrons retardés doit &tre nul i cet instant d’«allumage».
Or nous constatons que, tant que &(r,#) reste fini, ’expression (3) n’est nulle
que pour # = — o, Donc ’ingtant ¢ == — =~ doit &tre considéré d’aprés ce forma-
lisme comme 1'instant d’<allumage» du milieu multiplicateur. Par conséqu-nt, le
nombre de neutrons retardés du gronpe ¢ A I’instanf ¢ sera exprimé par lintégrale
de ¢ =-— = A} # =+ de I'expression (8). La somme de tous les neutrons relardés
par unité de volume et de temps sera donc donnée par lasomme des contributions
de tous les groupes de nentrous retardés, c’est-i-dire par:

» ¢ '
(4) G(r, )=k, e‘"Bg'TEaElf Ay f @ (r, ') e—HlE—t) gy,

Dans ee cas, ’équation de diffusion (1) admettra aprés quelques arrangzments
convenables la forme:

L e, )+ (A -pe e O 1] o0+
(5)

m ¢
By : At g — g OGP T, £)
tr, o P Y0 [0y bl ar = 0L

i=L —

Pour pouvoir obtenir la formule de NoRDHEIM noug admetirons:

v

1) que le milieu multiplicateur est trés proche dela criticalité, de sorte qu’il
soit possible de se contenter du mode fondamental de la partie spatiale R (r) du
flux peatronique gui g’annulle & la frontiére du miliea multiplicateur et qui satis-

fait de ee fait a I’équation
(6} V2 R(r) + Bg'J R(ry=20
ofl Bg’ est le laplacien géométrique correspondant,

2) que le flux neutronique peut s’exprimer sous la forme de

(7 @ (r, ) =R (r) - Z y; L

J=1

Si nous portong ’expression (7) dans (5) nous aurons, en tenant compte de (6):
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i{—L?Bg’—I—(l—-ﬁ)km e Tt 14
J=1

(8)

B : m i El.)jf' — 1 t!) P
—D T e e (¢ T U , " w . .
+k, 6 Zziﬁi[ — di' =12, g RO =0,

=1

t et r étant des variables indépendantes, emifR(r) peut prendre n’importe
quelle valeur; alors, pour que cette somme soit nulle il faut et il suffit que 1’ex-
pression entre les aceollades soit identiquement nulle pour chague j. Aprés avoir
évalué 'intég-ale, celle-ci paut &’éerire aous la forme suivante ;

Faj k —By'e k ~—~Bg's A; A
{9 ——-———r—*(l—ﬁ)—m'e—:’ﬂl"l" we.’ .,'2 ’
1~l—)!."Bg2 1+ L1787 1+ L7387 - wj+l;
' (G=1,2, ..., n)
Or ai nous remarquons que
—BalT
k,e T8 __
i e - = l(e
(i0} 1T CB, ff
et que
uy keff — 1= keff ,
apiéa avoir posé.
l#
(12) S A T A
et
(18) EDWE

nous aurons comme une expression analogue & (9)

af At -
leff 0;= Skefr -+ kefs E (W“‘ﬁz) =
i=1

(14)

@

U-’j‘i“}'i

¥

= Okeff — keff i

=1

(i=1i,2, ..,nh
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D’autre part la réactivité étant définie par la relation

. keff — 1 dkeff

(15) — F
keff keff

Dexpression (11) se réduit i la forme de

(16)

L

Shef f lffwj | 1 oi %
Bt _Hros, 5 ert
keff keff = @tk

(G=1,2,..,n.

Or ce sont des équations de (m +1)e degré en «,;, et quelque soit j, chaque

j?
équation admet toujours la méme forme; donc toutes ces équations ne sont qu’une

méme équation qui admet m -}-1 racines:

. leff @ o f
a7 e= keff_+2w+l;r

=t

Cette équation unique dont les racines fournissent les arguments des expo-
nentielles dang 1'expression du flux neutronique (7) constitue, comme on le sait,
I’'équation de NORDHEIM,

Pour terminer, montrons également que 1’on peut parvenir aux m équations
classiques donnant la variation par rapport au temps de Ia concentration de chaque
espéce de noyau-mére de neutrons retardés, i partir de 1'expression de la concent-
ration pour le groupe ¢ établie plus haut.

En effet, nous avons vu qu’a D'instant ¢ il existait par ¢m® du milien mul-

tiplicateur

By _lf:_ X, @ (r, i’)e—;'f(t—t’) dt’

noyaux-méres d’espéce ¢ dils 3 la valeur du flux neutronique au temps #7; cela re-
vient, en somme, & dire qu’d l’ingfant ¢, la valeur de la concentration des noyaux-
méres de neutrons retardés appartenant au groupe i est donnée par

H
(18) Cir, =1 {f— ~f B (x, ") e Hlt="Y ar’,

(i=1,2,...,m).

En se servant de la régle de la différentiation sous le signe intigral dérivons
cette dernidre expresgion par rapport & f. Nous obtenons ainsi:

|
i
|
i
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MZﬁlin(f,ﬂ“{"ﬁi ke
ot P

i=1,2, ..., m)

(19) o B(r, 1)

qui, aveec 1’équation de diffusion des neutrons thermigues (5) réécrite en tenant
compte des relations (18)

LV B )+ [Pk, e P 1] 860

(20)
D |

tpe BN o n =0 .

f==1

constituent les m -+ 1 équations nécessaires pour la dérivation de I'équation de
Norpuem telle qu’elle a 6té faite jusqu’a présentI']. Ainsi venons-nous de démon-
trer que, pour obtenir I’équation (17), la méthoie décrite daps cot article est, an
fond, équivalente & la méthode classique mais qu’elle a pourtant 'avantage d’é&tre
plus succinte et de n’avoir recours qu’i I’éguation de diffusion des neutrons ther-

miques tenant compte de la contribution des neutrons retardés au bilan neutronique.
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HZET

Bu malkalede Nowonemwe denklemi, sfidece gogaltkan bir ortamin 1Lk nst-
ronlarimin diftizyon denklemine dayanilarak g¢ikartilmaktadir., Bu, farkli m
grup geclhkmig ndtronun ortamin nitron bilingosuna igilraklerini uygun hir
tarzda ifade eden bir kaynak teriminin dlftizyon denklemine ilivesiyle
gerceklegtirilmigtir.

Nerouemne denklemini elde etmek iqiﬁ tekx bir diferansiyel denklemin gb=z
dnllne alyjnmis olmasi, gimdiye kadar tatbik edilmekte olan ve 1lik niélron-
larin diftizyon denkleminden ve ayni Zamanda gecikmig ndtron negreden
fisyon iirilnll ana gekirdeklerin yofunluklarini veren m adet kuple denklem-

den faydalanma esisina dayanan metoda ntabetle Agikir olarak mulim bir
sfidelik arzetmektedir,
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