SUR LES COEFFICIENTS DES FONCTIONS UNIVALENTES

Suzan KAHRAMANER

On pourrait employer les théorémes fondamentaux de la disiribution des

valeurs ['] pour borner supérieurement les coefficients d'une fonetion

univalente. Bien que 1'on n’arrive pas a une limite précise, il sera inté-
ressant de consiater la simplicité du proecéds'),

1. Position du probléme

Considérons ta famille (.§) des fonctions

(1.1) w(2) =21 ) anz"=u(z)+ i (2)

=32

univalentes et normeées dans le cercle unité. {w (M=o, =0, v (0)=a,=1}.
Le module d’une fonction de la famille (§) est borné supérieurement et infé-
rienrement & un point gquelcongue du cercle |z | < r < 1 ‘

z z
(1.2 Tyl @ 22y

11 s'agit de trouver une borne sull)ériem'e pour Ifes modules des coeffici-
ents a, de (1,1}, Caleulons d’abord a,. '

z = rei? &tant un point sur la circonférence, & —=gef® un point intérieur
du cercle de rayon r ¢t a(z) la partie réelle de (1.1), la formole de Poisson
donne :

2m

(1.3) . wi{l} =2—1”fu (z)(j—éi) dy.

[\] .

Comme

i[é 1,
z i

1) Je tiens i exprimer ma profonde reconnaissance a M. le Prof. R. Nevanumna gui

comme toujours m'a soutenuc avec ses précieux consells.
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=i (E)

représente la somme d'une série géoméirique uniformément convergente &
1'on peut intégrer terme & terme:

-

. @ 2 o
1 e
(1.8} w(l)={+ Zanf":é——;fu(r,_(p)l:1+22(_§_)":|drp,
. =2 0 n==1
d’oft 1’on ohtient :
Pt
. 1
a, :-_ﬁfu(r,(;?}dtp =0,
[1]
.. 2o . .
1 .
(1.4) al:n—,_fu(r,q?)e—""d¢;1,
[1]
2m
""_niruf“(“ ®) e—lng d g,
.0
On a:
. Ty 27
(1.5) lanlr"é;j la(r. )| do.
0

Désignons par g+ le nombre » - ou zéro sulvant que =0 ou <0

et par y— le nombre —g ou zéro suivant que u<0 ou gz >0,

Alors y =u+ —u— et on a de la premiére égalité de (1.4):

2

) 2o
- (1.6} j u"'(r,(p)dqi:fu'“(r,':p)dcp._
- 0

o

Comme | u | =g+ 4 o, on déduit de (1.5} & 1*aide de (1.8):

2 - 2@
(1) ol 2 [ @ ba)de 22 [at i)
0 o
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2. Application des théortmes fondamentaux des fonctions méromorphes

Formons maintenant une fonction méromorphe & I'aide de la fonetion
11:

(2.1) - f.(w)Eew=1+z+(a2+1l’l2)z‘z+”. i
{fw)+0, », fO)y=1. -

Fitant donnée une valeur a, désignons par n(r, a) le nombre des racines
de f(w)=a comprises dans le domaine {z{<r<1, chagque racine étant
comptée autant de fois que son ordre indique. Posons ensuite pour la distri-
bution des modules des racines l

r

(2.2) N(r a)= f

0

rit, a)—

=202 g (0, ) Log r

fon a N(r,f)=N(r,»)} et pour la valeur moyenne du logarithme positif

logt | f [ (e =%F) sur la circonférence |z | =r:
i 2
(2.3) m(r ) =35, [ 108+ | f (rei®) 1 dg
. ’ . 0

{log+ | f] désigne le nombre log}f | ou zéro suivant que}f}>|1 ou 02} f|< 1).

D’aprés le premier théoréme fondamental [1], élant donnée une fonetion
f{w (z)) uniforme et méromorphe & D’intérieur du cercle | z | =1, il existe une
fonction réelle T(7) appelée la fonction earactéristiquejindépendantie de o ef
telle que I’on a pour toute valeur de a

O ' m(r, @)+ N(r, a)=T @) +h(r, a),

k(r, a) restant borné pour r < 1,

Pour la fonetion (2.1), N(r, f)=0 et comme log* | f|=ut, on a

) 2 ) N
(2.4) mir =g [ ot G 9o
0 .
d’otr
) m, )=T0),

en négligeant la gquantité bornée. Nous-pouvons done exprimer la borne supé-
rieure de | ag,| dang (1.7) en fonetion de m(r, f) ou T'(r):
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(2.5) [ an | r® < dm(r, ) =4T (r}.

. Appliquons maintenant le second théoréme fondamental r f {w(z)} é&tant
une fonction méromorphe avec un développement (2.1} flw) —cotcpzpt-r-
dans le voisinage de ’origine (¢, +0, cg £ 0) et z,, 25 ..., 2¢ (g =3) deg nom-
bres queleongues finis ou non, mais différents entre eux, on aura ’inégalité

_ . ,

(i (¢=2) T() < Y, Nrs 23) — Ndr)+S0r) - (zg=1o)
T o

ol

NAr) =N, 1) = N (ry )+ Ner, 1)
et .S(r) est égal &

f i .
f__q“)ﬂfr njc( > 7 ?_-Hégz

8 2(g—1
ERERLESS

q—1
Sr)=m (r,. z

4 étant un nomhbre inférieur & chiacune des distances lzn—zp s (A= k).
Prenons z,=0, z,=1/2 et z, =0 (g =38). Alors §.21/2, Comme flw)=
ew 0, 0, on a N(r, fY =N{(r, 1/f)=0. w(z) étant univalente, w’(z)+0;
alors N(r, f’) :N(r, ljf')—_—(), diow NV (r) :.O'
(11) prend la forme. ~ -
(1) T{r)<N(r, 1/2)+ 5(r)

qui est plus grande que la horne supéricure de (2.5):

€8 . ilalt<Ne RSO

Evaluons d’abord N(r, 1/2) puis S(r).

N {r, 1/2) est le nombre des points f—=1/2 dans le cercle [z ]| <r<1:
w— —1log2+2xin.

Soient le cercle |z | =, dans le plan z ct le domaine correspondant G, daus
le plan w avec le diamétre maximum dJ,.. On a alors:

U n(r, 12) < d,.

En majorant d, avec la horne supérieure du module (1.2) on obtient:

(2.7) i n(r, 1/2) é ;‘a"{"f;j}

Comme » (0, 1/2) =0, on-a:
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28 NG 1) = fn(ttl‘iz)dt-é_t(l_qr)

[l

D’autre part, d’aprés (1), nous avons pour S(r):

Sy =milr, Y FHf—z)+mlrs f71f)+1log3+6log2

=l

et pour 0<r<e<<1:

m(r, fiIf)< 24 +2logjr +3log 1/(e —r) -+ 410g* T (e, /), i

if’f(f— ) < 24 20g 1jr 43 log 1f{e—r)+810g 2 + 4 log* T (e, f (f—1/2)
1
or
log+ T'(e, f(f —1/2) <tog* T'(e, f)+21log2.
Doue
2
(ro Y FHf—ze)) < 24+ 2log 1r + 310g e —r) #10g* T(e, ) 1log2.
ot

De 14 on ohtiéut :
(2.9) S(r) << 48} 171og 2| log 8 | 4log1/r + 6log 1/(e —r) + 8log+ T{e, f).

Nous pouvons estimer T (e, f) & partir de m(Q, £} et le module maximum (1.2)
de la fonetion univalente w :

log* 7'(e, f) = log 1/(1 — o).
En posant 2e=1-4r, on a: |
log+ T(p, fy<2log?2+ 2log ¥/{1—r), . ;
Jog 1f(e — r) = log 2 | log 1/(1 — r). ' |
Désignons la paI‘lti.ﬂ constante de la borne supérieure de S{r) par
C =48 | 89 log 2+ log 8.

Nous obtenons alors :
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(2.10) S(ry<CH4log1ir+22log1/(1—r).

Le quotient de §(r) par log 1/(1 —r) reste borné pour r 1. On pourra donc
écrire : :

(2.11) S (ry =0 {log 1/(1 —r)).

Remplacons les-valeurs (2.8) de N (r, 1/2 et (2.11) de S (r) dans (2.6) provenant
de 1’application du second théoréme fondamental (I1"y :

(2.12) Hanl ™ < rfn(l—r)+ 0 flog /(1 — )}
d’oil: A |
(2.13) | an | < 425" (1 —r)+ 40 {log (1~ r} [ r".

Le second terme du second membre de (2.18) qﬁi _est de T'ordre de
“log 1/(1 —r) est négligeable par rapport au premier terme de 1’ordre de 1j(1 —»}
pour r - 1. Ce premier lerme alleint sa plus petite valeur pour r=1—1/n:

"= (1 —r) < ne.
On obtient ainsi:
(2.14) | @y | < 4nej=.

Remarque. Pour les coefficients des fonctions unmivalentes, il existe
déja D'estimation de LirTLEwoon avec [e,] < en et celle de Bazmevic avec
|an} << enf2-+1,61.. Havman [2] a démontré pour une fonction déterminée de
la famille (5}, | ap | =< n pour toutes les grandes valeurs de g.

Pour oblenir ia horme (2.14), nous avons estimé le nombre p(r, 1/2) des
racines de f (w)=1/2 comprises dans le domaine [z|<r < 1, enle majorant
avec le diamétre maximum d, du domaine image Gr dans le plan w et nous
avons borné le diamétre d,. avec le double du module | w (2} | <% rf(1 —¢)%, d’otL :

(2.7) n(r, 1/2)5.1,/2,15&-(1 — ),

On pourrait esssyer d’améliorer le résultant précédent en premant une
fonetion f (gw) & la place de la fonction f (w), 4 étant une constante guei-
conque (5 + 0). Alors on peut présumer ce qui suit: Horsque la famille des
fonctions (1.1) représente d’ume maniére univalente le cercle unité|z <1
sur le plan w, il existe un nombre 5 (}5}=1) tel que la fonction 5 w(z) rep-
résente le cercle |z | =Zr < 1 sur un domaine D, ol le nomhre n(r, 1/2)} des
points : ‘

w=24|-2n in (n=0

+1...), (A=const.}

est plus petit que
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r{27+(1 — r)? -t const.

Dans ce eas, on peut évidemment exprimer notre estimation précédente
{2.14) avec plus de préeision sous 1a forme de '

| @ | << 2 ne.
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OZET

Bu yamda defer dafilimi feoriginin esas teoremleri yardimiyle yalinkat
bir fonksiyonun katsayilar igin bir Hst simir hesaplanmaktadir, Kesin hir
limite erigilememelkle beraber, kullanilan yolun sadeligi ilgi gekicidir,




