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W i r d e in Objekt des p r o j e k t i v e n Raumes R a mittels der S t r a h l e n eines 
l i n e a r e n Netzes auf die Bi ldebene je proj iz iert , so entsteht ein Netzriss des 
Objektes . . D u r c h die V e r w e n d u n g zweier Netze lässt s ich z w i s c h e n den 
Objekten des B 8 und i h r e n B i l d p a a r e n eine umkehrbar eindeutige Beziehung 
herste l len . Die Abbi ldung durch z w e i Netze mit voneinander v e r s c h i e d e n e n 
L e i t g o r a d e n p a a r e n ist bekannt ' ) . Dagogen scheint der F a l l , dass die Netze 
eifte gemeinsame Leitgerade d besi tzen, n o c h nicht behandelt worden 7.a 

s e i n ; die U n t e r s u c h u n g dieses F a l l e s ist das Zie l der v o r l i e g e n d e n Arhei t . 
Die c h a r a k t e r i s t i s c h e n E i g e n s c h a f t e n einer i n dieser Weise defi
n i e r t e n Notaabbildung folgen im W e s e n t l i c h e n aus der Tatsache , dass die 
gemeinsamen S t r a h l e n beider Netze (die Doppelsehstrahten) die E r z e u g e n d e n 
einer Quadrik s ind . I n den n a c h s t e h e n d e n Zei len w i r d u. a. bewiesen : 
Die Punkte des R a werden d u r c h die geordneten Punktepaare v o n « darge
stel lt , deren Tritgei'gerade den S p u r p u n k t D v o n d enthal ten . Die Geraden 

des Raumes w e r d e n i . a. auf die P a a r e der Kegelschnitte zweier Gebüsche 

abgebildet, die d u r c h d e n Spurkege lsctmi i t k v o n $ perspekt iv aufeinander 
bezogen w e r d e n . Die U n t e r s u c h u n g der F r a g e , w e l c h e K u r v e n des R B d u r c h 
die Geradenpaare v o n j[ dargestel l t w e r d e n , führt auf bestimmte Raumkurven 

dritter Ordnung. Jede Ebene a desj R s w i r d i . a. d u r c h eine Perspektive 

Cremona-Verwandtschaft dritten Grades V mit dem Zentrum D dargestellt , 

deren I n z i d e n z l i n i e n die B i l d s p u r a von a und der Kege lschni t t k s ind ; 
"das Strahlfeld a w i r d auf z w e i e inander i n V entsprechende Kegelschnitts

bündel abgebildet . 

1 . D i e A b b i l d u n g v o n P u n k t e n . E i n S t r a h l ueLz des p r o j e k t i v e n d r e i 

d i m e n s i o n a l e n R a u m e s R a s e i d u r c h s e i n e - i m F o l g e n d e n s t e t s r e e l l v o r a u s 

g e s e t z t e n - L e i t g e r a d e n d, dL gegeben ; e i n N e t z N 2 d u r c h d i e L e i t g e r a d e d u n d 

e ine z t r - r f u n d dL w i n d s c h i e f e L e i t g e r a d e d 2 . W i r b e t r a c h t e n d i e S t r a h l e n b e i d e r 

N e t z e a l s Sehstrahlen u n d d e n k e n d i e P u n k t e des R a u m e s R a m i t t e l s d i e ser 
' S t r a h l e n a u f d i e B i l d e b e n e n p r o j i z i e r t ; j e d e F i g u r des R a u m e s w i r d d a b e i 

a u f e i n P a a r e i n a n d e r zugeordneter Netzrisse a b g e b i l d e t . D i e g e m e i n s a m e n 

' ) V g l . F . H O H E N B E B Q : Mb. Math, P h y s . 4 2 , 4 2 5 — 4 3 7 ( 1 9 3 5 ) . - - - - -_ 
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S t r a h l e n der Netze N x , N a s t e l l e n d i e Doppelsehstrahlen d a r ; s i e b i l d e n d i e 
E r z e u g e n d e n s c h a r d e r d u r c h d i e L e i t g e r a d e n d, dL, </2 b e s t i m m t e n Q u a d r i k <p . 
D i e B i l d e b e n e n s e i s t e t s so g e w ä h l t , dass s ie i> n a c h e i n e m n i c h t z e r f a l i e n d e n 
K e g e l s c h n i t t k s c h n e i d e t 2 ) . D i e i n n l i e g e n d e n S p u r p u n k t e D, DL, Dt d e r 
G e r a d e n d, dl} d2 g e h ö r e n k a n ; d i e G e r a d e n h^DD^ ht = DD2 s i n d d i e i n 
n- l i e g e n d e n S t r a h l e n der b e i d e n Netze ( A b b . 1 ) . 

F i g . 1 

Jeder P u n k t P des R a u m e s , d e r w e d e r tf> n o c h n a n g e h ö r t , l e g t i n V e r 
b i n d u n g m i t d e n G e r a d e n d, dl, dt d r e i E b e n e n x, tL, r 2 f e s t , d i e JE i n d e n ] 
G e r a d e n t> i l t t, der B ü s c h e l Z>.(»)» £>An)> D2(x) s c h n e i d e n . D i e d u r c h P 

l a u f e n d e n S t r a h l e n d e r Netze N t , N 2 s i n d d i e G e r a d e n P l — [ttj b z w . p2 = [tz2\ ; 

i h r e S p u r u u u k t « pl = [tti], b z w . . P2 = [ f f j s i n d d i e Netzrisse von P, D i e e r s t e n 
N e t z r i s s e a l l e r P u n k t e v o n tL H e g e n a u f t t , d i e z w e i t e n NeLzr i sse a l l e r P u n k t e 
v o n T 2 g e h ö r e n f 3 a n ; d i e E b e n e n des B ü s c h e l s dl s i n d d a h e r i m ersten Netzriss 

projizierend (strahlprojizierend), d i e E b e n e n des B ü s c h e l s rf2 i m zweiten Netzriss. 

D i e N e t z r i s s e Plt F a j edes P u n k t e s P der E b e n e x l i e g e n a u f t ; a l l e E b e n e n 
des B ü s c h e l s d s i n d d a h e r in beiden .Netzrissen strahlprojizierend{doppelprojizie* 

rend). H i e r a u s f o l g t , dass i r g e u d z w e i P u n k t e Plt P2 v o n n, d e r e n V e r b i n d u u g s -
g e r a d e t d u r c h D l ä u f t , d e n ersten und zweiten Netzriss eines bestimmten Pank' 

tes P d a r s t e l l e n , n ä m l i c h des S c h n i t t p u n k t e s der m i t Pt b z w . _Pa i n z i d e n t e n 

2 ) Die A n n a h m e , dass * eine Tangentialebene von $ ist , sol l i n e iner folgenden Not» 

erörtert w e r d e n . 
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S t r a h l e n P l , p2 d e r Netze N M N 2 . F ü r j e d e u P u n k t P der E b e n e * / — [d^], 

der w e d e r a u f o", n o c h a u f A , l i e g t , w i r d i ^ A j u n d d a h e r pl = D; a n a l o g 
f o l g t f ü r j e d e n n i c h t a u f d oder A t l i e g e n d e n P u n k t P d e r E b e n e *'- = [rfA,], 
dass f — A ( u n d w i r d . D iese b e i d e n E b e n e n w e r d e n i m e r s t e n N e t z r i s s 

d a h e r a u / J i e Punkte D, b z w . a b g e b i l d e t ; w i r b e z e i c h n e n s ie a l s punkipro-

jizierend für N t u n d i n g l e i c h e r Weise d i e E b e n e n r a " = [d2h2], T " = [dA 2] a l s 
- punktprojizierend für N 2 • 

•Sniz 7 ; I F i r d rfer Raum R 8 durch zwei Netze N i , N a mi i (/er gemeinsamen Leit~ 

geraden d auf die Bildebene « projiziert, so werden die Punkte des 

Raumes, die weder der den Netzen gemeinsamen Quadrik 0 noch der 

Ebene n angehören, umkehrbar eindeutig auf die Punktepaare von « 

abgebildet, deren Trägergerade den Spurpunkt D von d enthalten. Die 

ersten (zweiten) • Netzrisse aller Punkte, die einer durch d oder die Leit

gerade di (d3) dee Netzes NL ( N a ) laufenden Ebene angehören, liegen auf 

der Spur der Ebene bzw. im Sparpunkt der anderen Leitgeraden, wenn 

die Ebene den in « liegenden Netzstrahl enthält. 

Jeder P u n k t E v o n i>, d e r k e i n e r L e i t g e r a d e n der N e t z e a n g e h ö r t , b e s i t z t 
d e n a u f k l i e g e n d e n S p u r p u n k t El2 d e r m i t E i n z i d e n t e n E r z e u g e n d e n e v o n # 
z u m ersten und zweiten Netzriss. Jeder P u n k t Q v o n n , d e r w e d e r a u f n o c h 
a u f h2 l i e g t , fällt mit seinen Netzrissen zusammen {Ct = Ct = C). D i e Q u a d r i k 

u n d d i e E b e n e a s t e l l e n d a h e r d i e Inzidenzflächen der N e t z a b b i l d u n g d a r ; k 

i s t d i e Inzidenzkurve der B i l d f i g u r . 

L i e g t E a u f d1 , so s t e l l t jeder S t r a h l px des i n d e r E b e n e z = [Ed] l i e g e n 
d e n B ü s c h e l s E{x) e i n e n S t r a h l des Netzes N i d a r , s e i n a u f der B i l d s p u r e t = t 

v o n % l i e g e n d e r S p u r p u n k t P, i s t d a h e r ein erster Netzriss von P; das e r s t e 
N e t z b i l d v o n E i s t die Gerade ej. . A l l e P u n k t e v o n dt s i n d d a h e r Hauptpunkte 

d e r V e r w a n d t s c h a f t , d i e das Netz N ( z w i s c h e n d e n P u n k t e n des R a u m e s u n d 
d e n e n v o n n h e r v o r r u f t ; d i e S t r a h l e n des i n n l i e g e n d e n B ü s c h e l s D s i n d 
Hauptstrahten d i e ser V e r w a n d t s c h a f t . D e r z w e i t e N e t z r i s s v o n E i s t der ( e i n 
d e u t i g b e s t i m m t e ) S p u r p u n k t El2 der d u r c h E l a u f e n d e n E r z e u g e n d e n e v o n 
& ; da e i m B ü s c h e l E{%) e n t h a l t e n i s t , so i s t El2 der v o n D v e r s c h i e d e n e 
S c h n i t t p u n k t v o n e^ u u d k. D i e P u n k t r e i h e di (E...) w i r d d u r c h d i e E r z e u g e n -
d e u s c h a r v o n <p projektiv a u f d i e P u n k t r e i h e k(Eit...) bezogen u n d d iese 
R e i h e w i r d a u s D d u r c h das m i t i h r perspektiv l i e g e n d e S t r a h l b ü s c h e l D ( 6 ± . . - ) 

p r o j i z i e r t . Die Reihe der auf dl liegenden Hauptpunkte ist demnach zum Büschel 

der entsprechenden Hauptstrahlen projektiv; dem Punkt E ~ DL entspricht die 

Gerade ei — h1 . A u s d e n s e l b e n G r ü n d e n i s t j e d e r P u n k t v o n dt e i n H a u p t p u n k t 
d e r V e r w a n d t s c h a f t , d i e das Netz N2 z w i s c h e n d e n P u n k t e u des R a u m e s u n d 
d e n e n v o n n h e r v o r r u f t ; d i e d i e s e n P u n k t e n e n t s p r e c h e n d e n H a u p t s t r . a b . l e n  
b i l d e n g l e i c h f a l l s das' B ü s c h e l D {st). Jeder P u n k t d e r g e m e i n s a m e n L e i t g e r a 
d e n d v o n N x , i s t e i n " H a u p t p u n k t 'für beide Netzrisse; d i e i h m e n t s p r e 
c h e n d e n H a u p t s t r a h l e n e, , eB g e h ö r e n d e n B ü s c h e l n D 1 ( « ) , D 2 (n) a n u n d 

http://Hauptstr.ab.len
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s c h n e i d e n " ; e i n a n d e r a u f k. D i e P u n k t r e i h e d ( £ . . . ) w i r d i n d i e s e m S i n n a u f 
d i e Projektivität z w i s c h e n d e n B ü s c h e i n DL(ic), D2{a) b e z o g e n , d e r e n E r z e u g n i s 
k i s t . — Jeder P u n k t C v o n A t b e s i t z t alle Punkte von hy z u m e r s t e n N e t z r i s s , . 
s e i n z w e i t e r N e t z r i s s i s t C u n d A n a l o g e s g i l t f ü r d i e P u n k t e v o n hs. D i e 
P u n k t e der G e r a d e n A 1 T h2 s i n d d e m n a c h a u c h Hauptpunkte der N e t z r i s s e ; d i e 
i h n e n e n t s p r e c h e n d e » H a u p t s t r a h l e n f a l l e n m i t ht b z w . h2 z u s a m m e n . 

Satz 2: Bei der Abbildung des Raumes R a durch zwei Netze mit einer gemeinsam 

men Leitgeraden werden die Punkte der den Netzen gemeinsamen Quad~ 

rik <P i.a. in beiden Rissen auf die Punkte des Sparke gelschnittes k von 

0 und die Punkte der Bildebene i.a. auf sich ^selbst abgebildet. Die 

Punkte der Leitgeraden und des in JE liegenden Strahls jedes Netzes sind 

Hauptpunkte der Netzrisse. Jedem Hauptpunkt, der einer Leitgeraden. 

eines Netzes angehört, entspricht ein Hauptstrahl, der den Spurpunkt 

der zweiten Leitgeraden enthält; jedem in JE liegenden Hauptpunkt \ist 

der mit ihm inzidente Netzstrahl zugeordnet. 

2. D i e A b b i l d u n g v o n G e r a d e n . Jede Gerade c des R a u m e s , d i e n i c h t a u f 
l i e g t u n d w e d e r d i e L e i t g e r a d e n d, dif d2 der Netze N t , N a n o c h d i e i n « l i e 
g e n d e n N e t z s t r a h l e n A, , h2 s c h n e i d e t , b e s i t z t zwei Kegelschnitte c,, c2 z u m 
e r s t e n b z w . z w e i t e n N e t z r i s s , n ä m l i c h d i e i n JE l i e g e n d e n S p u r k u r v e n der d u r c h 
d i e G e r a d e n c, d, dt b z w . c, d, d3 b e s t i m m t e n Q u a d r i k e n ru P2. D i e I n z i d e u z -
q u a d r i k <P s c h n e i d e t d i e Gerade c i n d e n Inzidenzpunkten E, F der FGeradon ; 
d i e d u r c h E u n d F l a u f e n d e n E r z e u g e n d e n e, f von. <p g e h ö r e n d e n J Q u a d r i k e n 
f „ r2 a n ; i h r e S p u r p u n k t e £ 1 3 , Fl2 l i e g e n a u f c L , c2 u n d k. D i e Q u a d r i k e n 
l 1 , , p2 h a b e n m i t <£ d i e G e r a d e n d, dt, e, f b z w . d, d2, e, f u n d m i t e i n a n d e r 
d i e G e r a d e n c, d, e f g e m e i n s a m . D i e K e g e l s c h u i t t e c,, c 2 t r e f f e n k i n d e n 
P u n k t e n D, Dt, Ei2, F,2 b z w . D, D2, E,2, Fti u n d s c h n e i d e n e i n a n d e r i n C, D , . 
El2 u n d Fl2. D i e P u n k t e D, D± v o n ct s i n d d i e e r s t e n N e t z r i s s e der P u n k t e 
Di D', i n d e n e n ' d i e G e r a d e c d i e b e i d e n p u n k t p r o j i z i e r e n d e n E b e n e n r / = [fl^A,], 
r ' = [(iA l] des e r s t e n N e t z r i s s e s s c h n e i d e t ; d i e P u n k t e D, D2 v o n c.} s t a m m e n 
v o n d e n S c h n i t t p u n k t e n der G e r a d e n c m i t d e u E b e n e n t2" = [d2hs], t" = [dh2] h e r . 

U m g e k e h r t l a s s e n s i c h j e z w e i d u r c h D, Dt b z w . D, D2 l a u f e n d e K e g e l 
s c h n i t t e clf c 2 , d i e e i n a n d e r i n z w e i w e i t e r e n P u n k t e n El2, F12 v o n k s c h n e i d e n , 
a l s Netzrisse einer bestimmten Geraden c a n s e h e n ; der v i e r t e S c h n i t t p u n k t d e r 
K e g e l s c h n i t t e i s t d e r S p u r p u n k t C v o n c, d i e m i t C i n z i d e n t e g e m e i n s a m e 
T r e f f g e r a d e der d u r c h d i e P u n k t e El2, Fi2 l a u f e n d e n E r z e u g e n d e n e, / v o n $ 
i s t c . D i e so d e f i n i e r t e n K e g e l s c h n i t t s p a a r e b i l d e n ebenso w i e d ie r e e l l e n Ge
r a d e n des R a u m e s R„ e i n e v i e r p a r a m e t r i g e M a n n i g f a l t i g k e i t . D i e K e g e l s c h n i t t e 
v o n JE , d i e d u r c h D u n d D , l a u f e n , b i l d e n e i n e d r e i p a r a m e t r i g e M a n n i g f a l t i g 
k e i t ; d i e S t r a h l e n des Netzes N t , d i e e i n e n s o l c h e n K e g e l s c h n i t t {a t r e f f e n , , 
s i n d d i e E r z e u g e n d e n e i n e r Q u a d r i k Z\ . A l l e G e r a d e n v o n rif d i e der g l e i c h e n 
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S c h a r a n g e h ö r e n w i e d, b e s i t z e n cv z u m e r s t e n N e t z r i s s ; d i e z w e i t e n N e t z r i s s e 
d i e ser G e r a d e n b i l d e n d a s Büschel, dessen G r u n d p u n k t e D, D2 u n d d i e v o n 
D, £ ) , v e r s c h i e d e n e n S c h n i t t p u n k t e E12, F12 v o n ct u n d k s i n d . A l l e K e g e l 
s c h n i t t e cL, d i e d u r c h D, DL l a u f e n u n d k i n zwei festen Punkten E^, Fi2 s c h n e i 
d e n , b i l d e n e i n B ü s c h e l ; d i e d u r c h D, D2, El2, Fl2 l a u f e n d e n K e g e l s c h n i t t e c t 

b i l d e n e i n z w e i t e s B ü s c h e l . D i e G e r a d e n c , d i e j e e i n e n K e g e l s c h n i t t d e r bei¬
' d e n B ü s c h e l z u m e r s t e n b z w . , z w e i t e n N e t z r i s s h a b e n , s i n d die gemeinsamen 

Treffgeraden der mit El2 bzw. F12 inzidtntsn Erzsagenden e, f von 0. S o m i t g i l t 

Satz 3: Wird der Raum R 3 durch zwei Netze N l t N 2 , die eine gemeinsame Leit¬

gerade d besitzen, auf die Bildebene & projiziert, so werden die Geraden 

des Raumes, die gegenüber den Leitgäraden der Netze und der von die

sen gebildeten Quadrik 0 allgemeine Lage besitzen, umkehrbar eindeutig 

auf die Kegelschnittspaare von n abgebildet, die einander im Spurpunkt 

D von d sowie zwei weiteren Punkten des Sparkegelschnitts k von 0 

treffen und von denen jeder noch den Spurpunkt der zweiten Leitgera

den des betreffenden Netzes enthält. Die Strahlen jedes Netzes, das 

irgendzwei Erzeugende von 0 zu Leitlinien hat, werden durch die Kegel

schnitte zweier Büschel dargestellt-

D i e Inzidenz e ines P u n k t e s P m i t e i n e r G e r a d e n c b e w i r k t I n z i d e n z der 
g l e i c h n a m i g e n R i s s e Plt cy b z w . P2, c2 v o n P u n d c. D i e P u n k t e Pit Ps g e h ö 
r e n e i n e m S t r a h l des B ü s c h e l s D a u ; d i e K e g e l s c h n i t t e cL, c2 h a b e n d i e i n 
Satz B b e s c h r i e b e n e L a g e . Jede gerade Panktreihe c (P...) w i r d d a h e r d u r c h d i e 
Projektivität d a r g e s t e l l t , d i e das B ü s c h e l D (JC) z w i s c h e n d e u a u f d e n K e g e l 
s c h n i t t e n C l , c2 l i e g e n d e n P u n k t r e i h e n c ^ P , . . . . ) , c2(P2...) h e r v o r r u f t . D a s 
Strahlbündel m i t d e m S c h e i t e l P w i r d a u f d i e b e i d e n Kegelschnittsbündel a b g e b i l 
d e t , d i e d u r c h d i e G r u n d p u n k t e D,Dy,PL b z w . D, D2, ^ b e s t i m m t s i n d u n d d i e 
d u r c h d e n K e g e l s c h n i t t k d e r a r t p e r s p e k t i v a u f e i n a n d e r b e z o g e n w e r d e n , dass 
je z w e i K e g e l s c h n i t t e c , , c a der B ü n d e l , d i e N e l z r i s s e e ines B ü n d e l s t r a h l s c 
s i n d , e i n a n d e r [ a u s s e r i n D n o c h i n z w e i w e i t e r e n P u n k t e n El3, F12 v o n k 

s c h n e i d e n . 

Jede Gerade c, d i e d i e Q u a d r i k 0 i n e i n e m P u n k t a l l g e m e i n e r L a g e E = F 

berührt oder d e n K e g e l s c h n i t t k i n e i n e m v o n D, Di u n d D2 v e r s c h i e d e n e n 
P u n k t C = E schneidet, w i r d i n b e i d e n N e t z r i s s e n d u r c h z w e i K e g e l s c h n i t t e 
d , c, d a r g e s t e l l t , d i e e i n a n d e r u n d z u g l e i c h k i n e i n e m P u u k t (E13 = Fl2 b z w . 
E12 = C) berühren. W e n n c d i e Q u a d r i k 0 in einem Punkt C von k b e r ü h r t , so 
oskulieren s i c h d i e K e g e l s c h n i t t e cu c3 i m P u n k t C = 2 ? i a = Fn t i n d s c h n e i d e n 
e i n a n d e r a u s s e r d e m i n D ; m i t k h a b e n s i e B e r ü h r u n g e r s t e r O r d n u n g , w e i l 
s i e k n o c h i n d e u P u n k t e n D, D1 b z w . D, D2 s c h n e i d e n . Jede a u f 0 l i e g e n d e 
G e r a d e , d ie derselben Schar angehört wie d, b e s i t z t k z u m e r s t e n u n d z w e i t e n 
N e t z r i s s . 
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Jede G e r a d e c, d i e e i n e n H a u p t p u n k t des d u r c h . N x oder N 2 b e s t i m m t e n 
N e t z r i s s e s en thä l t u n d k e i n e r p u n k t p r o j i z i e r e n d e n E b e n e a n g e h ö r t , b e s i t z t a l s 
e i g e n t l i c h e s e r s tes b z w . z w e i t e s N e t z b i l d i . a . e i n e Gerade ct b z w . c2; das B i l d 
des H a u p t p u n k t e s i s t e i n e r der i n N r . 1 d e f i n i e r t e n H a u p t s t r a h l e n . 

a ) W e n n c die Gerade d^ s c h n e i d e t , so i s t c t e i n Strahl des Büschels Dt (JE) ; 

der z w e i t e N e t z r i s s v o n c i s t i . a . e i n K e g e l s c h n i t t cs. 

b ) S c h n e i d e t c die Gerade dY and d2, so i s t c x e i n S t r a h l des B ü s c h e l s 
Dt ( s ) u n d c 2 e i n S t r a h l des B ü s c h e l s D2 (JE) ; b e i d e G e r a d e t r e f f e n e i n a n d e r 
i m S p u r p u n k t C v o n c. D i e S t r a h l e n des d u r c h d i e L e i t g e r a d e n dt, d2 be
s t i m m t e n Netzes w e r d e n s o m i t a u f d i e Strahlpaare der Büschel Di ( J E ) , D2(n) 

a b g e b i l d e t . 

c ) W e n n c d i e gemeinsame Leitgerade d der Netze N t , N 2 s c h n e i d e t , so 
f a l l e n d i e G e r a d e n C l , c 2 i n der Spur t der E b e n e % — [cd] z u s a m m e n ( v g l . N r . 1 ) . 
D i e P u n k t r e i h e c (/*...) w i r d d u r c h e i n e a u f t l i e g e n d e P r o j e k t i v ] t a t d a r g e 
s t e l l t , d i e d e n S p u r p u n k t C v o n c u n d den v o n D v e r s c h i e d e n e n S c h n i t t p u n k t 
F 1 2 v o n k u n d t z u D o p p e l p u n k t e n h a t . D i e T r e f f g e r a d e n v o n d w e r d e n i n 
d i e s e m S i n n d u r c h d i e P r o j e k t i v i t ä t e n d a r g e s t e l l t , d e r e n T r ä g e r g e r a d e das 
Büschel D (JI) b i l d e n u n d d i e e i n e n v o n D v e r s c h i e d e n e u P u n k t v o n k z u e i n e m 
D o p p e l p u n k t h a b e n . D i e s e B e z i e h u n g g i l t i n s b e s o n d e r e f ü r d i e S t r a h l e n des 
Bündels D. 

d ) W e n n c d e n in « liegenden Netzstrahl hL s c h n e i d e t , so i s t c, e i n zu c 

•windschiefe Gerade. D i e Gerade c b e s i t z t i n d i e s e m F a l l z w e i l n z i d e n z p u n k t e 
E, F a l l g e m e i n e r L a g e ; C l v e r b i n d e t d i e N e t z r i s s e El2, Fl2 d i e ser P u n k t e m i t 
e i n a n d e r . D u r c h d i e s e n Z u s a m m e n h a n g w e r d e n d i e S t r a h l e n jedes Bündels, 

dessen Scheitel auf ht l i e g t , d e n S t r a h l e n des Feldes JE u m k e h r b a r e i n d e u t i g 
z u g e o r d n e t . 

Jede Gerade c, d i e zwei verschiedene Hauptpunkte e ines u n d d e s s e l b e n 
N e t z r i s s e s en thä l t o d e r i n e i n e r p u n k t p r o j i z i e r e n d e n E b e n e l i e g t , w i r d i n d i e s e m 
N e t z r i s s a u f e i n e n Punkt a b g e b i l d e t ; d i e B i l d e r der b e i d e n ( u . U . v e r e i n i g t 
l i e g e n d e n ) H a u p t p u n k t e s i n d d i e i h n e n e n t s p r e c h e n d e n H a u p t s t r a h l e n . J e n a c h -
d e m c z u g l e i c h z w e i , e i n e n oder k e i n e n H a u p t p u n k t des a n d e r e n N e t z r i s s e s 
t r ä g t , i s t der z w e i t e N e t z r i s s v o n c e i n Punkt, e i n e Gerade oder e i n Kegelschnitt. 

e) Jede G e r a d e , d i e d i e L e i t g e r a d e n d, dY des Netzes Ni t r i f f t , i s t e i n 
Netzstrahl; i h r e r s t e r N e t z r i s s i s t i h r Spurpunkt C, i h r z w e i t e r N e t z r i s s i s t 
d i e Gerade CD. E n t s p r e c h e n d e s g i l t f ü r d i e A b b i l d u n g der S t r a h l e n des 
Netzes N 2 . 

f ) Jede G e r a d e , d i e d i e L e i t g e r a d e n d, dL, d2 b e i d e r Netze s c h n e i d e t , i s t 
e i n Doppelsehstrahl ( e i n e E r z e u g e n d e v o n <?) ; b e i d e N e t z r i s s e e i n e r s o l c h e n 
G e r a d e n s i n d i n i h r e m a u f k l i e g e n d e n S p u r p u n k t v e r e i n i g t . 

g ) Jede G e r a d e , d ie d e r p u u k t p r o j i z i e r e n d e n E b e n e t'—[dhL] a n g e h ö r t , 
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w i r d n a c h N r . 1 i m e r s t e n N e t z r i s s a u f d e n P u n k t Dt , i m z w e i t e n N e t z r i s s 
a u f d i e Gerade ht a b g e b i l d e t . 

h ) Jede G e r a d e , d i e der E b e n e tL
r — [dlhl] a n g e h ö r t , w i r d a u s d e n s e l b e n 

G r ü n d e n i m e r s t e n N e t z r i s s a u f d e n P u n k t D, i m z w e i t e n N e t z r i s s a b e r a u f 
e i n e n Kegelschnitt a b g e b i l d e t , d e r k i n D b e r ü h r t . 

Satz 4: Bei der Abbildung des Raumes R a durch zwei Netze mit einer gemein

samen Leitgeraden werden die .Geraden, die einen Hauptpunkt nur eines 

Netzrisses enthalten, i- a. in diesem Netzriss auf Gerade und im zuge

ordneten Netzriss auf Kegelschnitte abgebildet; Gerade, die je einen 

Hauptpunkt beider Netzrisse tragen, werden durch zwei Gerade darge

stellt. Jede Gerade, die zwei Hauptpunkte*eines Netzrisses enthält, wird 

in diesem Riss durch einen Punkt und im zugeordneten Riss durch einen 

Punkt, eine Gerade oder einen Kegelschnitt dargestellt, je nachdem sie 

zwei, einen oder keinen Hauptpunkt des zweiten Netzrisses trägt. 

3. D i e A b b i l d u n g v o n K u r v e n Jede a l g e b r a i s c h e K u r v e n. t e r O r d n u n g 
c des R a u m e s , d i e n i c h t a u f 0 l i e g t u n d w e d e r d i e L e i t g e r a d e n d, dt, d2 der 
N e t z e N t , N 2 n o c h d e r e n i n « l i e g e n d e S t r a h l e n kt , h2 s c h n e i d e t , w i r d d u r c h 
d i e Netze a u f zwei algebraische Kurven 2n- ter Ordnung c t , c 2 v o n JT a b g e b i l d e t ; 
n ä m l i c h d i e S p u r k u r v e n d e r R e g e l f l ä c h e n 2 n . t e n Grades j \ , p2 , d i e d u r c h c 
u n d d i e G o r a d e n d, dL b z w . d, d2 b e s t i m m t s i n d , c i s t e i n e einfache Leitlinie 

b e i d e r F lächen ; d i e G e r a d e n d, dx s i n d n-fache Leitgerade von rt, d i e G e r a d e n 
d, d2 s i n d n-fache Leitlinien von r2. D i e Q u a d r i k 0 s c h n e i d e t c i n d e n 2n fnzi-

denzpunkten der K u r v e ; d i e 2« E r z e u g e n d e n v o n 0, d i e d u r c h d iese P u n k t e 
l a u f e n , s i n d a u c h E r z e u g e n d e v o n 2\ u n d F2 . D e r G e s a m t s c h n i t t i n . t e r O r d 
n u n g [<p r j b e s t e h t d a h e r a u s d e n j e u - f a c h z ä h l e n d e n G e r a d e n d, u n d d e n 
g e n a n n t e n 2n G e r a d e n ; der G e s a m t s c h n i t t [<P T2] b e s t e h t a u s d e n j e « - f a c h 
z ä h l e n d e n G e r a d e n d, d2 u u d d e u s e l b e u 2 « E r z e u g e n d e n v o n 0. A m G e s a m t 
s c h n i t t [fi-TV], der d i e O r d n u n g in2 b e s i t z t , n i m m t d i e G e r a d e d m i t d e r V i e l 
f a c h h e i t 712 t e i l ; f e r n e r g e h ö r e n i h m d i e K u r v e c m i t der O r d n u n g n u n d d i e 2n 

E r z e u g e n d e n v o n 0 a n , d i e d u r c h d i e I n z i d e n z p u n k t o v o n c l a u f e n . D e r R e s t -
s e h u i t t der b e i d e n F l ä c h e n b e s i t z t d e m n a c h d i e O r d n u n g 3n (n-1). 

D i e N e t z r i s s e C l , c2 v o n c h a b e n d e n S p u r p u n k t D v o n d z u m gemein

samen n-fachen Punkt u n d s c h n e i d e n ' e i n a n d e r i n d e n n S p u r p u n k t e n v o n c 

s o w i e i n d e n 2 « a u f k l i e g e n d e n S p u r p u n k t e n d e r E r z e u g e n d e n v o n 0, d i e c 

t r e f f e n , c, b e s i t z t ü b e r d i e s e i u e u n-fachen Punkt im Spurpunkt Di v o n dL, 

a n a l o g c2 e i n e n n~fachen Punkt\ in D2 ( d i ese P u n k t e s i n d , w i e i m F a l l e der 
G e r a d e n b e s c h r i e b e n , d i e N e t z r i s s e der P u n k t e , i n d e n e n c d i e p u n k t p r o j i z i e -
r e n d e u Ebenen ' , s c h n e i d e t ) . V o n d e n 4n S c h n i t t p u n k t e n [ c ^ J l i e g e n d e m n a c h 
j e h i n d e n P u n k t e n D, Dt u n d j e e i n e r i n d e n . 2 n S p u r p u n k t e n der g e n a n n t e n 
E r z e u g e n d e n v o n 0 ; a n a l o g e B e z i e h u n g e n g e l t e n f ü r d i e S c h n i t t p u n k t e [c2k]. 
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V o n d e n -4n 2. . S c h n i t t p u n k t e n [ c t c s ] s i n d n2 i n D v e r e i n i g t ; n l i e g e n i n d e n 
S p u r p u n k t e n v o n c, f e r n e r 2 n i n d e n v o n D, DL u u d D2 v e r s c h i e d e n e n P u n k t e n 
v o u fe;, s c h l i e s s l i c h 3 « ,(n-l) i n den S p u r p u n k t e n des R e s t s e h n i t t e s v o n rt u n d 
T a . I n V e r a l l g e m e i n e r u n g v o n Satz 3 g i l t d e m n a c h 

Satz 5; Die Netzrisse einer algebraischen Kurve n. ter Ordnung c, die gegenüber 

den Leitgeraden d, dt , d2 der Netze N t , N 2 und der von diesen gebil

deten Quadrik i> allgemeine Lage besitzt, sind zwei algebraische Kurven 

2n. ter Ordnung c, , c2 , die in den Spurpunkten D, Dj_ bzw. D, D2 von 

d, dL bzw. d, d2 je einen n-fachen Punkt haben. Beide Kurven enthalten 

die Spurpunkte von c und die 2n Punkte des Kegelschnittes k, die den c 

schneidenden Doppelsehstrahlen angehören. 

Jede K u r v e c, d i e h verschiedene Hauptpunkte des d u r c h N t oder N B be 
s t i m m t e n N e t z r i s s e s e n t h ä l t , b e s i t z t a l s e i g e n t l i c h e s e r s tes b z w . z w e i t e s N e t z b i l d 
e i n e algebraische Kurve (2n-h) ter Ordnung; d i e B i l d e r der H a u p t p u n k t e s i n d h 

H a u p t s t r a h l e n . D a j e d e r H a u p t s t r a h l e i n e m d e r B ü s c h e l £ ) { J I ) , Di(ic), D3 («) 

a n g e h ö r t , so v e r m i n d e r n d i e H a u p t p u n k t e v o n c a u c h die Vielfachheit der 

Punkte D, Dt, D2 a u f c, b z w . c2 s o w i e die Anzahl der übrigen auf k l i e g e n d e n 
P u n k t e v o n c, b z w . c2 . 

a) W e n n c die Gerade dt in r, Punkten s c h n e i d e t , so i s t cL v o n der O r d 
n u n g 2 /i-i-i . Jeder d e r rt H a u p t s t r a h l e n v e r b i n d e t D m i t e i n e m w e i t e r e n P u n k t 
v o n k, v e r m i n d e r t a l s o s o w o h l d i e V i e l f a c h h e i t v o n D a u f ci a l s a u c h d i e 
A n z a h l der v o n D, D^ v e r s c h i e d e n e n S c h n i t t p u n k t e [cLk] u m e i n e E i n h e i t . ct 

b e s i t z t d a h e r D z u m (n-rt) fachen Punkt u n d s c h n e i d e t k i n 2n-r^ von D und 

Di verschiedenen Punkten. - W e n n c d i e Gerade d2 i n r B P u n k t e n t r i f f t , so g e l 
t e n a n a l o g e B e z i e h u n g e n f ü r d e u N e t z r i s s c2 v o n c. 

b ) W e n n c die gemeinsame Leitgerade d beider Netze in r Punkten s c h n e i 
d e t , so f o l g t a u s ä h n l i c h e n Ü b e r l e g u n g e n , dass d i e e i g e n t l i c h e n N e t z r i s s e v o n 
c z w e i a l g e b r a i s c h e K u r v e n ( 2 / j - r ) t e r O r d n u n g s i n d , d i e DL b z w . D2 z u m 
(n-r) fachen Punkt h a b e n u n d e i n a n d e r i n 2n-r von D, Dt , D2 verschiedenen 

Punkten des K e g e l s c h n i t t e s k t r e f f e n . 

c) W e n n c den in x liegenden Netzstrahl ht in sj Punkten s c h n e i d e t , S D 

e r g i b t s i c h f ü r cL e i n e a l g e b r a i s c h e K u r v e (2n-s L ) t e r O r d n u n g , d i e i n D u n d 
Di j e e i n e n (n-s,) fachen Punkt h a t . - E n t s p r e c h e n d e s g i l t , w e n n c d e n i n « 
l i e g e n d e n S t r a h l h2 des Netzes N , i n s2 P u n k t e n s c h n e i d e t ( s ! - j - Ä A m ü s s e n 
s e i n ) . 

I n V e r a l l g e m e i n e r u n g v o u Satz 4= g i l t d a h e r 

Satz 6: Die eigentlichen Netzrisse einer algebraischen Kurve n- ter Ordnung c, 

die die gemeinsame Leitgerade d der Netze N i > N 2 in r Punkten, die 

von d verschiedenen Leitgeraden dt bzw. d2 der Netze in r± bzw. r, 
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Punkten and die in JE liegenden Netzstrahlen h^ , h2 in st bzw. s2 Punk

ten schneidet, sind zwei algebraische Kurven ct> c2 . Die Kurve cL be

sitzt die Ordnung 2n — (r ~\- rL-{~ s,), hat im Spurpunkt D von d einen 

(n — r, ~ s j fachen Punkt und im Spurpunkt Z>t von dv einen (n—r—st) 

fachen Punkt, während c2 die Ordnung 2n — (r + r 2 + s2) besitzt, in D 

einen (n — r2 — s2) fachen und im Spurpunkt Dt von d2 einen (n—r—s2) 

fachen Punkt hat. Beide Kurven enthalten die n ~ (s, + s2) nicht auf 

hi , h2 liegenden Spurpunkte von c und die 2n — (r + rl + r2) Punkte 

von k, die den c schneidenden Doppelsehstrahlen angehören. 

D u r c h d i e v o r s t e h e n d e n T i e z i e h u n g e n g e w i n n t m a n a u c h E i n b l i c k i n das 
Umkekrproblem der Netzprojektion, n ä m l i c h d i e F r a g e n a c h d e n K u r v e n des 
R a u m e s R B , d i e vorgegebene Kurven von n zu Netzrissen h a b e n . W i r b e s c h r ä n 
k e n u n s a u f d i e E r m i t t l u n g d e r K u r v e c, d e r e n N e t z r i s s e z w e i G e r a d e a l l g e 
m e i n e r L a g e c L , c2 v o n x s i n d . Jede K u r v e , d i e e i n e s o l c h e G e r a d e c L v o n 
JE z u m e r s t e n N e t z r i s s h a t , g e h ö r t d e r d u r c h d i e G e r a d e n cY , d, dY be
s t i m m t e n Quadrik PL a n ; j e d e K u r v e , d e r e n z w e i t e r N e t z r i s s e i n e Gerade c2 i s t , 
l i e g t a u f der d u r c h d i e G e r a d e n c 2 , d, ds b e s t i m m t e n Q u a d r i k r a . D i e g e s u c h t e 
K u r v e s t e l l t d a h e r d i e e i g e n t l i c h e D u r c h d r i n g u n g s k u r v e c der Q u a d r i k e n JT, , 
J * 2 d a r ; da be ide F l ä c h e n d i e G e r a d e d e n t h a l t e n , so i s t c e i n e algebraische 

Raumkurve dritter Ordnung, d i e d i e Gerade d z u e i n e r Bisekante h a t . H i e r a u s 
f o l g t , dass a u c h d i e G e r a d e n c t , c2 u n d dv , <fa B i s e k a n t e n v o n c s i n d , w ä h r e n d 
d i e i n JE l i e g e n d e n E r z e u g e n d e n der Q u a d r i k e n ( d i e N e t z s t r a h l e n / i 1 , h2) Uhise-

kanten der K u r v e s i n d . V o n den d r e i i n n l i e g e n d e n P u n k t e n v o n c g e h ö r t 
d e m n a c h e i n e r hi a n , der z w e i t e l i e g t a u f A a , der d r i t t e i s t der S c h n i t t p u n k t C 

d e r G e r a d e n c, , c2 . D a m i t i s t d i e L a g e , d i e d i e K u r v e c g e g e n ü b e r d e n N e t z e n 
N L , N a b e s i t z t , h i n r e i c h e n d g e k e n n z e i c h n e t ; f ü r d i e o b e n d e f i n i e r t e n C h a r a k 
t e r e v o n c e r g e b e n s i c h d i e W e r t e « = 3 ; 7- = r ( — j - 2 = 2 ; S l — s 2 = l . A u s Sa tz 
6 f o l g t , dass d i e e i g e n t l i c h e n N e t z r i s s e j e d e r R a u m k u r v e d r i t t e r O r d n u n g , d i e 
s i c h i n d i e s e r L a g e b e f i n d e t , i n der T a t zwei Gerade von n s i n d . S o m i t g i l t 

Satz 7: Die Raumkurven dritter Ordnung c, die die Leitgeraden d, d, , d2 der 

Netze N, , N a zu Bisekanten und die in der Bildebene n liegenden Netz

strahlen hj , h2 zu Unisekanten haben, zoerden durch die beiden Netze 

umkehrbar eindeutig den Geradenpaaren von « zugeordnet. 

4. D i e A b b i l d u n g v o n E b e n e n . W e r d e n d i e P u n k t e e i n e r E b e n e « , d i e 
g e g e n ü b e r d e n L e i t g e r a d e n d, dt, d^ der Netze N t , N 2 a l l g e m e i n e L a g e b e s i t z t , 
m i t t e l s der S t r a h l e n b e i d e r Netze a u f d i e B i l d e b e n e n p r o j i z i e r t , so e r g e b e n 
s i c h a l s e r s t e r u n d z w e i t e r N e t z r i s s des F e l d e s « ( / > . . . ) d i e b e i d e n Punktfelder 

JE ( / > , . . . ) , n(P2...). 
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D a s N e t z N , r u f t d u r c h s e i n e S t r a h l e n z w i s c h e n d e n F e l d e r n u(P.,.)r 

n(P1...) b e k a n n t l i e h e i n e umkehrbar eindeutige, quadratische Verwandtschaft 

h e r v o r , d i e w i r d u r c h Q ( b e z e i c h n e n w o l l e n 3 ) ; j e d e r N e t z s t r a h l pl s c h n e i d e t 
« i n e i n e m P u n k t e P u n d .-t i m e r s t e n N e t z r i s s Pt v o n P, I n j e d e m der b e i d e n 
F e l d e r g i b t es d r e i a u s g e z e i c h n e t e P u n k t e , d e n e n i m a n d e r e n F e l d j e e ine 
G e r a d e e n t s p r i c h t , d i e Hauptpunkte der F e l d e r . D i e H a u p t p u n k t e des F e l d e s 
« ( / * . . . ) s i n d d i e S c h n i t t p u n k t e D*, / ) , * , Hv der G e r a d e n d, dL, ht m i t a ; d i e 
H a u p t p u n k t e des F e l d e s n(PL...) s i n d d i e S p u r p u n k t e D, Dt , Ut der G e r a d e n 
d, dt u n d des i n a l i e g e n d e n N e t z s t r a h l s u— £>*£>,* . D i e P u n k t e Ht, Ul ge 
h ö r e n d e r B i l d s p u r a v o n « a n ; der P u n k t Ut i s t der e r s t e N e t z r i s s v o n u, 

d i e G e r a d e u^ — DlIi s t e l l t den z w e i t e n N e t z r i s s v o n u d a r ( v g l . N r . 2) . D e n 
P u n k t e n £>*, D* , Hy e n t s p r e c h e n i n Q , der R e i b e n a c h d i e S e i t e n DıUt , DUi, 

hi—DD, des D r e i e c k s DD,Ut; d e n P u n k t e n D, D , , i / t s i n d i n der g l e i c h e n 
R e i h e n f o l g e d i e S e i t e n , D*Ht , u=D*Dl* des D r e i e c k s D'^D^Hi z u g e w i e s e n . 

D a s N e t z N 2 b e w i r k t i n a n a l o g e r W e i s e e i n e umkehrbar eindeutige, quad

ratische Verwandtschaft Q2 z w i s c h e n d e n F e l d e r n x (P...), x (Pt...) ; j e d e r 
N e t z s t r a h l p2 t r i f f t a i n e i n e m P u n k t e P u n d JI i m z w e i t e n N e t z r i s s P2 v o n P. 

D i e Hauptpunkte des F e l d e s a ( P . . . ) s i u d D* u n d d i e P u n k t e Z> 2 *, HQ , i n d e n e n 
d i e G e r a d e n d2, hQ d i e E b e n e x s c b n e i d e n ; d i e H a u p t p u n k t e des F e l d e s n (P2...) 

s i n d D, D2 u n d d e r S p u r p u n k t V2 des i n a l i e g e n d e n N e t z s t r a h l s v — D*D2* . 

D i e P u n k t e H<, , V2 l i e g e n a u f a ; d e r P u n k t V2 i s t der z w e i t e N e t z r i s s v o n v, 

d i e G e r a d e I>L — DV2 s t e l l t den e r s t e n N e t z r i s s v o n v d a r . D e n P u n k t e n Z)* , 
Z > 2 * , Ht e n t s p r e c h e n i n Q 2 der R e i h e n a c h d i e S e i t e n D2V2, DV2, h2 = DD2 

des D r e i e c k s DD2V2 ', d e n P u n k t e n D, D2, K.2 s i n d i n der g l e i c h e n R e i h e n f o l g e 
d i e S e i t e n D2*H2, D*H3, v = D*Dt* des D r e i e c k s D*DQ*H2 z u g e w i e s e n . 

Jeder Geraden c der Ebene « , d i e k e i n e n H a u p t p u n k t v o n Q L u n d Q 2 

e n t h ä l t , e n t s p r i c h t i n Q , e i n Kegelschnitt c, , der d u r c h d i e P u n k t e D, £>, , i / t 

l ä u f t u n d i n Q a e i n K e g e l s c h n i t t c 2 , der d i e P u n k t e D, D2, Vs e n t h ä l t . B e i d e 
K e g e l s c h n i t t e t r e f f e n e i n a n d e r a u s s e r i u D g e m ä s s N r . 2 n o c h i n d e m a u f a 
l i e g e n d e n S p u r p u n k t C v o n c u n d i n d e n P u n k t e n El2, F,2 des K e g e l s c h n i t t e s £ 
£ , d i e d i e N e t z r i s s e der I n z i d e n z p u n l c t e E, F v o n c s i n d . D i e I n z i d e n z q u a d r i k 
0 s c h n e i d e t d i e E b e n e x n a c h e i n e m K e g e l s c h n i t t &* , der d u r c h d i e P u n k t e 
£>*, D^, ü a * l ä u f t ; d i e S c h n i t t p u n k t e E, F v o n c u n d <p g e h ö r e n fc* a n . D a 
d i e e r s t g e n a n n t e n K e g e l s c h n i t t e das Bündel m i t d e n G r u n d p u n k t e n D, Dt , U, ; 

d i e z w e i t g e n a n n t e n K e g e l s c h n i t t e a b e r das B ü n d e l m i t den G r u n d p u n k t e n D, 

D2 , V2 b i l d e n u n d j e d e r K e g e l s c h n i t t des e i n e n B ü n d e l s d u r c h s e i n e S c h n i t t - S 
p u n k t e El2, Fi2 m i t k e i n e n b e s t i m m t e n K e g e l s c h n i t t des z w e i t e n B ü n d e l s 
f e s t l e g t , so e r k e n n t m a n : Das Strahlfeld x(c.) wird durch die beiden Netz- Ş 
risse umkehrbar eindeutig auf die beiden durch k perspektif aufeinander bezogenen i 
Kegelschnittsbündel abgebildet, deren Grundpunkte D, Dt , Ui bzw. D, D2 , Vt sind. $ 

s ) Über öle Eigenschaf ten v o n Nelzverwanätscbaften v g l . E . M Ü L L E R - E . K I I U P P A . Die 
l i n e a r e n Abbi ldungen. 1923 



A B B I L D U N G D U R C H Z W E I N E T Z E 53 

A l l e G e r a d e n v o n « , d i e d u r c h e i n e n b e s t i m m t e n P u n k t P l a u f e n , b i l d e n 
d a s Büschel P ( a ) . W e g e n der i n N r . 2 b e w i e s e n e n I n z i d e n z b e z i e h u n g e n e n t h a l 
t e n d i e N e t z r i s s e d a l l e r G e r a d e n c des B ü s c h e l s d e n N e t z r i s s Pt v o n P, w ä h 
r e n d d i e N e t z r i s s e c2 d i e s e r G e r a d e n m i t d e m N e t z r i s s P2 v o n P i n z i d e n t s i n d . 
Die Kegelschnitte c, , c% , die die Geraden des Büschels P (ac) darstellen, bilden 

daher die beiden durch k perspektiv aufeinander bezogenen Büschel mit den Grund

punkten D, D l f PY , Ul bzw. D, D2, P%,\V2. -Teder . K e g e l s c h n i t t C l des e r s t e n 
B ü s c h e l s h a t m i t d e m I n z i d e n z k e g e l s c h n i t t k d i e P u n k t e D, D1 u n d z w e i 
w e i t e r e P u n k t e E12, Fl2 g e m e i n s a m . D i e P u n k t e p a a r e Et2, Fl2 b i l d e n n a c h d e m 
Satz v o n D E S A R G U E S e i n e Involution, d e r e n Z e n t r u m a u f der G e r a d e n P^t l i e g t . 
D a j e z w e i K e g e l s c h n i t t e c i , c a der B ü s c h e l , d i e e i n e u n d d i e s e l b e Gerade c 

v o n « d a r s t e l l e n , k i n d e n s e l b e n P u n k t e n E12, Fl2 s c h n e i d e n , so r u f t das d u r c h 
d i e P u n k t e D, D a , P2, V2 b e s t i m m t e B ü s c h e l a u f k dieselbe I n v o l u t i o n h e r v o r ; 
i h r Z e n t r u m l i e g t a u f P2 V2 u n d i s t d a h e r der Schnittpunkt der Geraden PiUt , 

W e n n m a n das F e l d n(PL...) m i t t e l s d e r V e r w a n d t s c h a f t Q t i n das F e l d 
a ( P . . . ) ü b e r f ü h r t u n d dieses m i t t e l s Q a i n das F e l d J C ( P 2 . . . ) t r a n s f o r m i e r t , so 
e n t s t e h t e i n e Verwandtschaft V zwischen den kollokalen Feldern n(P\..-), 

st (P2...) ; j e z w e i e i n a n d e r i n V e n t s p r e c h e n d e P u n k t e PL, P2 s i n d d i e N e t z 
r i s s e e ines P u n k t e s P v o n « . D i e c h a r a k t e r i s t i s c h e n E i g e n s c h a f t e n v o n V 

l a s s e n s i e h d e m n a c h a u s d e n b e s c h r i e b e n e n E i g e n s c h a f t e n der V e r w a n d t 
s c h a f t e n Q t , Q2 i n f o l g e n d e r W e i s e a b l e i t e n : 

( 1 ) D i e V e r w a n d t s c h a f t V i s t umkehrbar eindeutig, w e i l j e d e m P u n k t P± 

des F e l d e s n{Pl...) d u r c h Q £ e i n b e s t i m m t e r P u n k t P v o n « z u g e w i e s e n w i r d 

u n d d i e s e m i n Q2 e i n b e s t i m m t e r P u n k t P a des F e l d e s J E ( P 3 . . . ) e n t s p r i c h t ; V 

i s t a l s o e i n e Cremona-Verwandtschaft. 

(2) D i e V e r w a n d t s c h a f t V i s t perspektiv, w e i l j e z w e i e i n a n d e r e n t s p r e 
c h e n d e P u n k t e P t , P2 a u f e i n e r d u r c h d e n P u n k t D l a u f e n d e n G e r a d e n i 
l i e g e n ; D i s t das Perspektivitätszentrum. A l l e P u n k t e p a a r e Pt , P2, d i e d e r s e l 
b e n G e r a d e n t a n g e h ö r e n , b i l d e n e i n e Projektivität,- d i ese i s t das B i l d der 
S c h n i t t g e r a d e n der E b e n e n et, [dt] ( v g l . N r . 2 ) . 

(3) D i e selbstentsprechenden Punkte v o n V l i e g e n e i n e r s e i t s a u f der B i l d s p u r 
a v o n « , a n d e r e r s e i t s a u f dem K e g e l s c h n i t t k; d i e Gerade a u n d der K e g e l 
s c h n i t t k b i l d e n d a h e r d i e Inzidenzlinien von V . Jeder P u n k t v o n a i s t e r s t e r u n d 
z w e i t e r N e t z r i s s des P u n k t e s s e l b s t , j e d e r P u n k t v o n k i s t e r s t e r u n d z w e i t e r 
N e t z r i s s e ines P u n k t e s v o n k*. D i e v o n D v e r s c h i e d e n e n S c h n i t t p u n k t e v o n a 
u n d k m i t j e d e r d u r c h D l a u f e n d e n G e r a d e n i s i n d d i e Doppelpunkte der Pro

jektivität, d i e d i e V e r w a n d t s c h a f t V a u f t e r z e u g t . 

(4) D i e Hauptpunkte der V e r w a n d t s c h a f t V " s i n d d i e P u n k t e jedes d e r 

b e i d e n F e l d e r n{Pl...), st{P3...), d e n e n i m a n d e r e n F e l d a l l e P u n k t e e i n e r 

G e r a d e n oder e i n e r K u r v e , der Hauptlinie, z u g e o r d n e t s i n d . 
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D i e H a u p t p u n k t e des F e l d e s st(Pl...) s i n d e i n e r s e i t s d i e drei Hauptpunkte 

D, Di, {/, der Verwandtschaft Q , , a n d e r e r s e i t s d i e P u n k t e v o n JE , d e n e n d u r c h . 
Q t i n oc liegende Hauptpunkte von Q a zugewiesen werden, die nicht zugleich Haupt

punkte von Q i sind. Da d i e i n a l i e g e n d e n H a u p t p u n k t e v o n Q a d i e P u n k t e 
D*, D*2, H2 s i n d , der P u n k t D* a b e r z u g l e i c h , e i n H a u p t p u n k t v o n Q t i s t , s o 
e r g e h e n s i c h a l s d i e v o n D, DY, d v e r s c h i e d e n e n H a u p t p u n k t e v o n V die 

beiden Punkte D3*, von JE, denen in Q t die Punkte D,*, H$ entsprechen. D e r 
P u n k t £ ) s * g e h ö r t d e m K e g e l s c h n i t t fc* a u , s e i n e r s t e r N e t z r i s s D 2 1 * i s t d a h e r 
der a u f k l i e g e n d e S p u r p u n k t der d u r c h Z ) a

s l a u f e n d e n E r z e u g e n d e n v o n <p. 
Der P u n k t Ht f ä l l t a l s P u n k t v o n a m i t s e i u e i n e r s t e n N e t z r i s s z u s a m m e n . 
D i e V e r w a n d t s c h a f t V b e s i t z t s o m i t i m F e l d « ( P i - . . ) d i e fünf Hauptpunkte 

D, D , , Un Dit*, H2 u n d d i e s e n s i n d f o l g e n d e Hauptlinien z u g e o r d n e t : 

a) Dem Punkte D e n t s p r i c h t i n Q , d ie Gerade D*Ht u n d d i e ser G e r a d e n 
w i r d , da s i e g e g e n ü b e r dem N e t z N a a l l g e m e i n e L a g e b e s i t z t , d u r c h Q a d e r 
Kegelschnitt c a ° z u g e o r d n e t , der d u r c h d i e H a u p t p u n k t e D , Z) 2 , V% des F e l d e s 
j t ( P a . . . ) u n d d i e z w e i t e u N e t z r i s s e der P u n k t e D*, Ht l ä u f t . D e r z w e i t e 
N e t z r i s s v o n Dj* i s t der a u f k l i e g e n d e S p u r p u n k t £> I S * der m i t DY* i n z i d e n -
t e n E r z e u g e n d e n v o n <P ; der z w e i t e N e t z r i s s v o n H% f ä l l t m i t H, z u s a m m e n . 
D e m P u n k t e D i s t i n V d e m n a c h der K e g e l s c h n i t t c2° z u g e w i e s e n , d . h . D i s t 
e i n Hauptpunkt zweiter Ordnung d i e s e r V e r w a n d t s c h a f t . 

b ) Dem Punkte D , i s t i n Q t d i e Gerade D*H, z u g e o r d n e t u n d d iese Ge
r a d e w i r d d u r c h Q 2 i n d i e Gorade hi t r a n s f o r m i e r t ; d e m P u n k t e DL e n t s p r i c h t 
i n V a l s o die Gerade ht . 

c) Dem Punkte U1 i s t i n Q , d i e Gerade Ü = D * £ > , * z u g e o r d n e t , d i e V e r 
w a n d t s c h a f t Q„ f ü h r t ii i n d i e G e r a d e u3 = DUi ü b e r ; a l s o e n t s p r i c h t dem 
P u n k t e Ut i n V die Gerade u2 . 

d ) Dem Punkte D2l* w i r d d u r c h Q i der P u n k t D^ z u g e w i e s e n u n d d i esem 
P u n k t e n t s p r i c h t i n Q a d i e Gerade = D K S ; s o m i t i s t Z ) s l * i n V die Gerade 

vt z u g e o r d n e t . 

e) D e r P u n k t Ht e n t s p r i c h t s i c h i n Q t s e l b s t , i n Q 2 i s t i h m d i e Gerade 
/ i a z u g e o r d n e t ; d a h e r e n t s p r i c h t i h m a u c h i n V die Gerade h2. 

D i e P u n k t e Di, Ul , D
2
i * , H2 s i n d a l s o Hauptpunkte erster Ordnung ( ge 

w ö h n l i c h e H a u p t p u u k t e ) der V e r w a n d t s c h a f t V ; d i e i h n e n z u g e o r d n e t e n 
H a u p t s t r a h l e n s i n d d i e mit ihnen inzidenten Strahlen des Büschels D{n). 

D i e H a u p t p u n k t e des F e l d e s J E ( P 2 . . . ) s i n d , w i e m a n i n a n a l o g e r W e i s e 
n a c h w e i s t , d i e P u n k t e D, Z? s . I / a , D , a * , Ht - a l s o , w i e e i n V e r g l e i c h m i t 
A b s . a) z e i g t , g e n a u die fünf Punkte, die den Kegelschnitt c° bestimmen, der 
dem P u n k t D des F e l d e s J I ( P , . . . ) i n V z u g e o r d n e t i s t . D e n P u n k t e n e n t s p r e 
c h e n i n V der R e i h e n a c h der d u r c h d i e f ü n f H a u p t p u n k t e des F e l d e s n ( P , . . . ) 

l a u f e n d e Kegelschnitt c° b z w . d i e G e r a d e n h,, « , , u e , hl. 
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V o n d e n so d e f i n i e r t e n n e u n H a u p t p u n k t e n der V e r w a n d t s c h a f t V l i e g e n 
f ü n f (d i e P u n k t e £>, Dt, D s , £>. 2 l*, D L S * ) a u f d e m K e g e l s c h n i t t kr, d i e ü b r i g e n 
v i e r (d ie P u n k t e Ht, H2 , , V 2 ) l i e g e n a u f der S p u r a v o n « . Jede der v i e r 
G e r a d e n , d i e D m i t e i n e m a u f a l i e g e n d e n H a u p t p u n k t v e r b i n d e t , t rägt a u c h 
e i n e n a u f k l i e g e n d e n H a u p t p u n k t ; d iese G e r a d e n s i n d hi—DDJii; h2=DD2H2 ; 

vt = V2; u2 = DDi2* UL. 

A b b . 2 

(5) Jeder Geraden allgemeiner Lage ct des F e l d e s n(Pl . . . ) e n t s p r i c h t i n Q t 

e i n Kegelschnitt c, d e r d u r c h d i e H a u p t p u n k t e D * , D t * , H i des Fe ldes a(P...) 

l ä u f t . E i n e m K e g e l s c h n i t t a l l g e m e i n e r L a g e v o n a i s t i n Q a b e k a n n t l i c h e ine 
a l g e b r a i s c h e K u r v e vierter O r d n u n g z u g e w i e s e n , d i e i n d e n H a u p t p u n k t e n D, 

D2, I / a des F e l d e s n(P2..,) j e e i n e n D o p p e l p u n k t b e s i t z t . D a d e r K e g e l s c h n i t t 
c a b e r d u r c h d e n H a u p t p u n k t D * des F e l d e s a.(P...) l ä u f t , d e m d u r c h Q2 d i e 
Gerade Z ) a K 2 z u g e o r d n e t i s t , so e n t s p r i c h t c i n Q a u n d d a h e r d e r G e r a d e n c, i n 
V e i n e algebraische Kurve dritter Ordnung c2 , die D zum Doppelpunkt hat ( A b b . 2) . 
D i e V e r w a n d t s c h a f t V i s t d e m n a c h v o m dritten Grad. D i e K u r v e c2 l ä u f t d u r c h 
d i e P u n k t e D2, V2 s o w i e d i e z w e i t e n N e t z r i s s e £> [ 2 * , Hv der P u n k t e Z ) L * , HL, 

a l s o durch alledem Feld si (P2 . . . ) angehorigen Hauptpunkte der Verwandtschaft 

V . Sie e n t h ä l t f e r n e r d i e rf/-ei Inzidenzpunkte der G e r a d e n C [ , n ä m l i c h d e n 
S c h n i t t p u n k t C v o u c , m i t a u n d d i e S c h n i t t p u n k t e E, F v o n c t m i t k. D i e d r e i 
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S c h n i t t p u n k t e [c2a] s i n d C, HY, V2; v o n d e n sechs S c h n i t t p u n k t e n [c2k] s i n d 
z w e i i n D v e r e i n i g t , d i e v i e r ü b r i g e n s i n d D2 , D , , * , E, F. D i e P u n k t r e i h e n 
c 1 ( i J

1 . . . ) > c3(Ps...) w e r d e n d u r c h das S t r a h l b ü s c h e l D(n) perspektiv a u f e i n a n 
der b e z o g e n ; j e d e d u r c h D l a u f e n d e Gerade s c h n e i d e t d i e G e r a d e cL u n d d i e 
K u b i k c B i n e i n e m P a a r e i n a n d e r i n V e n t s p r e c h e n d e r P u n k t e P1, P2. Z u s a m 
m e n f a s s e n d g i l t s o m i t 

Satz 8: Wird der Raum R a durch zwei Netze N 2 , N 2 , die eine gemeinsame Leit

gerade d besitzen, auf die Bildebene JE projiziert, so wird jede Ebene x 

des Raumes, die gegenüber den Leitgeraden der Netze und der von diesen 

gebildeten Quadrik # allgemeine Lage hat, durch eine perspektive Cre-

mona-Verwandtschaft dritten Grades dargestellt, die die Bildspur a von 

« und den Sparkegelschnitt k von tf> zu Inzidenzlinien besitzt- Der Spur

punkt D von d ist dus Perspektivitätszentrum und zugleich ein Haupt

punkt zweiter Ordnung der beiden Bildfelder ; jedes Feld besitzt überdies 

je zwei Punkte von a und k zu Hauptpunkten erster Ordnung, wobei 

stets zwei Hauptpunkte verschiedener Felder mit D auf einer Geraden 

liegen. 

(6) Jedem Strahlbüschel Pi (JE) des Fe ldes n(PL.„), dessen S e h e i t e l a l l g e 
m e i n e L a g e b e s i t z t , e n t s p r i c h t i n V e i n Kubikenbüschel, dessen G r u n d p u n k t e 
d i e H a u p t p u n k t e des Fe ldes n(P2...) u n d der P t z u g e o r d n e t e P u n k t P2 s i n d . 
D a j e d e K u b i k c2, d i e e i n e r G e r a d e n c 1 des F e l d e s x(Pit..) e n t s p r i c h t , i m 
H a u p t p u n k t D e i n e n D o p p e l p u n k t h a t , so l i e g e n vier der neun . S c h n i t t p u n k t e 
j e z w e i e r K u b i k e n des B ü s c h e l s i n D; vier w e i t e r e s i n d d i e v o n D v e r s c h i e d e n e n 
H a u p t p u n k t e D2 , K a , Dl2*, Ht des F e l d e s JE (P2 . . . ) ; e i n e r i s t P2 . D i e s s t e h t 
i n F i n k l a n g m i t der T a t s a c h e , dass e i n e G r e m o n a - V e r w a n d t s c h a f t d r i t t e n 
G r a d e s z w i s c h e n ebenen F e l d e r n i n j e d e m F e l d acht H a u p t p u n k t e b e s i t z t , d i e 
z. T . - w i e i m v o r l i e g e n d e n F a l l - z u s a m m e n f a l l e n k ö n n e n . 

J e d e m S t r a h l b ü s c h e l des e i n e n F e l d e s , dessen S c h e i t e l einer der vier ge

wöhnlichen Hauptpunkte des Feldes i s t , e n t s p r i c h t i n V ein Kegelschnittsbüschel, 

dessen Grundpunkte D und drei gewöhnliche Hauptpunkte des anderen Feldes s i n d , 
d a d e m B ü s c h e l s c h e i t e l e ine G e r a d e z u g e o r d n e t i s t , d i e D m i t e i n e m w e i t e r e n 
H a u p t p u n k t d ieses Fe ldes v e r b i n d e t . So e n t s p r i c h t z. B . d e m Strahlbüschel 

DL(n) das K e g e l s c h n i t t s b ü s c h e l m i t den Grundpunkten D, D2, Vt, D12*; d e m 
P u n k t Dt e n t s p r i c h t n a c h A b s . 4 , 6 d i e Gerade / l l = D H 1 . D e r K e g e l s c h n i t t 
c2 des B ü s c h e l s , d e r e i n e r w i l l k ü r l i c h e n G e r a d e n c L des B ü s c h e l s D ^ J E ) e n t 
s p r i c h t , i s t d u r c h v i e r G r u n d p u n k t e des B ü s c h e l s und den auf a liegenden Punkt 

C von ci b e s t i m m t ; er t r i f f t den I n z i d e n z k e g e l s c h u i t t k i n d e m v o n D , v e r 
s c h i e d e n e n S c h n i t t p u n k t E v o n ct u n d k. Ä h n l i c h e s g i l t f ü r das B ü s c h e l Z ) a i * (JE) ; 
i h m e n t s p r i c h t das K e g c l s c h n i t t s b ü s c h e l m i t d e n G r u n d p u n k t e n D, D2, DiZ*, 

H±. D e m B ü s c h e l UL (JE) dagegen e n t s p r i c h t das d u r c h D, Ds, V2, HY be 
s t i m m t e K e g e l s c h n i t t s b ü s c h e l ; da a u f der I n z i d e n z s p u r a l i e g t , so t r i f f t 
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j e d e m i t Ui_ i n z i d e n t e G e r a d e c, d e n i h n e n t s p r e c h e n d e n K e g e l s c h n i t t c 2 in 

dessen Schnittpunkten E, F m i t k. H i e r a u s f o l g t , dass d i e I n v o l u t i o n , d i e das 
g e n a n n t e K c g e l s c h n i t t s h ü s c h c l a u f k h e r v o r r u f t , m i t der I n v o l u t i o n i d e n t i s c h 
i s t , d i e das S t r a h l b i l s c h e l Ui ( J E ) a u f k e r z e u g t , a l s o den Punkt Ut zum Zentrum 

hat ( v g l . S. 5 3 ) ; E n t s p r e c h e n d e s g i l t f ü r das B ü s c h e l H 2 ( j i ) . - D a s Büschel D(n) 

e n d l i c h e n t s p r i c h t s i c h i n V selbst, da D das P e r s p e k t i v i t a t s Z e n t r u m i s t . 

(7) Jeder algebraischen Kurve n. ter Ordnung c t des F e l d e s n f / ^ . . . ) , d i e 
k e i n e n H a u p t p u n k t d ieses F e l d e s e n t h a l t , e n t s p r i c h t i n V e i n e algebraische 

Kurve 3n. ter Ordnung c 2 , d i e D z u m 2n-fachen Punkt u n d d i e H a u p t p u n k t e 
D2, K 2 , D^, Hi des F e l d e s . T ( P k . . . ) Z U j e e i n e m n-fachen Punkt h a t . L ä u f t 
c t d u r c h e i n e n H a u p t p u n k t des e r s t e n F e l d e s , so s p a l t e t s i c h v o n d e r e i g e n t 
l i c h e n K u r v e c2 d i e d e m P u n k t e n t s p r e c h e n d e H a u p t l i n i e a h ; h i e d u r c h v e r r i n 
g e r t s i c h s o w o h l d i e O r d n u n g a l s a u c h d i e V i e i f a c h h e i t cler m e h r f a c h e n P u n k t e 
v o n c 2 . A u s d e n i n A b s . 4, a-s b e s c h r i e b e n e n B e z i e h u n g e n f o l g t : 

a ) E i n e m r-fachen Punkt D v o n ci e n t s p r i c h t der d u r c h d i e P u n k t e D, 

D a , K g , Dn*, Ht l a u f e n d e K e g e l s c h n i t t c° r-fach; er v e r m i n d e r t d a h e r d i e 
O r d n u n g v o n c2 u m 2r u n d d i e V i e l f a c h h e i t der P u n k t e D, D2, V2, Dl2*, //, 

u m j e r. 

b ) E i n e m rt-fachen Punkt Ö t v o n ct e n t s p r i c h t d i e G e r a d e h, — DHV 

rl-fach; er v e r m i n d e r t d a h e r d i e O r d n u n g v o n c2 u m ^ u n d d i e V i e l f a c h h e i t 
d e r P u n k t e D, Ht u m j e r , . 

c ) E i n e m sY-fachen Punkt Ut v o n cL e n t s p r i c h t d i e Gerade u2 — DDi2
& 

st-fach; er v e r m i n d e r t d a h e r d i e O r d n u n g v o n c2 u m S l u n d d i e V i e l f a c h h e i t 
der P u n k t e D, D 1 2 * u m j e « , . 

d ) E i n e m rt* • fachen Punkt D 2 l * v o n cL e n t s p r i c h t d i e G e r a d e vL = DV2 

r*~fach; er v e r m i n d e r t d a h e r d i e O r d n u n g v o n c2 u m r* u n d d i e V i e l f a c h h e i t 
der P u n k t e D, V2 u m j e r*. 

e) E i n e m s2-fachen Punkt H2 v o n ct e n t s p r i c h t d i e Gerade hs = DDt 

j s 2 - f a c h ; er v e r m i n d e r t d a h e r d i e O r d n u n g v o n c 2 u m s2 u n d d i e V i e l f a c h h e i t 
der P u n k t e D, D2 u m j e s 2 . 

D e m n a c h g i l t 

Satz 9: In der Verwandtschaft V , diezwischen einander zugeordneten Netzrissen 

eines ebenen Feldes besteht, entspricht einer algebraischen Kurve n. ter 

Ordnung c l t die in den Hauptpunkten D, Dt, £ / , , D 2 l * , H2 des Feldes 

n (Pj ...) der Reihe nach je einen Punkt von der Vielfachheit r, r t , s, , 

rt*, s2 besitzt, eine algebraische Kurve c2 der Ordnung 3n-(2r-j-ri~\-sl-\-

' " i * H ~ * i ) i die in den Hauptpunkten D, D2 , V2 , D12*, HL des Feldes 

t ( P B . . . ) der Reihe nach die Vieifachheit 2n— (r -\- rt - f - s t - j - r L * -f- s2) 

bzw. n~(r ~\- s2) ; n — (r~{-r*); n— (r-\-sL); n — (r~\-rj hat. 

E i n e n t s p r e c h e n d e r Satz g i l t n a t u r g e m ä s s f ü r d e n Ü b e r g a n g v o m z w e i t e n z u m 
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e r s t e n B i l d f e l d ; er se i n i c h t a u s d r ü c k l i c h , a n g e g e b e n . D u r c h d iese B e z i e h u n g 
k ö n n e n m a n c h e der f r ü h e r g e n a n n t e n Z u s a m m e n h ä n g e b e s t ä t i g t , a n d e r e n e u 
a b g e l e i t e t w e r d e n . W ä h l t m a n f ü r cL etwa, e i n e n K e g e l s c h n i t t des d u r c h d i e 
P u n k t e D, Dt, i / t d e f i n i e r t e n Bündels, so e n t s p r i c h t d i e s e m n a c h Satz 9 e i n 
K e g e l s c h n i t t c2 des d u r c h d i e P u n k t e D, D2 , V2 b e s t i m m t e n B ü n d e l s (n = 2, 
r — rL~ sL = l, d * — s2 — 0) ; z w e i K e g e l s c h n i t t e v o n d i e ser L a g e b i l d e n n a c h 
S. 52 d i e N e t z r i s s e e i n e r G e r a d e n v o n a. Jedem K e g e l s c h n i t t des d u r c h d i e P u n k t e 
D, Ö i , Ui , .Dai* b e s t i m m t e n Büschels e n t s p r i c h t n a c h Satz 9 e i n e G e r a d e des 
Büschels D2{n) (n = 2,r—rl—sl — r* = l,s2 = 0); d ies i s t d i e U n i k e h r u n g 
e i n e r i n A b s . 6 e r w ä h n t e n B e z i e h u n g . E i n e r K u r v e d r i t t e r O r d n u n g s c h l i e s s l i c h , 
d i e D z u m D o p p e l p u n k t h a t u n d d u r c h a l l e w e i t e r e n H a u p t p u n k t e des F e l d e s 

l a u f t , i s t n a c h Satz 9 e ine Gerade z u g e w i e s e n , d i e i m F e l d u ( P 2 . . . ) 
a l l g e m e i n e L a g e b e s i t z t (n — 3, r — 2, ^ — s t — /-,* = s 2 = 1) . D a m i t i s t b e s t ä 
t i g t , dass d i e V e r w a n d t s c h a f t V d e n G e r a d e n des e i n e n F e l d e s umkehrbar ein

deutig d i e K u b i k e u des a n d e r e n Fe ldes z u o r d n e t , d i e D z u m D o p p e l p u n k t u n d 
d i e a n d e r e n H a u p t p u n k t e i h r e s F e l d e s z u e i n f a c h e n P u n k t e n h a b e n . 

(8) D u r c h j e d e n P u n k t P , v o n n l a u f e n ausgezeichnete Gerade und . ausge

zeichnete Kegelschnitte, n ä m l i c h d i e V e r b i n d u n g s g e r a d e n v o n P t m i t d e n 
H a u p t p u n k t e n des F e l d e s n (Pt . . . ) - a l s o Hauptstrahlen d ieses Fe ldes - u n d d i e 
m i t PL i n z i d e n t e n K e g e l s c h n i t t e der Büschel, d i e v i e r H a u p t p u n k t e v o n « ( P , . . . ) 
zu. G r u n d p u u k t e n h a b e n . D e n G e r a d e n e n t s p r e c h e n n a c h A b s . 6 Kegelschnitte, 

d i e d u r c h v i e r G r u n d p u n k t e des z w e i t e n F e l d e s l a u f e n ; d e n K e g e l s c h n i t t e n 
s i n d n a c h A b s . 7 Gerade z u g e o r d n e t , d i e e i n e n H a u p t p u n k t dieses F e l d e s 
t r a g e n . D i e s e G e r a d e n u n d K e g e l s c h n i t t e w i r d m a u a l s Trägerlinien v o n Pt 

b e n u t z e n , w e n n m a n den Pl i n V e n t s p r e c h e n d e n P u n k t P 2 k o n s t r u i e r e n , a l s o 
d i e V e r w a n d t s c h a f t V vervollständigen w i l l . 

W ä h l t m a n z. B . a l s T r ä g e r l i n i e n v o n P , d i e G e r a d e n f = DPL u n d c t — - D i P , , 
so s t e l l t t z u g l e i c h e i n e n g e o m e t r i s c h e n O r t f ü r P 2 d a r ; d i e z w e i t e O r t s l i n i e 
i s t der Kegelschnitt c 2 , der d u r c h d i e P u n k t e D, D2, V2 , D i a * u n d d e n a u f a 
l i e g e n d e n P u n k t C v o n c t l ä u f t . D e r K e g e l s c h n i t t t r i f f t t i n D u n d d e m - e t w a 
m i t t e l s der K o n s t r u k t i o n v o n P A S C A L Z U e r m i t t e l n d e n - P u n k t P2 . W ä h l t m a n 
f ü r c, d a g e g e n d e n d u r c h d i e P u n k t e D, D, , t / , , D2I*, PL l a u f e n d e n Kegel

schnitt, so e r g i b t s i c h c„ a l s Verbindungsgerade v o n D.2 m i t d e i n v o n Ut v e r 
s c h i e d e n e n S c h n i t t p u n k t [cta]. 

D i e B e s o n d e r h e i t e n , d i e b e i der A b b i l d u n g v o n F b e n e u e n t s t e h e n , d i e 
g e g e n ü b e r d e n N e t z e n N L , N a a u s g e z e i c h n e t e L a g e h a b e n , k ö n n e n a u s d e m 
G e s a g t e n u n m i t t e l b a r a b g e l e i t e t w e r d e n . Bs sei n u r k u r z e r w ä h n t , dass d i e 
T a n g e n t i a l e b e n e n v o n # u n d d i e E b e n e n , d i e d u r c h e i n e n der P u n k t e D, D , 
oder D2 l a u f e n , so w i e i m a l l g e m e i n e n F a l l d u r c h V e r w a n d t s c h a f t e n dritten 

Grades d a r g e s t e l l t w e r d e n , w ä h r e n d d i e E b e n e n , d m hL oder h2 e n t h a l t e n , i . a. 
d u r c h quadratische Verwandtschaften a b g e b i l d e t w e r d e n , da i n e i n e m s o l c h e n 
F a l l Q ( oder Q 2 e i n e K o l l i n e a t i o n i s t . 
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Ö Z E T 

B u çatışmada, projeletir R a uzayının, ortak bir doğrultmanı bulunan İki 

şebeke yardımı i le elde edi len izdüşümü incelenmiş ve R B uzayının nok

talarına, izdüşüm düzleminde, taşıyıcı doğruları bir demete ait olan n o k t a 

çiftleri ; doğrularına ise sabit bir k koniğine göro perspekti f o lan konik 

çiftleri tekabUI ettiği ve R s uzayının her düşleminin genel olarak, izdüşüm 

düzleminde, üçüncü d e r e c e d e n perspektif bir Creuıoııa-Trans formasyonu 

üe ; her doğru alanının da ilıi konik destes inin perspektif çiftleri ilo 

belirdiği gösterilmiştir. 

Ayrıca, R a uzayının n. dereceden uzay eğrilerinin İzdüşümleri incelenmiş 

v e bu izdüşüm sisteminde izdüşümleri doğru çiftleri olan eğrilerin, 

m u a y y e n uzay kübikleri olduğu bulunmuştu e. 
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