SUR LES CUBIQUES GAUCHES EN PERSPECTIVE

SuAaT AKIN

L’oh]et de ce travail est d'étudier les cas ob certaines cubigques gauches
sont en perspective par rapport 3 uu ou deux centres de perspective et
d’en déduire des relations qui lea lient. Nous allons d’abord considérer le
cas des cubiques gauches situées sur nue guadrique A génératrices recti-
lignes réelles, ce gui nous permettira d’obtenir certains résultats concer-
nant les cubigues de l'espnce. Nous prendrons ensuite en considéra-
tion le cas des falsceaux de cublques gauches d’une quadrique A généra-
trices rectliignes réelles,

1. Dans ce premier paragraphe nous allons rappeler guelgues propriétés clas-
siques de la cubique gauche qui vont noua servir par la suite’)

a) Congidérons dans 1’espace &4 3 dimensions 6 poinfs tels que 4 quelconques
de ceux-ci ne soient pas coplanaires. Il suit de 1 que 3 quelconques de ces points
ne seront pas alignés. Une cubigue ®) est alors complétement déterminée d I'aide de

ces § poinis,

I1 en résulte alors que:

b) Deux cubiques non-idenfiques ne peuvent avoir au plus que § poinfs communs.

Une cubique est en général rencontrée par une quadrique @ gquelcongue ® en
6 pointa. Dol :

¢) Si ane cubique gauche a 7 poinis commauns avec une quadrique, elle appar-

tient d la guadrique.

d) Pouar toute cubigue située sur une_quadriqae, Pan des deax systémes des gé-

nératrices est uni-sécant, tandis que I’autre est bi-sécant.

e} Les cubigues d’une méme guadriqgue @ se divisent en 2 groupes : Si 'un des
systémes des génératrices rectilignes de & est uni-sécant pour les cubiques constituant

le premier groupe, il esi bi-sécant pour celles de I’auire groupe.

1 Voir & ce sulet: Tn, Reve, Die Geometrie der Lage. II. Abt.
?} Dorénavant le mot «eubique» désignera une cubique gauche de l’espnce.
?) Dans la suite, quannd nous parlerona d’une quadrigue ¢, ou plus brizvement de @

il Slﬂgll‘ﬂ toujours d’une quadrigue & génératrices rectilignes réelles,
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f) 2 cubiques du méme groupe ont 4 points communs, tandiis que 2 auires de

groupes différents en ont B.

g) Par B points d'une méme quadrique, il passe en général 2 cubiques situées

sur celte qua:l'rfquf_:,_ ef 2 seulement.

k) 2 cubiqaes agant B peints communs, définissent en général une et une seule

quadrique qui les contient. Car cetfe quadirique passera (d'aprés ¢) par: 5-+24+2=19

oints qui suffisent pour la déterminer,
o+

i) Par gr point gquelconque §. E[e-l’espace,;.~i[‘rpass.e-t;ne ef une seule:bi-gdcante
d’une cubrqu° donnee, qut ne confient pas S.°

Deux cu‘mques d’une méme quadrique ne sont pas en général en pemchtNe
Autrement dit, deux mblques d’une méme quaduque ne sont pas touloms gituées

sur un méme cone du tlolsleme degle

2. Considérons maintenant une enbique ¢ tracée sur une & donnée et proje-

tong la, & partir d’un point quelconque .5 de ’espace, tounte fois non situé sur &,
sir’ la méme '(ju'él-'drique @. Nous obtenons alors une autre cubique & de . F se
tronve évidemment sur le céne du troisiéme degré défini par S et c. Les cubiques
¢, ¢ se correspondent dans la collinéation perspective harmonique gui a pour centre
S. Les points doubles de cette transformation sont situés sur Pintersection de &
avec le plan polaire ¢ de .§ par rapport a ‘11 en résulte que les points d’inters
seetion C, D, £ de o avee ¢ sont egalement cenx de ¢ avece ¢. L'unique bi-sécante
de ¢ qui passe par .5 coupe & — ou bien ¢ — en deux points 4 et B qui sont ho-
mologues 1'nn de 'autre dans la collinéation mentionnée ci-dessus. Il suit de 1a
que les cubiques ¢,-¢ ont en:commun les 3-points doubles C, D, E et:les 2 points
A, B qui se correspondent.

Si une bi-sécante de ¢ est une génératrice rectifigne de &, elle ¢st transfor
mée en une bi-sécante de g qul est en méme tempa une gsnelatuce lectlhgne de
I’autre systeme

Les cubiques ¢, & étant en perspective par rapport & .5 ont b points com-
muns, done (d’ ap1esf) appaltlennent 4 des famllles dlffelentes de cublques gitnges
sur &, ’

Réciproquement, considérons B points de & dont 4 quelconques ne goient pas
coplanaires. .Supposons de plus que le pdle .S du plan défini par 8 gquelconques de

ces points soit sitné -sur-la droite qui:--joigne les denx autres. -8il’on projitte
(d’aprés g) 'une des cubigues ¢, & qui passent par ces 5 points, par exemple ¢, 2

partir de § sur &, - on obtient d’aprés ee qui précéde, une autre cubique passant

par les mames b points, dong une cubique identique a €. Lcs deux cubiques ¢, ¢ de

¢ qui passent par ces B points.sont done eu collinéation pergpective. harmonique

par rapport au point .5, qui est le centie de cette transformation. Nous commes
maintenant en mesure d’énoncer le théoréme suivant:
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Théoréme 1. Pour que deux cubigues d'une méme quadrique soient en perspec-
tive, il faut et il suffit que:

a) les deux cubiques appartiennent & des familles différentes, et que par

suite elles aient 5 points en commun ;

b)Y le pole du plan défini par 8 de ces § points soit situé sur la droite

joignant les deux autres points.

3. Considérons maintenant 5 points A4, B, C, D, £ tels que 4 quelconques
d’entre eux ne soient pas coplanaires. On peut faire passer par ces points une oo?
de cubiques ¢ qui forment un réseau, et une ~* de quadriques ¢. Deux cubigques
quelconques du réseau définissent (d’aprés k) une quadrique d’une fagon univoque.
Réciprogquement, il n’existe qu’un seul couple de cubiques du réseau précédent

appartenant a cette gquadrique.

D’aprés ce qu'on a dit plus haut, si deux cubiques ¢, ¢ du réseau sont en
perspective, le centre de perspective S se trouve sur la droite joignant deux des
points 4, B, C, D, £ tandis que le plan o défini par les 8 autres points doit &tre
le plan polaire de 5 par rapport 4 la quadrique définie par ¢, 2.

8i § est un point de la droite 4 B par exemple, le plan « sera alors défini
par CDE. T étant le point ot 4 B coupe le plan CDE, $T divise harmonigue-
ment 4 B et ceci détermine .§ d’une fagon univoque.

Le nombre des quadrigues passant par A4, B, C, D, E et ayant (S, 5} comme
couple polaire est de «®. Hn effet, 1a donnée d’un point de ¢ en fournit un autre
en considérant le couple polaire (S, a). Pour la détermination compldte d’une telle
quadrique il suffit done de donner, a partir des 5 points données, 2 antres points,
ce qui fait en fout: 5124+ 2=9 points. Le nomhre de ces quadriques est done
bien «? Donc les gquadriques en question dépendent bien de deux paramétres.
Ajoutons de plus qu’une telle quadrigue posséde un cone tangent (Sk) tout le long
de k, section plane de & par o, et elle passe en outre par les deux points 4, B
qui gont conjugués harmoniques par rapport aux points S, 7. On peut également
dire que chaque conique k% du réseau défini par les trois points C, D, £ donne
naigsance 4 une seule quadrique ¢ qui passe par les sommets du pentagone ABCDE
et possdde deux cubiques ¢, £ qui sont eu perspective par rapport au point .5 de
la droite A4 B qui joint deux sommets du pentagone de tout & I'heure. Dot le

théordme suivant:

Théorédme 2. FEtant donnés B points A, B,C, D, E de Pespace tels que 4 quel-
conques d'entre eux ne soient pas coplanaires, il existe dix familles dif férentes de
quairiques passant par ces points et dépendant chacune de deux paramétres de telle
sorte gue chaque quadirique de n’importe quelle famille contient un couple de cubigues
en perspactive et passant par les 5 points en question. Le centre de perspective S se

trouve sur la droitz joignant 2 sommets du pantagone ABCDE et est le conjugué har-
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moniqae du point, of ceffe droite coupe le plan défini par les 3 autres sommets, par

rapport aux 2 semmets définissant la droite en guestion.

4. Cherchons maintenant dans quelles conditioﬁs deux cubiques ¢, ¢ passant
par les 5 points A4, B,C, D, E et se trouvant sur une quadrique ¢ qui appartient
A Iune des 10 familles précédemment décrites, peuvent éfre en perspective par
rapport & 2 pointa différents. Supposons que ceci ait lien et soient alors §,, S, les
deux centres de perspective et o¢,, o, les plans polaires correspondants. Appelons
diy dy 2 droites gauches joignant chacune 2 sommets du pentagbne ABCDE et por-
tant les p_ﬁlés Sy 5y. Désignons enfin par T, T, les points oit d,, d, coupent res-
pectivement les plans polaires o, 0,, La droite s =., 5‘2 a pour conjuguée 1’in-
tersection des plans polaires o, o;, c’est-d-dire la droite ¢=7,7, Il suit de 1a
que la droite ¢ passe par le cinquidme point du penfagone qui n’est situé ni sur
dy ni sur d,. On peut également dire que la droite ¢ est une droite qui coupe
d,, dy et qui passe par un sommet du pentagone n’appartenant ni a 4,, ni a ds.

‘Supposons par exemple que

d, =AB, dy=CDhjy
¢ sera alors la droite passant par E et coupant d,, d, aux points 7,, 7',. Les points
S, 5. sont alors les conjugués harmoniques des points‘ T, T, respectivement par
rapport & A8, CD. Comme chacun des plans o, = ABE, o, = CDE contient respec-
tivement le pdle de ’autre, ce sont deux plans conjugués par rapport 2 la quad-
rique @. Il est alors évident que le plan tangent en £ & la qliadrique ¢ est déter-
miné par le plan £S5,S,. Si on appelle F le second point d’intersection de la droite
f avee la quadrique &, -le plan ES,S, définira de méme le plan tangent en F 4 o.
Les quadriques communes aux deux familles de quadriques en nombre «? 1'une
passant par les 5 points 4, B, C, D, E et ayant pour couple polaire {5, 0,), Pautre
passant par les mémes points et ayant pour coupie polaire (S., 0,) répondent donc
4 la question, c’est-a-dire qu’elles contiennent les deux cubiques ¢, ¢ qui sont en
perspactive par rapport a deux points différents Sy, SEI. ‘Ces quadriques forment un
faiseeau linéaire, [l est visible que le point £ est un point double pour les deux
transformations. '

Projetons maintenant A partir de 5, la cubique ¢ sur ¢, Cette projection fait

correspondre & une suite de points de ¢ une autre suite de i)oin{:s sur ¢. S5i de
plus on projette a partir de .5, la cubique ¢ sur ¢, cetite seconde projection fera
correspondre 4 une suite initiale de points sur ¢, une autre suite de points égale-
‘ment sur ¢, Ces deux suites de points auront évidemment E comme point double,
qui est commun aux derx cubiques ¢, ¢. Maig il ¥ a aussi un autre point doubls
H qui n’est pas commun aux deux cubiques. ]l s’obtient comme intersection de la

droite 5,5, avee la cubique ¢. Dans la premidre projection, 1’homologue de H est

un point H de &. Comme les 4 points S;, 5., H, H ge trouvent sur une méme droi-
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te, 1a droite 5,5, joignant les deux centres de perspective est une sécante com-

mune aux deux cubiques e, €.

On sait que toutes les bi-sécantes d’une cubique gauche qui coupent 1’une de
ses uni-sécantes et qui ne passent pas par le point of cette uni-sécante coupe la
cubique sont les génératrices d’un méme systéme d’une quadrique; comme S, S,

" est une uni-sécante pour chacun des cubiques ¢, &, les bi-sécantes de ¢ —on de é —
qui coupznt §,.5, sont donc les génératrices d’un méme systdme d'une quadrique
yw, dont S, §, est également une génératrice, mais de ’autre systéme. Remarquons
de plus que 5.5, est une génératrice triple de l’intersection des deux cdnes de
sommets 5,, S, et de directrices respectives ¢, c.

Nous avons dit plus haut que les quadriques qui passent par les b points
A,B,C, D, E dont 4 queleconques ne sont pas coplanaires et qui possédent pour
couples polaires (5, 0,), (5;, 0,) forment un faisceau linéaire. Nous avons supposé
d’autre part que S,, S, se trouvent par exemple sur deux cdtés pauches o, —AB,
d, = BC du pentagone ABCDE. Le nombre des cdtés deux a deux gauches d’un pen-
tagone étant 15, on peut énoncer le théordme suivant:

Théoréme 3. Etant donnés b peints A, B,C, D, E de Pespace tels gae 4 guel-
conques d’entre eux ne sont pas cop’anaires, appelons T., Ty les points ot AB, CD
par exemple coupent respectivement les plans o, = CDE, a, = ABE, et désignons par
851, 8, les conjugude harmoniques de ces points par rapport ¢ AB, CD. Considérons
alors le faisceau linéaire de quadriques passant par A, B, C, D, E et ayant pour coup-
les polaires (S,,0,), (S,,0,). Le nombre de tels faisceaur linéaires de quadriques est
alors 15. 57 on considére une quadirigue quelconque appartenant ¢ I'un de ces fais-
ceaux, elle contient une paire de cubiques ¢, & passant par A, B, C, D, E et étant en
perspective par rapport @ deux cenires différents. Les deux centres de perspective se
trogvent sur deux cbtés gauch=s du pentagone ABCDE. La droite qui joint ces deux

centres est ane uni-sécante pour chacune des deux cubigues.

Remarque. Un pentagone de 1’espace ne possédantpas 3 c¢otés 2 4 2 gauches
entre eux, deux cubigques ne peuvent pas &tre en perspective par rapport 2 trois
centres différents.

5. Considérons maintenant le cas particulier suivant: supposons que deux
c6tée gauches, par exemple d, —AB et 4,=CD, du pentagone ABCDE soient
deux droites conjuguées par rapport A une quadrique ¢ contenant les 5 points
4, B8,C, D, E. Cette quadrique sera alors complétement déterminée et d’une fagons
univoque. En effet, si AB et CD sont deux droites conjuguées par rapport 4 une
quadrique passant par les points A, B,C, D, E, les plans tangents A cette quadri-
que aux points A, B, C, D sont alors respectivement déterminds par les plans
ACD, BCD, CAB, DAB. Connaissant 5 points et 4 plans tangents, la quadrique
sera complétement déterminde, et cecl d’une facon univoque. On poaut également
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dire eeei: AB et CD étant supposées conjuguées par rapport & &, le plan tangent
en B passera par CD. Or ce plan tangent est défini par 2 génératrices rectiligues
de systémes différents de ¢ qui passent par B. Il s’en suit alors que BC, BD sont
2 génératrices de @. Il en est de. méme des cdtés AD, AC. Les cotés AC, BD ap-
partiennent & I'un des systémeé, et AD, BC a l'aatre, Si on fait passer par £ la
droite E7T ¥ T,* qui coupe AC en'.Tl"" et BD en T,%, cette droite sera une géné-
ratrice de ¢, et la quadrique défi_'nie par les droites qui rencontrent les tiois droi-
tes deux 3 deux gauches ET,*T,* AD, BC définira la quadrique . On aurait pu
également considérer la droite T, T, qui coupe AD et BC respectivement aux
points T,”, T,’. Ajoutons de plus que la conique intersection d’un plan quelconque
passant par E et de la quadrique ¢ est égalerhent econnue, puisque 1'’on en connafit
b p'oinfs, 4 savoir: E et les 4 points d’infersection du plan en question avec les
génératrices AC, AD, BC, BD de ¢. Rappelons d’autre part la fagon dont g’obtient
les pdles S, .S, des plans o, = ABE, o, =CDE par rapport & &: soient 7'}, T, les
points ‘ofi la droite passant par E et coupant d, = AB, d,= CD, rencontre ces der-
‘niéres. Les conjugués harmoniques §,,.5; de 7,, 7, par rapport 3 AB et CD sont
les pdles des plans e, et o, par rapport 3 &. Deux cubiques de ¢ passant par les 5§
points donnés et qui sont en perspsctive par rapport A .5, sont également en pers.
pecﬁve par rapport & S,. D’oli le théoréme:

Théoréme 4. Etant donnds 5 points A, B, C, D, E de Uespuace tels que 4 quel-
‘conques de ceux-ci ne soient pus coplandgires, il existe 16 quadriques passant par ces b
‘points ef par rapport auxquelles 2 c¢0tés gauches du pentagone sont 2 droites conju-
guées. Chacune de ces quadriques contient un couple de cubiques qui sont en pers-
pective par rapport & 2 centres différents, respectivement situés sur les 2 cOiis gauches

conjugués correspondant @ ceffe quadrique.

6. Ajoutons maintenant quelques mots sur la fagon de choisir les B points
A, B, C, D, E d'une quadrique donnée ¢ pour.que ce que nous avons dit plus haut
soit réalisé, c'est-a-dire que les cubiques ¢,é passant par ces § poinfs et situées
sur ¢ soient en perspective par rapport 3 2 cenfres différents. Les condifions que
I’on doit-imposer & ces points sont les suivantes:

I) Les pians o, = CDE, v,=ABE doivent étre conjugués par rapport i &,
autrement-dit, 1’'un quelconque de ces plans doit contenir le péle de 1'autre. Ajou-
tons de plus qu’aucun de ces plans ne doit &fre fangent & &, 1l est aussi & remar-
quer que les deux plans ainsi définis & 1'aide des-5 poinfs ne doivent en contenir
qu’un seul eu commun, 3 savoir - ici - E.

II) Les droites d, = AB, d, = CD doivent respectivemenf passer par les plles
8., 5, de ¢,, v, et &tre situées respectivement dans les plans o,, 0,.

En se basant sur ces 2 conditions, les 5 points de & peuvent &fre choizis de
la fagon suivante: :
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On prend 2 plans conjugués queleconques ¢,, o, par rapport a ¢, toutefois non
tangents 4 cette derniére. Soif alors # leur intersection. La droite conjuguée s de
t par rapport 4 ¢ coupe o5, ¢, respectivement aux péles S§,,.5,. L’un des points
d’intersection de f avec ¢ peut &tre pris pour £, Quant aux 4 autres peints; 4 et
B sont les points d’intersection d’une droite gquelconque passant par .5, du plan o,
avec @ et de médme C et D sont les points d’intersection d’une droite gueleonque

passant par .S, du plan ¢, avee ¢.

Si on appelle H, H les points oit s = .5, .5, coupe &, les deux cubiques ¢, & de
& et qui passent respectivement par les points A4, B,C, D, E, H;, A,5,C,D, E, H
geront en perspective par rapport 4 5, et 4 .5;.

La détermination effective des deux cubiques ¢, ¢ s’effectue comme suit:

81 ’on considére un plan passant par exemple par les deux points 4, B de ¢
- ou de € - ce plan coupe ¢ en un troisiéme point . Et par N passent deux gé-
nératrices de systémes différents de $. Au faiscean de plans d’axe d,=A4B, on
peut alors faire correspondre un des systémes des génératrices de ¢ qui passent
par les points N correspondant aux différents plans du faisceau en question. Cette
correspondance est évidemaent homographique, Si I’on coupe le faisceau de pians
d’axe d, = APB par le plan 5,, on obtient un faisceau de droites de sommet 7'y, si-
tué dans o¢,.. La génératrice de ’autre systéme passant par £ définit avee le gys-
téme des génératrices envisagées un autre faisceau de plans, Ce dernier coupé par
le méme plan ¢, donnera un aufre faisceau de droites de sommet E et situé dans
¢,, Chaque rayon de ce second faisceau est obienu en joignant E au pied de la
ginératrice passant par N et appartenant au systéme considéré sur o,. Le lieu de
ces pieds est constitué par la section conique k, de @ avee o, qui passe déja par
les pdints D, C, E, Ainsi, les deux laisceaux de droites situés dans le méme plan
¢, sont en dorrespondance homographique. On en connait trois couples homologues
partieuliers, & saveir: T, (D, C, E) et E(D, C, E), le rayon E (E) étant tangent en
E 4 k;, Le point de rencontre des rayons homeologues de ces deux faisceaux ho-
wmographiques décrit une conique auxiliaire p, passant par les points C, D, E, T,
et étant tangente eu & & k. Un point quelconque N de la cubigue ¢ esf alors ob-
tenu de la facon suivante: on prend urn rayon queleongue du faisceau de-droites
de sommet T, cjui coupe la conigue p en P. Le rayon EP du gsecond faisceau de
droites coupera alors k, en P. La ginsratricc appartenant au systéme cnvisags de
¢ et passant par P coﬁpera alors le plan PAB en un point N qui appartient 4 la
cubique ¢.

Remarquons de plus que commne le plan tangent en E & & est déterminé par
S, E S, et comme les points H, H de ¢, € se trouvent sur la droite S,.5,, les droi-
tes EH, EH sont les deux ginératrices de % passant par E. §i ’on prend done
le e¢dnz du second degré ayant pour sommet H, et pour directrice ¢, son intersec-
tion avec ¢ se composera de la cubique ¢ et de la génératvice commune £/, La

cubique ¢ peut égulement 8tre repriseutée de cette fagon. Chacun des cdpes ayant

i
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pour gommets S, et §,, et pour directrices respectives ¢, & est du troisiéme degré.
Leur intersection, qui doit &tre du neuvidme degré, se compose des deux cubiques
¢, ¢ et de la génératrice commune 5, .5, qui est comptée triplement,

Application. Comme application nous allons prendre en congidération
Vexemple qui guit:

Supposons que la quadrique & soit un hyperboloide de révolution 4 axe ver-
tical, le plan o, é&tant celui du cercle de gorge, ef le plan ¢, étant celui du con-
tour apparent vertical, La droite ¢ =(s,, 0,) est alors le diamétre du cercle de gor-
ge, paralléle & la ligne de ferre. L’ une des extremités de ce diamétre peut étre
choisie comme E. Le cercle de gorge correspond a %,. Les deux centres de projec-
tion .§,, S; sont donc rejetés A 1’infini, le premier dans la direction orthogonale au
plan horizontal, et le second daus la direction orthogonale au plan vertical, La
droife 5,5, eat donc la droite & 1’infini des plans de profil. Les points d’intersec-
tion d’une droite vertieale quelconque du plan ¢, avec ’hyperbole du confour ap-
parent vertical sont{ les points A, B. Ef les points d’intersection d’une droite de
bout quelconque du plan o, avec le cercle de gorge k, sont les points C, D. Les
deux projections horizonfale et verticale des cubigues ¢, & ont pour axes de symé-
trie respectifs, les denx projections ¢°, ¢* de ¢. Enfin les points H, H des cubiques
c,c sont les points & I’'infini des gdnératrices de profil de &, Dans cet exemple, ¢

et & ont mémes projections horizonfale et verticals. Mais pour tout autre projec-
tion centrale ou paralléle les mémes cubiques ont des projections horizontales ou
verticales différentes. La figure ci-contre contient également une projection auxi-

laire des deux cubiques ¢, & faite gur le plan de profil.

7. Etfudions maintenant le cas des deux cubiques d’une méme quadrique &
qui passent par 4 points donnés de celle-ci et qui sent en perspective soif par
rapport a un seul centre, soit par rapport i 2 centres différents.

I) Soient 4, 8,C, D 4 points non eoplanaires d’une quadrique ¢. Supposons
que 2 cubiques ¢, ¢ situées sur ¢ et passant par ces pointg soienf en perspective
par rapport & un point S. D’aprés le premier théoréme, le centre de perspective .S
est alors le péle par rapport & ¢ du plan défini par 3 de ces 4 points, et la droite
joignant le guatriéme point au pdle S coupe & en un cinquitme point £ qui est
commun i ¢, ¢, D'olt le théoréme:

:
|
\;@
l

Théordme 5. Par 4 points non eoplanaires A, B, C, D d’une quadrique & pas-
sent 4 couples de cubiques de ©. Chuque couple esi en perspective par rapport @ un
centre qui est le pdle de "une des faces du tétraédre ABCD par rapport @ la quadri-

que ©. Chaque droife joignant le pble de 'une des faces du tétraédre au sommet op-

posé d cette face coupe la quadrique & en un cinquiime point qui est commun, au
couple de cubiques correspandant. Les deux cubiques de chaque couple appartiennent &

des groupes différents.
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II) Supposons maintenant que 2 cubiques pituées sur une gquadrique ¢ et
passant par 4 points non coplanaires A, B, C, D de celle-ci soient en perspective
par rapport a4 2 centres S, .S,. II suit alors du théoréme 8 que les points A4, B,
C, D wsont tels que 2 c6tés gaunches du tétraddre ABCD, par exemple d,= 485,
d, == CD portent les deux centres de perspective .5, .5, qui sont 2 points conjupgnés
par rapport ¢. Autrement dit, les 2 droites conjugnées d,, d, de d,, d, par rap-
port & ¢ doivent respectivement couper d., d, aux points 5., §;. D’autre part, les
plans polaires o, a‘;, de 51, 5; sont regpectivement déterminés par (C, dy) et A, d,).
11 en résulte que si ’on choisit arbitrairement 3 quélconquea desa 4 points sur ¢,
par exemple: 4, B, C; le quatriégme point D ne pourra plus &tre choisi arbifraire-
ment, Car, ce sera:un point queleongue, non pas de &, mais de la section conique
k, de & avecle plan o= (C, d,). S, sera alors le pdle du plan o, et .5, .le point
d’intersection des droite d,=CD, d,. Le plan pbélaire o, de .5, ainsi déterminé et
qui contient éviderﬁment d,, coupera a, le long d’une droite ¢ qui est la conjugnée
de s=.5,.5, par mppmt a4 P. f coupe @ en 2 points E, F, Les couples de cubigues
de @'qui passent pa1 les pomts A,B,C,D,E ou bien 4, B, C, D, F seront en pers-
pective par 1app01t 4.5, et 5;. D’ont le théoréme:

Théordme 6. Etant donné un tétraddre formé par 4 points non copfcinai}‘e d’une
quadrique ©, sofent d, et d, deux cités gauches (de ce tétraédre. Si la droite conju-
guée d, de d, par rapport & ® coupe d, en un point S), la droite conjuguée d, de d,
par rapport & & coupe alors d; en un point S,. Le faisceau de cubiques de & qui pas-
sent par ces 4 points contient deux couples qui sont en perspzactive par rappori & S,

ef 5,.

Remarque. II résulte du théoréme précédent que si les droites (d,, d,) et
(d;, d,) ont plus d’un point en commun, alors d,=d,, d,=4d,, ¢’est-a-dire que d,
et d, sont deux droites conjuguées par rapport &4 ¢; les deux centres de perspec-
tive S, S, sont alors indéterminés. Si 'on considére deux cubiques quelconques de
groupes différents du faiscean de cubiques de ¢ passant par les 4 points donnés,
elles auront un ciuguéme point commun £ qui déterminera les deux plans
o, =(dy, E), 0,=1(d,, E). S,, 5, seront alors les poles de oo, situés respective-
ment gur o, d, et les deux cubiques en guestion seront en persﬁective par rapp-ort
4 ces deux points.

Si maintenant, & part les 4 points non coplanaires de &, ou se denne un cin-
quidme point £ de ¢, de fagon que 4 gquelconques de ces b points ne scient pas
coplanaires, cela déterminera deux cubiques de groupes différents ¢, ¢ de & qui
paggeront par ces b points. Si Pon considére la droité { pagesant par F et coupant
d,= A48, d,=CD aux points T, T,; les deux cubiques passant par 4,8,C, D, E
geront en perspective par rapport aux deux points .5,,.5; gui sont respectivement
les conjugnés harmoniques des points T, T, par rapport & AB,CD. Si F repré-
sente le second point d’intersection de la droite ¢ avec &, les deux cubiques ¢,, &,
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de @ passant par les 5 poiuts 4, B,C, D, F sont également en perspective par rap-
port aux mémes points S,, S,. La droite s =5, S, coupe & en deux points H, H.
L'un de ces points, par exemple /f, est commun aux cubiques ¢, ¢, et I'autre A
aux cubiques &, é&,. Cela veut dire que les deux cubiques ¢, ¢, ont 5 points com-
muns 4, B, C, D, H et les deux autres cubiques &, ¢, ont en communs les 5 poiuts :
A,B,C, D, H, D’autre part, comme la droite ¢ passant par les points &, i coupe
d, =AB, d,= CD aux points S, S,; il en résulte que ¢, ¢, ou bien ¢, &, sont en :

perspective par rapport aux points 7,, 7,. Ainsi les deux droifes s, ¢ forment un

couple involutil par rapport au faiscean de cubiques passant par 4, B, C, D. Aut-
rement dit, chague couple de cubigues en perspective passant par les points A4, B,

C, D en dounne un aunfre également en perspective par rapport aux mémes points.

Nous pouvons donc¢ énoncer le théoréme suivant:

Théordme 7. Si les deux cbtés gauches d, = AB, d,—=CD du tétraédre for-
mé par 4 points A, B, C, D non coplanaires d’une quairique & sont conjuguées par

rapport & &, deux cubiques quelconques appartenant 4 des familles différentes du

faisceaux de cuh’ques passant par les 4 points sont en perspective par rapport d deax
centres situés sar d,,d,. Si une sécante commune ¢ des ¢b6tis d,, d, coupe @ en
E,F et d,dy en T, T, les coup'es de cubiques (c, ¢}, (c,, &,) passant respective-
ment par les points A,B,C,D,E & A,B,C,D,F possédent les mémes centres de

perspactive S\, S,, conjugués harmoniques des points T, Ty par rapport @ AB, CD.

De méme, les couples de cubiques (c,e,), (€&\) sont en perspective par rapport a

TuTs.
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IstaNBUL — THURKIYE
OZET

Uzay kiibiklerinin bir veya ikimerkeze nazsaran hangi sartlar altinda pers-
pektif durumda bulunacaklare ve bu durumda olan kilhiklerin aralarindaki
bagintilarin tetkik ve tespiti bu travayia konusuna teskil etmektedir,

Problem iince bir reel dofrular kuadrifi iizerinde bulunan kithikler igin

gozgnine ahnmig, sonra usaya tegmil edilmislir. Nibayet reel dogrular

kuadrikleri iizerindeki kithik dewetlerl i¢in hahis konusu perspectivite
sartiary tetkik ve tespit edilmistir,




