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L objet de ce t r a v a i l est d étudier l es cas où c e r t a i n e s cubiques gauches 
sont en p e r s p e c t i v e par rapport h uu ou deux centres de perspect ive et 
d ' e n déduire des r e l a t i o n s qui l es l i e n t . Nous a l l o n s d abord considérer le 
cas des cubiques g a u c h e s situées s u r nue quadrique à génératrices r e c t i -
Ugnes réelles, ce qui noua permettra d obtenir c e r t a i n s résultats c o n c e r 
n a n t les cubiques de 1 espace . Nous prendrons e n s u i t e en considéra
t ion le cas des f a i s c e a u x de cubiques gauches d ' u n e quadrique a généra

t r i c e s r e c t l i i g n e s réelles. 

1. Dana ce p r e m i e r p a r a g r a p h e nous a l lons rappe l e r quelques propriétés c las 

s iques de la c u b i q u e gauche q u i v o n t noua s e r v i r p a r la s u i t e ' ) 

a) Considérons dans l ' espace à 3 d i m e n s i o n s 6 p o i n t s te l s que 4 que lconques 

de c e u x - c i ne Boient pas c op lana i res . I l s u i t de là que 3 quelconques de ces p o i n t s 

ne s e r o n t pas al ignés . Une cubique !) est alors complètement déterminée à l'aide de 

ces 6 points. 

I l en résulte a l o r s que : 

b) Deux cubiques non-identiques ne peuvent avoir au plus que 5 points communs. 

U n e c u b i q u e est en général rencontrée p a r u n e q u a d r i q u e $ que l conque 3> e n 

6 p o i n t s . D ' o ù : 

c) Si une cubique gauche a 7 points communs avec une quadrique, elle appar

tient à la quadrique, 

d) Pour toute cubique située sur une quadrique, l'un des deux systèmes des gé

nératrices est uni-sécant, tandis que l'autre est bi-sécant. 

e) Les cubiques d'une même quadrique 0 se divisent en 2 groupes: Si l'un des 

systèmes des génératrices rectilignes de 0 est uni-sécant pour les cubiques constituant 

le premier groupe, il est bi-sécant pour celles de l'autre groupe. 

l } V o i r à ce sujet : T H . R E Y E , D i e G é o m é t r i e d e r L a g e . I I , Abt . 

Dorénavant le mol «cubique» désignera une cubique gauche de l ' e s p a c e . 

3 ) D a n s l a s u i t e , qunnd nous par lerons d ' u n e quadrique i j i , ou plus brièvement de <x> 
i l s a g i r a toujours d une quadrique à génératrices r e c t i l i g n e s réelles. 
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/ ) 2 cub'ques du même groups ont 4 points communs, tandis que 2 autres de 

groupes différents en ont 5 . 

g) Par 5 points d'une même quadrique, il passe en général 2 cubiques situées 

sur celte quadrique, et 2 seulement. 

h) 2 cubiqaes ayant 5 points communs, défijiissent en général une et une seule 

quadrique qui les contient. Car cette quadrique passera {d'après c) par: 5 -f- 2 -\- 2 — 9 

points qui suffisent pour la déterminer. 

i) Par an psint quelconque S de l'espace, -.il'- passe une et une seule'b'-sêcante 

d'une cubique- donnée, qui ne confient pas S. ' 

D e u x cub iques d ' u n e même q u a d r i q u e ne oont pas en général en p e r s p e c t i v e . 
A u t r e m e n t d i t , d e u x cubiques d ' u n e même q u a d r i q u e ne t o n t pas t o u j o u r s situées 
sur u n même cône d u trois ième degré. 

2 . Considérons m a i n t e n a n t une cub ique c t racée sur une <T> donnée e t p r o j e 
tons l a , à p a r t i r d ' u n p o i n t que lconque S de l ' espace , t o u t e l o i s n o n situé sur d>, 

sur l a m ê m e q u a d r i q u e 0. Nous obtenons a lors u n e a u t r e c u b i q u e c de i . c se 
t r o u v e év idemment sur le c ône d u troisième degré déf ini par S et c. Les cub iques 
c, c se c o r respondent dans l a collinéation perspective harmonique q u i a p o u r c e n t r e 
S . Les p o i n t s doubles de ce t te t r a n s f o r m a t i o n sont situés sur l ' i n t e r s e c t i o n de <P 
avec le p l a n p o l a i r e 'a de S p a r r a p p o r t à d>. I l en résulte que les p o i n t s d ' iuter^-
sec t i on C, D, E de o avec c s on t également ceux de a avec c. L'uniqueVbi-sécanfce 
de c q u i passe p a r S coupe <2> — ou bien c — en d e u x p o i n t s A e t B . q u i sont h o - £ 
mologues l ' u n de l ' a u t r e dans la co l l inéat ion ment ionnée ci-dessus. I l s u i t de là 
que les cubiques c, c o n t en. c o m m u n les 3 p o i n t s doubles C, D, E et les 2 p o i n t s 
A , B q u i se correspondent . 

S i u n e b i -sécante de c est une génératrice r c c t i i i g n e de e l le est t r a n s f o r 
mée en une bi -sécante de c q u i est en même temps une génératr ice r e c t i i i g n e de 
l ' a u t r e s y s t è m e . 

Les cub iques c, c é tant eu perspec t ive p a r r a p p o r t à S o n t 5 p o i n t s c o m 
m u n s , donc ( d ' a p r è s / ) a p p a r t i e n n e n t à des f a m i l l e s différentes de cubiques situées 
sur d>. 

Réc iproquement , considérons 5 p o i n t s de <J* d o n t 4 quelconques ne so i ent pas 
c o p l a n a i r e s . Supposons de p l u s que le pôle S d u p l a n déf in i par B quelconques de 
ces p o i n t s soit situé sur. l a d r o i t e q u i j o i g u e leâ deux a u t r e s . S i " l ' on p r o j e t t e 
(d 'après g) l ' u n e des cubiques <?, c q u i passent par ces 5 p o i n t s , par exemple c, à 
p a r t i r de S sur <P, . on o b t i e n t d 'après ce q u i précède , une a u t r e cub ique passant 
p a r les mêmes 5 p o i n t s , donc une cub ique i d e n t i q u e à c. Les deux cubiques c, c de 
<I> q u i passent p a r ces 5 p o i n t s sont donc eu col l inéat ion perspect ive . . h a r m o n i q u e 
par r a p p o r t a u p o i n t S , q u i est le c e n t i e de ce t te t r a n s f o r m a t i o n . Nous sommes 
m a i n t e n a n t en mesure d 'énoncer le théorème s u i v a n t ; 



S U R L E S C U B I Q U E S G A U C H E S E N P E R S P E C T I V E 47 

Théorème 1. Pour que deux cubiques d'une même quadrique soient en perspec~ 

tive, il faut et il suffit que ; 

a) les deux cubiques appartiennent à des familles différentes, et que par 

suite elles aient 5 points en commun ; 

b) le pùle du plan défini par 3 de ces 5 points soit situé sur la droite 

joignant les deux autres points. 

3. Considérons m a i n t e n a n t 5 p o i n t s A , B , C, D, E t e l s que 4 quelconques 
d ' e n t r e eux ne so i ent pas cop lana i res . O n peut f a i r e passer p a r ces p o i n t s une <*>a 

de c u b i q u e s c q u i f o r m e n t u n réseau, e t u n e <x>i de q u a d r i q u e s 0. D e u x cub iques 
quelconques d u réseau définissent (d 'après h ) u n e q u a d r i q u e d ' u n e façon u n i v o q u e . 
Réc iproquement , i l n ' e x i s t e q u ' u n seul couple de cub iques d u réseau précédent 
a p p a r t e n a n t à ce t te q u a d r i q u e . 

D 'après ce q u ' o n a d i t p l u s h a u t , s i deux cubiques c, c d u réseau sont e n 
p e r s p e c t i v e , l e c e n t r e de perspec t ive S se t r o u v e s u r l a d r o i t e j o i g n a n t deux des 
p o i n t s A , B , C, D, E t a n d i s que le p l a n o défini p a r les 3 autres p o i n t s d o i t être 
le p l a n p o l a i r e de S p a r r a p p o r t à l a q u a d r i q u e définie p a r c, c. 

S i S est u n p o i n t de l a d r o i t e A B p a r exemple , l e p l a n a sera alors déf ini 
p a r C D E . T é tant le p o i n t où A B coupe le p l a n C D E , S T d i v i s e h a r m o n i q u e -
m e n t A B et cec i détermine S d ' u n e façon u n i v o q u e . 

L e n o m b r e des q u a d r i q u e s passant p a r A , B , C, D, E e t a y a n t ( S , o) c o m m e 
coup le p o l a i r e est de c o 2 . E n e f f e t , l a donnée d ' u n p o i n t de i» en f o u r n i t u n a u t r e 
en considérant l e couple p o l a i r e ( S , a). P o u r l a détermination complète d ' u n e t e l l e 
q u a d r i q u e i l s u f f i t donc de d o n n e r , à p a r t i r des 5 p o i n t s données , 2 antres p o i n t s , 
ce q u i f a i t en t o u t : 5 + 2 + 2 — 9 p o i n t s . Le n o m b r e de ces q u a d r i q u e s est donc 
b i e n o o 2 . Donc les quadr iques en ques t i on dépendent b i e n de d e u x paramètres . 
A j o u t o n s de p l u s q u ' u n e t e l l e q u a d r i q u e possède u n cône t a n g e n t ( S k ) t o u t le l o n g 
de k, s e c t i o n p l a n e de 0 p a r <*, et e l l e passe en o u t r e p a r les d e u x p o i n t s A , B 

q u i sont conjugués h a r m o n i q u e s par r a p p o r t a u x p o i n t s S , 7*. O n p e u t également 
d i r e q u e chaque con ique k d u réseau déf ini p a r les t r o i s p o i n t s C, D, E donne 
naissance à u n e seule q u a d r i q u e 0 q u i passe p a r les sommets d u pentagone A B C D E 

e t possède d e u x cub iques c, c q u i sont eu perspect ive p a r r a p p o r t a u p o i n t S de 
la d r o i t e A B q u i j o i n t deux sommets d u pentagone de t o u t à l ' h e u r e . D 'où le 
théorème s u i v a n t : 

Théorème 2, Etant donnés 5 points A, B, C, D, E de l'espace tels que 4= quel

conques d'entre eux ne soient pas coplanaires, il existe dix familles différentes de 

quairiques passant par ces points et dépendant chacune de deux paramètres de telle 

sorte que chaque quadrique de n'importe quelle famille contient un couple de cubiques 

en perspsctive et passant par les 5 points en question. Le centre de perspective S se 

trouve sur la droits joignant 2 sommets du pentagone ABCDE et est le conjugué har-
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moniqae du point, où cette droite coupe le plan défini par les 3 autres sommets, par £ 

rapport aux 2. sommets définissant la droite en question. j> 

4. Cherchons m a i n t e n a n t dans quelles c o n d i t i o n s deux cub iques c, c passant t; 
p a r les 5 p o i n t s A, B, C, D, E e t se t r o u v a n t sur une q u a d r i q u e <P q u i a p p a r t i e n t ¡5 
à l ' u n e des 10 f a m i l l e s précédemment décrites , p e u v e n t être en perspec t ive p a r |":: 
r a p p o r t à 2 p o i n t s di f férents . Supposons que ceci a i t l i e u et so ient a lors S,, S2 les K 
d e u x centres de perspec t ive et oY, t f 2 les p lans po la i res correspondants . A p p e l o n s ¥ 
du rfB

 2 d r o i t e s gauches j o i g n a n t chacune 2 sommets d u pentagone ABCDE et p o r - [; 
t a n t les pôles S u S^. Désignons e n f i n p a r 7\, T2 les p o i n t s où d„ d2 c oupent res - Î 
p e c t i v e m e n t les p lans po la i res oL, o^, L a d r o i t e s^SiS? a p o u r con juguée F i n - i- : 

t e r s e c t i o n des p l a n s p o l a i r e s o^, « 2 , c 'est -à-dire l a d r o i t e t = TlT.2. I l s u i t de là i 
que l a d r o i t e t passe p a r le c inquième p o i n t d u pentagone q u i n ' e s t situé n i sur £ 
dt n i s u r d2. On p e u t également d i r e que l a d r o i t e t est u n e d r o i t e q u i coupe [• 
dv, c / a et q u i passe p a r u n s o m m e t du pentagone n ' a p p a r t e n a n t n i à dy, n i à t / 2 . !;' 

Supposons p a r exemple que 

dt — AB, dt = CD; { 

t sera a lors l a d r o i t e passant p a r E et c o u p a n t du d2 a u x p o i n t s Ts, 7%. Les p o i n t s 
St,S? sont a lors les conjugués h a r m o n i q u e s des p o i n t s Tl}T2 r e s p e c t i v e m e n t p a r [. 
r a p p o r t à AB, CD. Comme c h a c u n des p l a n s o2 = ABE, oL=CDE c o n t i e n t respec- [ 
t i v e m e n t le pô le de l ' a u t r e , ce s ont deux p l a n s conjugués par r a p p o r t à l a q u a d - |; 
r i q u e 0. I l est a lors év ident que l e p l a n t a n g e n t en E à l a q u a d r i q u e 0 est déter - j : 
miné p a r le p l a n ES^?. S i on appe l le F l e second p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n de l a d r o i t e i; 
f avec l a q u a d r i q u e </>, l e p l a n ES,S2 définira de même le p l a n t a n g e n t en f à <P. 

Les quadr iques communes a u x deux f a m i l l e s de quadr iques en n o m b r e « i 2 , l ' u n e i 

passant p a r les 5 p o i n t s A, B, C, D, E et a y a n t p o u r coup le p o l a i r e {St, o , ) , l ' a u t r e K 

passant p a r les mêmes p o i n t s et a y a n t pour coupie p o l a i r e (S?, o.2) répondent donc t 
à l a q u e s t i o n , c ' est -à -d ire qu ' e l l e s c o n t i e n n e n t les deux cub iques c, c q u i sont en i 
p e r s p e c t i v e p a r r a p p o r t à deux p o i n t s différents S u S2. Ces quadr iques f o r m e n t u n [: 
fa i sceau l inéaire , f l est v i s i b l e que le p o i n t E est u n p o i n t doub le p o u r les deux Î 

t r a n s f o r m a t i o n s . 

. Pro j e tons m a i n t e n a n t à p a r t i r de SL l a c u b i q u e c s u r c. Cette p r o j e c t i o n f a i t t. 
c o rrespondre à u n e s u i t e de p o i n t s de c une a u t r e s u i t e de p o i n t s sur c. S i de { 
p l u s o n p r o j e t t e à p a r t i r de S2 l a c u b i q u e c sur c, cet te seconde p r o j e e f i o n f e r a i 
correspondre à u n e s u i t e i n i t i a l e de p o i n t s sur c, une a u t r e s u i t e de p o i n t s éga le 
m e n t sur c. Ces deux suites de p o i n t s a u r o n t év idemment E comme p o i n t doub le , 'i 

q u i est c o m m u n a u x d e r x cubiques c, c. Ma is i l y a aussi un a u t r e p o i n t doub la 
H q u i n ' e s t pas c o m m u n a u x d e u x cubiques . I l s ' o b t i e n t comme i n t e r s e c t i o n de l a 
d r o i t e SLS2 avee l a c u b i q u e c. Dans l a première p r o j e c t i o n , l ' h o m o l o g u e de H est 
u n p o i n t H de c. Comme les 4 p o i n t s S%, S-2, H, H se t r o u v e n t sur une même d r o i -
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t e , l a d r o i t e S L S 2 j o i g n a n t les deux centres de perspect ive est une sécante c o m 

mune a u x deux cub iques c, c. 

O n s a i t que t o u t e s les b i -sécantes d ' u n e cub ique gauche q u i coupent l ' u n e de 
ses uni -sécantes et q u i ne passent pas p a r le p o i n t où cet te uni -sécante coupe l a 
c u b i q u e sont les génératr ices d ' u n même système d ' u n e q u a d r i q u e ; comme SiS% 

est une uni-sécante p o u r c h a c u n des cub iques c, c, les bi -sécantes de c — ou de c — 
q u i c oupent S L S 2 s on t donc les génératr ices d ' u n m ê m e système d ' u n e q u a d r i q u e 
y, d o n t SL S 2 est éga lement une génératr ice , mais de l ' a u t r e sys tème . R e m a r q u o n s 
de p l u s que Si.S3 est u n e génératr ice t r i p l e de l ' i n t e r s e c t i o n des d e u x cônes de 
sommets S , , S 2 et de d i r e c t r i c e s respect ives c, c. 

Nous avons d i t p lus h a u t que les q u a d r i q u e s q u i passent p a r les 5 p o i n t s 
A , B , C, D, E d o n t 4 que lconques ne sont pas coplanaires e t q u i possèdent p o u r 
couples po la i res (Sltot), (S2,o2) f o r m e n t u n fa isceau l inéaire . Nous avons supposé 
d ' a u t r e p a r t que S t i S2 se t r o u v e n t p a r exemple s u r deux côtés pauches d1^ABy 

d? — B C d u pentagone ABCDE. L e n o m b r e des côtés deux à deux gauches d ' u n p e n 
tagone étant 15, o n p e u t énoncer le théorème s u i v a n t : 

Théorème 3. Etant donnés 5 points A, B , C, D, E de l'espace tels qae 4 quel

conques d'entre eux ne sont pas cop'anaires, appelons T u 7% les points où AB, CD 

par exemple coupent respectivement les p'ans a, = CDEt a%~ ABE, et désignons par 

St, S2 les conjuguée harmoniques de ces points par rapport à AB, CD, Considérons 

alors le faisceau linéaire de quadriques passant par A, B , C, D, E et ayant pour coup

les polaires {Si} « j ) , {St, o2). Le nombre de tels faisceaux linéaires de quadriques est 

alors 15. Si l'on considère une quadrique quelconque appartenant à l'un de ces / a i s -

ceaux, elle contient une paire de cubiques c, c passant par A, B , C, D, E et étant en 

perspective par rapport à deux centres différents. Les deux centres de perspective se 

trouvent sur deux côtés gauchis du pentagone ABCDE. La droite qui joint ces deux 

centres est une uni-sécante pour chacune des deux cubiques. 

R e m a r q u e . U n pentagone de l ' espace ne possédant pas 3 côtés 2 à 2 gauches 
e n t r e e u x , deux c u b i q u e s ne p e u v e n t pas être en perspec t ive p a r r a p p o r t à t r o i s 
centres di f férents . 

5. Considérons m a i n t e n a n t le cas p a r t i c u l i e r s u i v a n t : supposons que deux 
côtés gauches , p a r exemple dl — A B et d2~CD, d u pentagone ABCDE so ient 
d e u x dro i t es conjuguées p a r r a p p o r t à u n e q u a d r i q u e i» c o n t e n a n t les 5 p o i n t s 
A , B , C, D, E . C e t t e q u a d r i q u e sera a lors complètement déterminée e t d ' u n e façons 
u n i v o q u e . E n e f f e t , s i A B et CD sont deux dro i t es conjuguées par r a p p o r t à u n e 
q u a d r i q u e passant p a r les p o i n t s A , B , C, D, E , les p lans t a n g e n t s à cet te q u a d r i 
q u e a u x p o i n t s A , B , C, D s o n t a lors r e spec t i vement déterminés p a r les p lans 
ACD, BCD, CAB, DAB. Conna i ssant 5 p o i n t s e t 4 p lans t a n g e n t s , l a q u a d r i q u e 
sera complètement déterminée , et ceci d ' u n e façon u n i v o q u e . O n p e u t également 
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-dire, c e c i : A B et CD étant supposées conjuguées p a r r a p p o r t à 0, le p l a n t a n g e n t 
en B passera p a r CD. Or ce p l a n t a n g e n t est défini p a r 2 génératrices r e c t i l i g u e s 
de systèmes dif férents de q> q u i passent par B . I l s 'en s u i t a lors que B C , B D sont 
2 génératr ices de 0. I l en est de. même des côtés AD, AC. Les côtés AC, B D a p 
p a r t i e n n e n t à l ' u n des systèmes , et AD, B C à l ' a u t r e . S i l ' o n f a i t passer p a r E l a 
d r o i t e E T ^ ' T ^ q u i coupe AC en 7*,* et B D en 7V% cette d r o i t e sera une g é n é 
r a t r i c e de </>, et l a q u a d r i q u e définie p a r les dro i t es q u i r e n c o n t r e n t les t i o i s d r o i 
tes deux à deux-gauches E T * T 2 " , AD, B C définira l a q u a d r i q u e <t>. O n a u r a i t p u 
également considérer l a d r o i t e E T / T . / q u i coupe AD et B C r e spec t ivement a u x 
p o i n t s T/, T./. A j o u t o n s de p lus que l a c on ique i n t e r s e c t i o n d ' u n p l a n que lconque 
passant p a r E e t de l a q u a d r i q u e 0 est également connue , puisque l ' o n en connaît 
5 p o i n t s , à s a v o i r : E et les i p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n d u p l a n en q u e s t i o n avec les 
génératrices AC, AD, B C , B D de </>. Rappe lons d ' a u t r e p a r t l a façon d o n t s ' o b t i e n t 
les pôles S 1 ) S 2 des p lans o2 — A B E , oL — C D E p a r r a p p o r t à 0: so ient T„T2 les 
p o i n t s où l a d r o i t e passant par E e t c oupant d i ~ A B , dq—CD, r e n c o n t r e ces der 
nières . Les conjugués h a r m o n i q u e s S l f S 2 de 7*!, T2 p a r r a p p o r t à A B et CD sont 
les pôles des p l a n s a, e t o2 p a r r a p p o r t à 0. D e u x cub iques de 0> passant p a r les 5 
p o i n t s donnés e t q u i sont en perspec t ive p a r r a p p o r t à S„ sont également en pers 
p e c t i v e p a r r a p p o r t à S 2 . D 'où le t h é o r è m e : 

Théorème 4 . Etant donnés 5 points A, B, C, D, E de l'espace tels que 4 quel

conques de ceux-ci ne soient pas cop^anaires, il existe 15 quadriques passant par ces 5 

points et par rapport auxquelles 2 côtés gauches du pentagone sont 2 droites conju

guées. Chacune de ces quadriques contient un couple de cubiques qui sont en pers

pective par rapport à 2 centres différents, respectivement situés sur les 2 côtés gauches 

conjugués correspondant à cette quadrique, 

6 . A j o u t o n s m a i n t e n a n t que lques m o t s s u r l a façon de c h o i s i r les 5 p o i n t s 
A , B , C, D, E d ' u n e q u a d r i q u e donnée d> pour , que ce que nous avons d i t p lus h a u t 
so i t réa l i sé , c 'est -à-dire que les cub iques c, c passant par ces 5 p o i n t s e t s ituées 
s u r 0 s o i ent en perspec t ive p a r r a p p o r t à 2 centres di f férents . Les c o n d i t i o n s que 
l ' o n d o i t i m p o s e r à ces p o i n t s sont les s u i v a n t e s : 

I ) Les p ians al — C D E , a2 — A B E d o i v e n t être conjugués p a r r a p p o r t à i>, 
a u t r e m e n t - d i t , l ' u n quelconque de ces p lans d o i t c o n t e n i r l e pôle de l ' a u t r e . A j o u 
tons de p lus q u ' a u c u n de ces p lana ne d o i t être t a n g e n t à <P. I l est a u s s i à r e m a r 
quer que les d e u x p l a n s a i n s i définis à l ' a i d e des 5 p o i n t s ne d o i v e n t en c o n t e n i r 
q u ' u n seu l eu c o m m u n , à savo ir - i c i - E . 

I I ) Les d r o i t e s rfj = A B , d^^CD d o i v e n t r e s p e c t i v e m e n t passer par les pôles 
St> S 2 de a,, tfa e t être situées r e s p e c t i v e m e n t dans les p l a n s a2, o,. 

E n se basant sur ces 2 c o n d i t i o n s , les 5 p o i n t s de 0 p e u v e n t être chois is de 

la façon s u i v a n t e : 
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On p r e n d 2 p l a n s conjugués que lconques tfL, o 3 par r a p p o r t à <P, t o u t e f o i s n o n 
t a n g e n t s à cet te dernière. So i t a lors t l e u r i n t e r s e c t i o n . L a d r o i t e con juguée « de 
t p a r r a p p o r t à <2> coupe " ( , Ö s r e s p e c t i v e m e n t a u x pôles S 2 , S L . L ' u n des p o i n t s 
d ' i n t e r s e c t i o n de t avec <P p e u t être p r i s p o u r E , Q u a n t a u x 4= autres p o i n t s ; A et 
B sont les p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n d ' u n e d r o i t e que l conque passant p a r du p l a n T 2 

avec <?> e t de même C e t D sont les p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n d ' u n e d r o i t e quelconque 
passant p a r S 2 d u p l a n <r, avec <P. 

Si on appe l le H, H les p o i n t s où s~ S L S s coupe <P, les deux cubiques e, c de 
0 e t q u i passent r e s p e c t i v e m e n t par les p o i n t s A , B t C, Z), E , H; A , B y C, D, E , H 

seront en perspect ive p a r r a p p o r t à et à S 2 • 

L a détermination e f f ec t ive des deux cubiques c, c s ' e f fectue c o m m e s u i t : 

S i l ' o n considère u n p lan passant p a r e x e m p l e p a r les deux p o i n t s A , B de c 
- o u de c - ce p l a n coupe c en u n tro is ième p o i n t N. E t p a r TV passent deux gé 
nératrices de systèmes dif férents de <P. A u fa isceau de p l a n s d ' a x e dy — A B , on 
p e u t a lors f a i r e correspondre u n des systèmes des génératrices de <P q u i passent 
p a r les p o i n t s /V co r respondant a u x dif férents p l a n s du fa i sceau en q u e s t i o n . C e t t e 
correspondance est év idement h o m o g r a p h i q u e . S i l ' o n coupe le fa i sceau de p ians 
d ' a x e d,=AB p a r le p l a n alt on o b t i e n t u n fa i sceau de dro i t es de s o m m e t T„ s i 
tué dans a,, L a génératrice de l ' a u t r e sys tème passant p a r E déf init avec le sys
tème des génératr ices envisagées u n a u t r e fa isceau de p l a n s . Ce d e r n i e r coupé p a r 
le même p l a n o, d o n n e r a u n a u t r e fa isceau de d r o i t e s de sommet E e t situé dans 
o,. Chaque r a y o n de ce second fa isceau est o b t e n u en j o i g n a n t E a u pied de l a 
génératr ice passant p a r N et a p p a r t e n a n t a u sys tème considéré sur o,. L e l i e u de 
ces pieds est const i tué par l a sec t i on con ique k, de <P avec d 1 } q u i passe déjà p a r 
les p o i n t s D , C, E . A i n s i , les deux fa i s ceaux de dro i t es situés dans le même p l a n 
c , sont en correspondance h o m o g r a p h i q u e . On e n connaît t r o i s couples homologues 
p a r t i c u l i e r s , à savo i r : T 1 { D , C , E ) et E ( D , C , E ) , Je r a y o n E { E ) é tant t a n g e n t en 
E à ks. L e p o i n t de r e n c o n t r e des r a y o n s homologues de ces d e u x fa isceaux h o -
t n o g r a p h i q u e s décrit une c on ique a u x i l i a i r e p , passant p a r les p o i n t s C, D, E , TL 

e t é tant t a n g e n t e eu E à U n p o i n t que l conque N de l a c u b i q u e c est a lors ob 
t e n u de l a façon s u i v a n t e : on p r e n d u n r a y o n que l conque d u fa isceau de dro i t es 
de s o m m e t T, q u i coups l a c o n i q u e p e n P . Le r a y o n E P d u second fa i sceau de 
d r o i t e s coupera a lors k, en P . L a génératrice a p p a r t e n a n t au système envisagé de 
<P et passant p a r P coupera a lors le p l a n P A B en u n p o i n t N q u i a p p a r t i e n t à l a 
c u b i q u e c. 

R e m a r q u o n s de p l u s que comme le p l a n t a n g e n t en E à <P est déterminé par 
S t E S 2 e t comme les p o i n t s H, H de c, c se t r o u v e n t sur l a d r o i t e S X S 2 , les d r o i 
tes E H , E H sont les deux génératr ices de <ï> passant par E . S i l ' o n p r e n d donc 
l e cône d u second degré a y a n t p o u r sommet H, e t pour d i r e c t r i c e c, son in tersec 
t i o n avec <P se composera de l a c u b i q u e c et de l a génératrice c o m m u n e E H . La 
cub ique c peut également être repraseutéc de ce t te façon. Chacun des cônes a y a n t 
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p o u r sommets S t et S 2 , e t p o u r d i r e c t r i c e s respect ives c, 5 est d u trois ième degré . 
L e u r i n t e r s e c t i o n , q u i d o i t être d u neuvième degré , se compose des d e u x cub iques 
c, c e t de l a génératr ice c o m m u n e S t S 3 q u i est comptée t r i p l e m e n t . 

A p p l i c a t i o n . C o m m e a p p l i c a t i o n nous a l l ons p r e n d r e en considérat ion 
l ' e x e m p l e q u i s u i t : 

Supposons que l a q u a d r i q u e <£ so i t u n hyperbolo ïde de révo lut ion à axe v e r 
t i c a l , le p l a n aL étant c e l u i du cercle de gorge , et l e p l a n <f2 é tant c e l u i d u c o n 
t o u r a p p a r e n t v e r t i c a l . L a d r o i t e t—{olyo2) est a l o r s le diamètre d u cercle de gor 
ge, parallèle à l a l i g n e de t e r r e . L ' u n e des extrémités de ce diamètre p e u t être 
chois ie comme E . L e cercle de gorge correspond à ki. Les deux centres de pro j e c 
t i o n S„ S 2 sont donc rejetés à l ' i n f i n i , le p r e m i e r dans l a d i r e c t i o n o r t h o g o n a l e a u 
p l a n h o r i z o n t a l , et l e second daus l a d i r e c t i o n o r t h o g o n a l e a u p l a n v e r t i c a l . L a 
d r o i t e S , S 2 eflt donc l a d r o i t e à l ' i n f i n i des p lans de p r o f i l . Les p o i n t s d ' i n t e r s e c 
t i o n d ' u n e d r o i t e v e r t i c a l e que l conque d u p l a n a% avec l ' h y p e r b o l e d u c o n t o u r a p 
p a r e n t v e r t i c a l s o n t les p o i n t s A , B . E t les p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n d ' u n e d r o i t e de 
b o u t que l conque d u p l a n al avec le cercle de gorge kx sont les p o i n t s C, D. Les 
d e u x pro j e c t i ons h o r i z o n t a l e et v e r t i c a l e des cubiques c, c o n t p o u r axes de s y m é 
t r i e r espec t i f s , les d e u x p r o j e c t i o n s tr, t" de / . E n f i n les p o i n t s H, H des cubiques 
c, c sont les p o i n t s à l ' i n f i n i des génératrices de p r o f i l de <T>. Dans cet exemple , c 

et c o n t mêmes p r o j e c t i o n s h o r i z o n t a l e et v e r t i c a l e . Mais p o u r t o u t a u t r e pro j e c 
t i o n centra le ou parallèle les mêmes cubiques o n t des p r o j e c t i o n s h o r i z o n t a l e s ou 
v e r t i c a l e s d i f férentes . L a f i g u r e c i - c o n t r e c o n t i e n t également u n e p r o j e c t i o n a u x i -
l a i r e des d e u x cubiques c, c f a i t e sur le p l a n de p r o f i l . 

7. E t u d i o n s m a i n t e n a n t le cas des d e u x cub iques d ' u n e m ê m e q u a d r i q u e <f* 
q u i passent p a r 4 p o i n t s donnés de ce l le -c i et q u i sont en p e r s p e c t i v e so i t p a r 
r a p p o r t a u n seu l c e n t r e , s o i t p a r r a p p o r t à 2 centres dif férents. 

I ) So ient A , B , C , D 4 p o i n t s n o n eoplanaires d 'une q u a d r i q u e <£. Supposons 
que 2 cubiques c, c s ituées sur <£ et passant p a r ces p o i n t s so ient en p e r s p e c t i v e 
p a r r a p p o r t à u n p o i n t S . D 'après le p r e m i e r théorème, l e c e n t r e de perspec t ive J 
est a lors le pô le p a r r a p p o r t à <d> d u p l a n défini p a r 3 de ces 4 p o i n t s , et l a d r o i t e 
j o i g n a n t le quatrième p o i n t a u pô le S coupe <J> en u n c inquième p o i n t E q u i est 
c o m m u n à c, c. D ' o ù le t h é o r è m e : 

Théorème 5. Par 4 points non eoplanaires A,B,C,D a"une quadrique <P pas

sent 4 couples de cubiques de 0, Çhuque couple est en perspective par rapport à un 

centre qui est le pôle de l'une des faces du tétraèdre ABCD par rapport à la quadri

que <£. Chaque droite joignant le pôle de l'une des faces du tétraèdre au sommet op

posé à cette face coups la quadrique «g en un cinquième point qui est commun, au 

couple de cubiques correspondant. Les deux cubiques de chaque couple appartiennent à 

des groupes différents. 
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I I ) Supposons m a i n t e n a n t que 2 cub iques Bituées sur u n e quadrïque i> e t 
passant p a r 4 p o i n t s n o n coplanaires A , B , C, D de ce l le - c i so ient en perspec t ive 
p a r r a p p o r t à 2 centres S l t S2, I I s u i t a lors d u théorème 3 que les p o i n t s A , B , 

C,D sont te l s que 2 cotés gauches d u tétraèdre A B C D , p a r exemple di — A B , 

d2 = CD p o r t e n t les d e u x centres de perspec t ive S u S2 q u i sont 2 p o i n t s conjugués 
p a r r a p p o r t <p. A u t r e m e n t d i t , les 2 dro i t es conjuguées du d2 de d„ d2 p a r r a p 
p o r t à <P d o i v e n t r e spec t i vement couper d2, d1 a u x p o i n t s S2, St. D ' a u t r e p a r t , les 
p l a n s p o l a i r e s <r,, a2 de St, S2 sont r e s p e c t i v e m e n t déterminés p a r (C, d,) et { A , d2). 

I l en résulte que s i l ' o n c h o i s i t a r b i t r a i r e m e n t 3 quelconques des 4 p o i n t s sur </>, 
p a r exemple : A , B , C; le quatrième p o i n t D ne p o u r r a p lus être c h o i s i a r b i t r a i r e 
m e n t . Car , ce sera: u n p o i n t q u e l c o n q u e , n o n pas de <P, m a i s de l a sec t i on con ique 
kt de <J> avec le p l a n o~ (C , d^. S, sera a l o r s le pôle d u p l a n a, et S? l e p o i n t 
d ' i n t e r s e c t i o n des d r o i t e d2 = CD, d,. L e p l a n p o l a i r e a2 de S2 a i n s i déterminé et 
q u i c o n t i e n t év idemment d„ coupera aL le l o n g d ' u n e d r o i t e t q u i est l a conjuguée 
de s = S{Si p a r r a p p o r t à <P. t coupe <P en 2 p o i n t s E , F . Les couples de cubiques 
de <P • q u i passent p a r les p o i n t s A , B , C, D, E o u b i e n A , B , C, D, F s e ront en pers 
p e c t i v e p a r r a p p o r t à SL et S2. D ' o ù le. t h é o r è m e : 

Théorème 6 . Etant donné un tétraèdre formé par 4 points non coplanaire d'une 

quadrique <f>, soient </, et d-, deux côtés gauches ijde ce tétraèdre. Si la droite conju-

guéë d2 de d2 par rapport à </> coupe dt en un point S,, la droite conjuguée d l de </, 

par rapport à <P coupe alors d2 en un point S2. Le faisceau de cubiques de <P qui pas

sent par ces 4 points contient deux couples qui sont en perspective par rapport à Si 

et S2. 

R e m a r q u e . I I résulte d u théorème précédent que s i les dro i t es (dt> d2) et 
{ds, d i ) o n t p l u s d ' u n p o i n t en c o m m u n , a l o r s dt = d2, d2 = d u c ' est -à-dire que dL 

et d2 s on t d e u x d r o i t e s conjuguées p a r r a p p o r t à <Z> ; les deux centres de perspec
t i v e Si, S2 sont a lors indéterminés . S i l ' o n considère d e u x cubiques quelconques de 
groupes di f férents d u fa isceau de cub iques de <f» passant p a r les 4 p o i n t s donnés , 
e l les a u r o n t u n c iuquème p o i n t c o m m u n E q u i déterminera les d e u x p lans 
ol — ( d 2 , E ) , o2 — (d„ E ) . St,St seront a lors les pôles de o,, o 2 situés r e s p e c t i v e 
m e n t sur </[, </2 e t les deux cubiques en q u e s t i o n seront en perspec t ive par r a p p o r t 
à ces d e u x p o i n t s . 

Si m a i n t e n a n t , à p a r t les 4 p o i n t s n o n cop lana i res de <Z>, ou se donne u n c i n 
qu ième p o i n t E de <I>, de façon que i quelconques de ces 5 p o i n t s ne so ient pas 
c o p l a n a i r e s , ce la déterminera d e u x cubiques de groupes différents c, c de <? q u i 
passeront p a r ces 5 p o i n t s . Si l ' o n considère l a d r o i t e t passant p a r E et c o u p a n t 
dl~AB, d-i — CD a u x p o i n t s TUT.,; les deux cubiques passant par A , B , C, D, E 

seront en p e r s p e c t i v e p a r r a p p o r t a u x deux p o i n t s Siy S.2 q u i sont r e spec t i vement 
les conjugués h a r m o n i q u e s des p o i n t s TltTs p a r r a p p o r t à A B , C D . S i F repré
sente le second p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n de l a d r o i t e t avec <£, les deux cubiques c,, c, 
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de <[> passant par les 5 p o i u t s A, B, C , D, F sont également en perspec t ive p a r r a p 

p o r t a u x mêmes p o i n t s Si, S.2. L a d r o i t e s = Si S? coupe 0 en d e u x p o i n t s H, H. 

L ' u n de ces p o i n t s , par e x e m p l e H, est c o m m u n a u x cubiques c , c t et l ' a u t r e H 

a u x cub iques c , c , . Cela v e u t d i r e que les d e u x cubiques c, c t o n t 5 p o i n t s com

m u n s A, B, C, D, H e t les d e u x a u t r e s cubiques c, c l o n t en communs les 5 p o i u t s 

A, B, C, D, İd, D ' a u t r e p a r t , comme la d r o i t e s passant par les p o i n t s H, H coupe 

d l = A B , d% = CD a u x p o i n t s S n S»; i l en résulte que c, c, o u b i e n c , c t sont en 

p e r s p e c t i v e par r a p p o r t a u x p o i n t s T „ 7%. A i n s i les deux dro i t es s, t f o r m e n t u n 

couple i n v o l a t i l p a r r a p p o r t au faisceau de cubiques passant p a r A, B, C, D. A u t 

r e m e n t d i t , chaque couple de cubiques en p e r s p e c t i v e passant p a r les p o i n t s A,B, 

C, D en donne un a u t r e également en perspect ive par r a p p o r t a u x mêmes p o i n t s . 

Nous pouvons donc énoncer le théorème s u i v a n t : 

Théorème 7. Si les deux côtés gauches dL=^AB, d2 = CD du tétraèdre for

mé par 4 points A, fi, C, D non coplanaires d'une quadrique <I» sont conjuguées par 

rapport à deux cubiques quelconques appartenant à des familles différentes du 

faisceaux de cub'ques passant par les 4 points sont en perspective par rapport à deux 

centres situés sur d,, d.2. Si une sécante commune t des côtés d,, d% coupe <2> en 

£ } F et dy, d.2 en T„ 7%, les coup!es de cubiques (c, c), (cu ct) passa7it respective* 

ment par les points A, B, C, D, E et A, B, C, D, F possèdent les mêmes centres de 

perspective Si, Si, conjugués harmoniques des points T u T2 par rapport à AB, CD. 

De même, les couples de cubiques (c, c , ) , (c ct) sont en perspective par rapport à 

7\, T V 
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Ö Z E T 

Uzay kübiklerinin bir v e y a i k i m e r k e z e n a / . a r a n h a n g i şartlar altında p e r s 
p e k t i f durumda bulanacakları ve bıı durumda o l a n kübiklerin aralarındaki 
bağıntıların te tk ik ve t e s p i t i bıı t r a v a y t a konuğuna teşkil e tmektedir . 

Problem ünce bir r e e l doğrular kuadriği üzerinde b u l u n a n kübikler için 
göT-ıönüne alınmış, tcmra U/.aya teşmil edilmiştir. Nibayet r e e l doğrular 
I t u a d r i k l e r i üzerindeki kübik d e m e t l e r i iıjin tialiis konusu perspeeti vite 

şartları t e t k i k ve tespit edilmiştir. 


