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Etant donnée une congruence de droites, représentée par un vecteur dual 
unitaire, nous avons considéré dans le premier chapitre le cas où elle est 
rapportée à des surfaces coordonnées réglées quelconques. Employant des 
dérivées invariantes, effectuées par rapport aux ares duaux des sur­
faces coordonnées réglées, nous avons ensuite établi les formules do dé­
rivation at les conditions d iatégrabiUtë, ce qui noua a permis de trou­
ver les nouvelles formes des formules de M A N N H E I M et de H A M I L T O N corres­
pondant à ce cas général. Nous avons finalement étendu aux congruences 
de droites, toujours dans le même cas général, deux formules de L I O T J V I L L E 

relatives à la théorie des surfaces. Bans le second chapitre, nous avons 
étendu les deux différentiateurs de B B L T R A M I ans congruences de droites. 
Par la suite, nous avons pu, à l'aide de ces différentiateurs, exprimer 
la courbure sphérique duale d une surface réglée appartenant a la cong­

ruence et faire quelques applications. 

CHAPITRE I 

DÉRIVATION PAR RAPPORT À L ' A R C D U A L ET C O N D I T I O N S 
D'INTÉGRABILITÉ DANS LES CONGRUENCES DE D R O I T E S 

§ 1. Extension de la notion de «iérivée invariante» aux congruences 
de droites dans le cas où ces dernières sont rapportées à des 

surfaces coordonnées réglées quelconques. 

Considérons la congruence de droites définie par le vecteur dual unitaire 

(1.1) A (H, u ) - a ( H , n ) + «a {a, v) 

(^ = 0, a* = l , a • a"— 0), 

ou o, v BOnfc deux paramètres réels [ 1 , p. 264, 277], 

Les éléments linéaires duaux correspondant aux surfaces coordonnées réglées 
sont respectivement donnés par [ 1 , p. 277J 

(1-2) 
où 

dW~Eda, dV = Gdvt 

57 
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e = a u% ë = 2a K • a„ , / — a„ • &„, f = aa • av -f- a» • a„, 

f — 2a„ . a w . 
Soit 

F (a, v) = y (a, v) + s y (a, «) 

une fonction duale de u, <« qu i peut être une fonction scalaire ou vectorielle. 

Posons alors 

0 . 8 ) * = Y „ = I , 

où on a Bupposé 

¥ l t ¥ n seront appelés les dérivées premières (duales) invariantes de ¥ correspondant 
aux surfaces coordonnées v ~ C i o , i z = C i e . ' / '„ ¥ S 1 restent inchangés, si l ' on fa i t 
le changement de paramètres 

(1.4) n = u(u*), « = 

qui n'altère pas les surfaces coordonnées; d'où l 'appellation «invariante». 

D'après (1.2) et (1.3) i l est presque évident que ,FI et ¥ u sont les dérivées 
dnales de ¥ par rapport aux arcs duaux des surfaces coordonnées. 

Comme [ 1 , p. 279] 

(1-5) 

\ \/G ^ V 2 W V£ 

où 5*, 5** désignent les paramètres de distribution d^s surfaces coordonnées réglées 
v~Cie, a=Cte, les égalités (1.8) peuvent également s'écrire: 

= (Va + e Vu) ' 1 / - 1 3 = ( V ' i + £ V L ) (1 — « 3* ) = + e — 3* yjt) 

(1.6) 

= ( w + * • — ~ - = ( v , + « V 4 ) d - e 3**) - V» + « (v l — 3** V â ) , 

où les indices inférieurs 1, 2 indiquent des dérivations premières invariantes ordi ­
naires correspondant à v — C i s , u = C Î 3 , c'est-à-dire des dérivations effectuées par 
rapport aux arcs des représentations ephériques des surfaces réglées v = Cto, 



CONGRUENCES DE DROITES 59 

Remarquons alors que les formules (1.6) peuvent aussi s'exprimer de la façon 
suivante 

(1.7) <F, = ¥1 (1 — e ô*), ¥„ = ¥% (1 — e &**), 

On voit donc que dans le cas particulier où la congruence est rapportée à 
des surfaces coordonnées développables (<5* — <5** = 0 pour tous les rayons des 
surfaces coordonnées), OQ aura : 

(1.8) ï ' , - n , 3*1, = ! ^ 

et dans ce cas seulement. 

Les régies habituelles de dérivation ordinaire s'appliquent également dans le 
cas de dérivation duale invariante. Ains i , appliquée aux fonctions duales ¥, et ¥ u > 

eette opération différentielle donnera naissance à 4 nouvelles dérivées secondes 
duales invariantes, à savoir : 

i) Ŝ i n> '-^ii i) '-^n n • 

Remarquons à ce propos que l 'ordre de dérivation ne peut pas être permuté, 
autrement d i t , les deux dérivées mixtes du second ordre sont liéeB l 'une à l 'autre 
par la condition d'intégrabilité 

(1.9) ^ » + Q y , = n « Q* n , 

quelle que soit la fonction duale ¥, où l ' on a posé 

(1.10) Q = (Log E'/')», Q* = (Lpg G'/»), . 

Ceci peut être immédiatement vérifié en prenant en considération les formules 
(1.3). Les formules (1.10) montrent de plus que Q, Q* sont, non seulement indé­
pendants de la fonction duale ¥', mais restent inchangés e'ils subissent la trans­
formation (1.4). 

Si l ' on pose 

( L U ) Q = <7 + *<7, Q* = ?* + * . n 

les relations (1.5), (1.10) fournissent facilement 

£ g = ( L o g e l / * ) > t q = 3 , * - - *~ g, 
(1-12) 

( 7* = ( L o g ^ ) t , qf* = v * - « * <f-

Remarquons en passant que ia comparaison des parties réelles et des parties 
duales des deux membres de (1.9) ne donne flnailemeot que les deux conditions 
d'intégrabilité ordinaire • 
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§ 2. Signification géométrique de Q et de Q*. 

Supposons que la fonction duale W (u, <v) soit le vecteur dual unitaire A (a, v) 
de ( i . l ) qui définit la congruence. Nous aurons alors d'après (1.9) 

(2.1) A I I 1 + Q A I = A I I I + Q * A I 1 . 

D 'autre part , en faisant usage de (1.3), on trouve immédiatement 

(2.2) A , 8 — A „ " = 1, A • A , = A • A n = 0. 

Remarquons tout de suite que, d'après les deux premières égalités, les deux 
dérivées premières invariantes du vecteur dual unitaire A sont encore des vecteurs 
unitaires. Toutes les deux représentent, pour un couple de valeurs données de u, v, 
deux autres droites qui coupent orthogonalement — d'après les deux dernières éga­
lités de (2.2)— le rayon de la congruence représenté par A (a, w). 

Soit S l 'angle dual que forment les deux vecteurs duaux A , , A, , . On aura 
alors 

(2.3) • A „ = cos 0 — cos & — u $ siu Q — S + s ê} 

dans lesquelles •& désigne l 'angle des droites représentées par A l t A „ et •& repré­
sente la longueur de leur perpendiculaire commune — eegment de droite situé sur 
la droite représentée par A . 

(2.3) : 

(2.4) 

On obtient alors en prenant les dérivées duales invariantes des égalités (2.2), 

A [ - Ai, — A , • A , n ~ A u • A n i = A n • A „ „ = 0, 

A , 2 + A • A , , — 0, ou bien A • A , i — — 1, 

A 1 ( • A , + À • A : „ — 0, ou bien A • A1U~ — cos 0 , 

• A , , ' + A • A „ „ = 0, ou bien A • A „ „ = — 1, 

A, • Au -\- A • A n i — 0, ou bien A • A „ , — — cos 0 , 

A , , • A „ + Aj • A u ! — — 6, ain 0 , 

A , „ • A „ + A , • A „ „ = — 0 „ sin 0 . 

Si l 'on multipl ie scalairement les deux membres de l'égalité duale (2.1) par 
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les vecteurs duaux unitah-es A , , A„ et si Ton t ient compte des égalités (2.4), on 
arrive aux deux égalités qui suivent : 

( Q — Q* cos 0 — A, • A , , , = — 0, sin 0 — A , , • A u , 
(2.5) j 

( — Q cos 0 + Q* = A„ • A, „ = — &n sin & — A„ „ . A , . 

Ceci étant, si l ' on considère maintenant les formules de BLASGHKE correspon­
dant aux surfaces réglées 

i « = C '«(B l = A„ B ' = A X A „ B f l — A) , 
(2.5') J 

( B = C ' - ( C I = A 1 I ) C ' = A X A n , C a = A) , 

elles s'écrivent de la façon suivante : 

f (B')[ = A , , = S* B 3 - A , < C % = A„ „ = 2*« C 2 - A , 

(2.6) j (B 2 ) , = A X A , , = - Z * A „ (C !)„ = A X A„ „ = - J s * A„, 

( (B-), = (A), = A„ (Ca)„ = ( A ) u - A n , 

où 2* et 2** désignent respectivement les courbures duales sphériques des surfa­
ces réglées v = Cto, a~Cte [5, p. 4; 6, p. 81]. 

On déduit alors de (2.6) 

(2.7) A , , • A n == 2* A u • B* = 2* sin 0, A„ „ • A , = 2*'* A , • C* = — 2** sin 0 

et les relations (2.5) deviennent 

( Q — Q* cos 0 = — (0, + 2*) sin 0 , 
(2.8) 

( Q* — Q cos 0 = - ( 0 O — 2 " ) sin 0 , 
qui donnent finalement 

(2.9) 

où bien 

(2.10) 

^ sin 0 

^ = ~ U * + < 9 . ) cos 0+U'**~<3„)  
V s i n 0 

_ Q* cos a - Q  
2 ~ ' s i n 0 ' 

sin 0 

Dans le cas particulier où les droites représentées par les vecteurs duaux 
unitaires A , , A„ se coupent orthogonalement, on aura 
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É) = # + e#, 0 = ~ » # — 0, 
¿ 

et 2'*, auront pour valeurs respectives, d'après (1.10) 

(2.11) s* = -Q = - ( L o g 2 « = Q* — (Log G' / 3 ) , 

[2, p- 177]. 

§ 3 . Formules de dérivation. 

Définition. Chaque droite de la congruence définie par (1.1) est une droite 
régulière, si 

(3.1) A ^ A ^ O 

pour celle-ci. (Cela veut dire que les deux droites représentées par A I } A u et qui 
coupent orthogonalement la droite représentée par A ne sont pas confondues). 

Si cela a l ieu pour toutes les droites de la congruence, la congruence e l le -
même est alors régulière. 

Pour une droite régulière, on aura évidemment 

(3.2) sin 9 = ( A , A 1 5 A „ ) 0, 

c'est-à-dire que les trois vecteurs A , A „ A „ seront linéairement indépendantes. 

Ceci étant, nous allons dans ce paragraphe exprimer les quatre dérivées se­
condes duales invariantes A , , , A , „ , A I t l , A „ „ en fonction des vecteurs unitaires 
duaux A „ A „ , A , quand la droite représentée par la vecteur unitaire dual A est f. 
une droite régulière. |: 

D'une façon générale, nous pouvons donc poser :] 

A „ = a i l A j h « ' n A „ + « u A , 

A ] n = st 12 A ! — ha ' i s A „ + « n A , 

A H i — a 21 A , H ~~ « _2 1 A l t + «21 A , 

A „ „ = a 22 A , — ha'ss A n + «22 A . 

En mult ip l iant scalairement ces quatre égalités vectorielles respectivement par 
A u A,, , A nons obtenons en tenant compte de (2.4) : 
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* ' n cos 6> — 0, a ' n cos B -f- a 2
I t = A u • A , „ d „ " — 1, 

K \ î + « 2i2 cos 0 = 0, a'is cos 0 + a2
l2 = A u • A 1 U , a 1 2 — — cos 0 , 

a V + «22t cos 0 = A t • A n i , coa 0 + a%L = 0, a a t = — cos 0 , 

a l
2 î + « 2

2 2 cos <9 = A l • A 1 1 H , a 1
2 2 cos 0 + «% 2 = 0, a B 2 — — - 1 . 

D'autre part , en faisant usage des relations (2.5) et (2.7) on trouve fac i ­
lement : 

A„ • A ; , = 2" ain 0 , 

A„ • A, „ = (S** - &,,) Bin 9, 

A , • A n i = - ( J S * + e , ) 8 l n © , 

A, • A M „ = - S** sin 0 , 

(3.5) 

ce qui donne finalement : 

a V = — c o t g 0 , 

(3.6) 

2* 

* l » = ( » „ - £ * * > cotg 0 , a 2
1 2 = -

sin 0 

0 „ - 2* 

d'où [3, p. 177J: 

(3.7) 

sin 0 

2** 

sin 0 

« % i ^ ( 0 1 + 2 * ) c o t g 0 , a „ = 

sin 0 
a*„ = .S** cotg6i, 

- 1 , 

— COS 0, 

— COS 0, 

- 1 , 

A „ 2* 
sin 0 

(A, CO9 0 — A,,) — A , 

Q — y** 
A , „ = —IJ-.—~— (A! cos 0 ~- A„) — A cos 0 , 

SID iy 

A H I = — g ' . +
| t f * (A, — A n COS 0) - A COS 0 , sin f 

sin & (A, — A n cos 0 ) — A . 
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§ 4. Expression sous forme invariante de la courbure totale 
de la sphère duale unitaire. 

Si l ' on prend en considération l 'une des conditions d'intégrabilité qui suivent : 

A i i H " f Ç A , , — A , u [ -\- Q* A[ „ , 
(4.1) 

A n i u ~\~ Q A 3 1 , — A, , u i ~H Q S A, , n 

on arrive facilement à en déduire la relation de GAUSS concernant la sphère duale 
unitaire dans le cas le plus général. En effet, on t ire des relations ( 3 . 7 ) par déri­
vation : 

A I 1 U = [2*(0a-2**)-2*„ cot S] A , + - l ) A „ - 2* sin S A , 

( 4 . 2 ) 
A i n i = [2* (6>„ - 2'**) + Ou — eotg 0 - cos 0] A , 

0 » i 
sin 0 A , i + s i n 0 0 : A . 

Si l ' on porte alors ces valeurs, dans la première des relations ( 4 . 1 ) , c e l l e - c i 
donne à l 'aide des égalités ( 3 . 7 ) , à part l 'une des relations ( 2 . 9 ) , 

(4.3) 1 = - J L ^ (2*„ - 2'**i + Q 2* - Q* 2 « + 0„ , + Q" 9U), 

ce qui est [ 3 , p. 1 7 8 ] bien la relation cherchée. 

On peut aisément passer de cette forme, à la forme de L I O U V I L L E de la cour­
bure totale K d'une surface quelconque, c ' e s t -à -d i re à la forme 

sjE'G' - F'2 

où # est l 'angle des lignes coordonnées; g, g* les courbures géodesiques des lignes 
coordonnées, et E', F', G' étant les coefficients de la première forme fondamen­
tale. En effet, on trouve facilement à l'aide des formules ( 1 . 3 ) , ( 2 . 1 1 ) : 

* _ L r i v * ^ V^)w v'ï* _ i r i * (2** \/G)n . 0 o n 

„ - { -y2 -~ ,-—;—» 2 r ' , 4 - Q ^ s 1 — • 7==—» 0 i , ! + Q ' 0 „ = 
0 

( 4 . 4 ) { 

sin 0 — • / = — ' (avec F=Aa-A.=/-f « / , f—A^a^,, / = a H - a „ + a w - a n ) . 

En faisant alors usage des formules ( 4 . 4 ) , la relation ( 4 . 3 ) s'écrit: 
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( 4 - 5 ) - ~ ~ j W = F > 

C'est l 'extension la plus générale de la formule de L I O U V I L L E (4.3)' aux con­
gruences de droites [2, p. 115]. 

§ 5. Application. 

Comme application des formules que l ' o n vient d'établir, considérons les 
congruences de droites, dites de GUICHARD. On sait que [ 1 , § 133, prob. 13; 7, 2, 
p. 150] la condition nécessaire et suffisante pour qu'une congruence de droites soit 
une congruence de G U I C H A R D est que son élément linéaire ait la forme de TCHEBYCHEF, 
à savoir 

(5.1) dA a = du* + 2F du dv + dv\ 

I l résulte alors des relations (1.10) et de (2.10) que : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une congruence de droites soit celle 
de GUICHARD est que 

(5.2) Q = 0 , Q* = 0 ou bien S* = ~ &» 2** = 0 „ 

pour toutes les droites de la dite congruence. 

Dans ces conditions, (1.9) montre d'abord que quelle que soit la fonction 
duale scalaire ou vectorielle W, ses dtux dérivées mixtes invariantes du second 
ordre n , ! f „ , sont égales, c'est - à - dire 

(5.3) YiU = ¥llx. 

Et en particul ier , nous aurons d'après (5.2) et (5.3) 

(5.4) 0 , „ = 0,,, = - 2% = 2*\. 

La formule (4.3) deviendra alors, si l ' on t ient compte de (5.2) et de (5.4) [10, p. 7]: 

(5.5) l ^ - A i L ^ - A ' L . 
Bin (9 s in 0 

Comme pour une droite régulière, d'après (3.2) 

i l en sera de même de &i-a=-&uf, c ' e s t -à -d i re qu'on aura 
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pour toutes les droites régulières de la congruence. Cela veut dire en particulier 
que 

0, = — 2* 0 i i = 2** O 

pour toutes lea droites régulières de la congruence. On en déduit que les images 
duales des surfaces coordonnées réglées de la congruence ne peuvent pas être des 
petits cercles de la sphère duale unitaire . D'où: 

Les surfaces coordonnées réglées d'une congruence de GUICHARD ne peuvent pas 
être à cône directeur de révolution. 

§ 6. Dérivée duale invar iante par rapport à l 'arc dual d'une 
surface réglée de la congruence, différente des surfaces 

coordonnées réglées. 

Considérons maintenant une surface réglée quelconque (R) de la congruence 
(1.1) représentée par le vecteur unitaire dual A {u, v), toutefois différente des 
surfaces coordonnées. Cette surface sera elle-même représentée par le même vec­
teur A (y, n), où u,v sont fonctions d'un même paramètre réel, qui sera choisi 
tout à l 'heure. 

Supposons d'autre part que soit 

(6.1) & — <p + ey 

l 'angle dual formé par les normales centrales correspondant aux surfaces réglées 
v~ Cl« et (R) et au même rayon commun A . 

Soit s l 'arc de la représentation sphériqne de (R). Nous pouvons alors consi­
dérer le vecteur dual unitaire A (iz, v) qui va représenter (R) comme fonction de s. 

L'élément d'arc dual de (R) est alors 

(6.2) rfJ=V'dA* = y ' ( - ^ ) a
i / . . 

/ étant une fonction duale — ou ordinaire — scalaire ou vectorielle, nous 
allons poser pour simplifier 

(6.3) # = 
as J 

Alors (6.2) s'écrit à l 'aide de (1.1), et de (6.3) 

(6.4) dS=\/(a- + « a ' ) 2 ds = \/l + 2 e a" • a 7 ds, avec a ' 2 = 1. 

Comme d'autre part , le paramètre de distr ibution <5 de (R) est donné par [ 1 , p. 270] 
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a'* 
on a finalement pour dS : 

(6.5) dS—(Î+sS)ds. 

[6, p . 81]. 

Etant donnée une fonction scalaire ou vectorielle 

par définition, Ba dérivée par rapport à l 'arc dual S Bera donnée par l'expression 

d'P 1 
(6.6) - 4 = [</', sin (0 - «P) + ï ' „ sin $ ] , rfo sin (7 

(Cette définition est faite en considérant son analogue dans la théorie des surfaces 
[3, p. 179]) qui peut également s'écrire de la façon suivante 

(6.7) _ ^ r + « ( r - « v ) . 

(6.6) et (6.7) nous permettent d'écrire alors : 

(6.8) ^ ~ - r ^ [A, sin (0 - <ï») + A„ sin <P\ = a" + « (a~" - S a"), do sm 0 

Si maintenant on sépare la partie réelle et la partie duale de l'expression du m i ­
l ieu, on obtient aisément 

a, sin (# — f) + a 2 sin <p a' — •—•— 
sin # 

( (aL—^ aL) sin (#— <p)-f-(aa—<ï a 2) sin ç> -^ cotg # r . . „ , , . , 
C — S a' = ^ - L — — i i — i ~ ' — — — = — 0 — r - V t a t sin ( 0 — y ) - ^ sm y] sin w sm w 

. (a,—3* a t ) sin ( f f—y)-Hfl—y) cos (fl—y) a L + y cos y a 8 -Ka. 3 —d** a 3 ) sin y 
sintf 

ou bien 

— <3 [sin (# ~ <)0 a L + sin a,] ~ [— (<5* -f- •& cotg #) sin (# — <p) 

-f- (# — f ) eos (# — q?)] a L -f- [<p cos <p — ( i * * -f- cotg #) sin f] a 3 . 

Et en égalaut les coefficients des vecteurs a t , a? dans les deux membres, on par­
v ient aux égalités : 
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(ô* — <S 0 cotg 0) fein (0 — y ) — (0 — V ) COQ (0 — y) = 0, 
(6.9) 

(3** ö 4- # c o t g 0) sin y — <p cos — 0. 

En éliminant successivement g? et «S entre ces deux égalités, on obtient f i ­
nalement : 

nv. s s* » r • * . fi** — (S* . , , ^ sin sin (0 — fp) (6.10) 5 ~ i3* cos- (p + f5** sm* <p -| — ~ am' y cotg 0 — 0 — ^ - ^ — — » ¿3 Sin 

(6.11) * = (-5« - 3*) g j £ y a i n ( t f - y ) ^ sin y cos (0 - y) _ 
sin 0 sin 0 

Ces deux dernières formules constituent les extensions des formules de M A N N ­
H E I M et de H A M I L T O N au cas où ïa congruence de droites est rapportée aux sur­
faces coordonnées réglées quelconques. 

Dans le cas particulier où 

0 = i L , # = 0 , 
Ci 

c'est-à-dire dans le cas où les normales centrales des surfaces coordonnées réglées 
coupent orthogonalement et au même point le rayon correspondant de la congru­
ence et font un angle droit entre elles, on a les formules bien connues : 

(6.10) ' ô — à* cos2 <p + 5"* sin"' V y 

(6.11) ' y = (3** — 3*) sin p cos y . 

Remarquons pour terminer ce qui s u i t : les différents symboles qui entrent 
dans les formules (6.10), (6.11) ont des significations géométriques simples. Soient 
en effet Mlt M2 et M les points où les droites représentées par A „ A „ et dA/JS 
coupent respectivement le rayon A de la congruence. On a alors : 

3*, Ô**, ô : Paramètres de distribution relatifs aux surfaces coordonnées réglées 
v = C*; u=C*; et (R). 

<p : angle des normales centrales des surfaces coordonnées réglées v — Cte 

et (R). 

0 : angle des normales centrales des surfaces coordonnées réglées v — Cu, 
u = C'«. 

0, if : mesures algébriques des vecteurs M L M , , , M J M sur l 'axe A . 
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§ 7 . Une formule re lat ive à l a courbure duale sphérique. 

Dans ce paragraphe nous avons l ' in tent ion d'établir la relation qui lie les 
courbures duales sphériques des surfaces coordonnées réglées <u = Cie, a = Cte et 
de la surface réglée (R), toutes les trois passant par le même rayon A de la cong¬
ruence, et correspondant au rayon A . 

Soit S la courbure sphérique duale de la surface réglée {R). Posons alors pour 
simplifier 

dA A , sin ( 0 — 0) + A „ sin <b 
(7.1) B 

dS sin 0 

At cos ( 0 — <P) + A u cos <_/> (7.2) B* = A X B = . 

sin 0 

Nous pouvons donc, d'après la première formule (2 .6) , écrire: 

(no) ¿ 5 - y R * A y ~ A , C O S (0 — <[>) + A „ C Q 3 <P . 

D'autre part , en faisant usage des formules (7.1), (6.6) et (3.7), un calcul simple 
donne 

(7.4) 

puisque 

dB_d_dA_ rd$ , sin (9—0) 2*+Bin <P 1'*  
dS ~~ dS dS ~ IdS sin 0 

sin <P 1 — A, cos (0 — <P) - j - A „ cos (fi Bin <Z> 1 — A , cos (0 — 0 ) - j - A „ cos (fi . 
: — W x i ——— " r~~ — ' " — A , 

s i n 0 J s m fc* 

sin" (0 — <J>) - j - s in 2 </> + 2 sin ( 0 — <i>) sin f/j cos 0 = sin'J 0 . 

La comparaison des formules (7.3) et (7.4) f ourn i t alors en définitive 

(8.4) 2 = £ | + v* S i n ^ ~ ^ + 2 * » - 0x. 8 4 ^ • 
d6 s m 6) sm 0 sm 0 

C'est l 'extension de la formule de L I O U V I L L E de la théorie des surfaces concernant 
les courbures géodésiques [8, p. 93], dans le cas où la surface est rapportée aux 
lignes coordonnées quelconques, aux congruenees de droites rapportées aux surfa­
ces coordonnées réglées quelconques. 

Cas particaliers 

1) Dans le cas particulier où 
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nous obtenons la formule bien connue [2, p. 115] 

(8.5) S = ^| + S* cos $ + J * * sin 

2) Si la eongruence de droites en considération est une eongruence de Gu i -
GHARD, on a 

2* + 6>, = 0, 2** - 0 „ = 0, 

et (8.4) devient [8, p . 93] 

(8.6) i = £ - é » 1 . ' t a ( e - ' » 
' sin 0 

CHAPITRE II 

E X T E N S I O N DES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS DE 
B E L T R A M I A U X CONGRUENCES DE D R O I T E S 

§ 8. Invariants différentiels. 

a) Gradient. 

Supposons que la cougruence de droites donnée par le vecteur dual unitaire 

A — a (u, v) + « a (a, v) 

soit rapportée à ses surfaces réglées principales. Dans ces conditions, ou aura 

F = f+ef=0 ( / = / = 0) 

0 — # - f — 

et les formules (3.7) prendront, d'après (2.11), la forme: 

A , , = Q A , , A , 

• A , = ~~f- Q* A „ , 

(8.1) 
A , , , = + Q A , , 

A „ „ = — Q* A , — A , avec Q = (Log £ •/*)„, - (Log G'/ a>„ 
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où les différentes dérivations duales invariantes Bont effectuées par rapport aux 
arcs duaux 

(8.2) dU=^Edu, dV = s/Gdv 

des surfaces réglées principales. 

Ceci étant, soit 

r (a, v) = y (u, v) - f s y («, v) 

une fonction duale scalaire de droite, définie sur la congruence. 

Par définition, le vecteur V F tel que 

(8.3) A - V - T = 0 

et qui satisfait de plus à 

(8.4) dr^VT-dA 

quelle que soit la direction dA, s'appellera le gradient de la fonction duale scalaire F. 

I l est presque visible que 

(8.5) grad F = V F = r, A t + Fti A„ , 

puisque d'après (8.4) 

V r • dA = ( r , A, + r [ t A J • (A1du-\-AudV) = r1du+rlldv=dr. 

D'autre part , (8.5) montre que grad T est un invariant différentiel, indépendant du 
choix des paramètres u, v. Ainsi on peut introduire l'opérateur différentiel 

(8.6) V ( ) = ( Ï . A . - K ) „ A n . 

b) Divergence. 

Soit F(ÎZ, v) une fonction duale vectorielle de droite, définie sur la congruen­
ce. Par définition, la divergence du vecteur dual F est donnée par 

(8.7) div F = V • F = F, • A, + F„ • A„ . 

C'est en somme l'opérateur (8.6) appliqué au vecteur dual F , avec la seule modi­
fication que les termes du second membres sont considérés comme des produits 
scalaires. 

c) Rotationnel. 

On définit de même le rotationnel du vecteur F p a r : 

(8.8) rot F = V X F = — (F, X A, + F„ X A„) — A, X F , - } - A „ X F„ . 
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Soit dS l 'are dual correspondant à la direction dA. Si l ' on appelle 0 l 'angle dual 
que font A,̂  et dAjJS, on aura d'après ( 6 . 8 ) 

( 8 . 9 ) 4 ^ — A, cos 0 -f" A„ sin 0, puis que : 8 = ~ • 

En faisant alors usage de (8.4=) et de ( 8 . 5 ) on obtient facilement 

( 8 . 1 0 ) — ^ v r ~ = r , cos 0 + r „ siu 

Ceci montre que la composante scalaire du vecteur V I 1 dans la direction du vec­
teur dual unitaire dAjlS est donnée par dVjiS. 

Extension du premier opérateur différentiel de B E L T R A M I , 

Soient r(u,v), r* ( H , v) deux fonctions duales scalaires de (u, v), c'est-à-dire 
de droite définies sur la congruences. Posons 

V i r , r * ) = V r • v r * ^ r , r\ + r n r * 1 T , 
( 8 . 1 1 ) 

V ( r , r ) - ( V D ! - r , ! + c 

Ains i le premier opérateur différentiel de B E L T R A M I se trouve étendu aux 
congruences de droites. 

La divergence d'un gradient (Extensiou du second opérateur différentiel de 

B E L T R A M I ) 

Posons 

( 8 . 1 2 ) v * r = * 7 - v r , 

qui est le seeond opérateur différentiel de B E L T R A M I . Les égalités ( 8 . 5 ) et ( 8 . 7 ) 
donnent alors 

( 8 . 1 3 ) ^ r = r t i + r „ „ + Q r „ + Q * r , . 

Ainsi le second Belframien 

( 8 - 1 4 ) V 2 ( ) = ( • ) M + ( )uu + Q( )„ + Q ¥ t ). 

est également étendu aux congruences de droites. 

Comme dans le paragraphe qui va suivre nous allons employer les opérateurs 
V , V 2 dans le cas où la congruence est rapportée aux surfaces coordonnées rég­
lées quelconques, i l faut dire quelques mots sur la forme que ces opérateurs vont 
prendre dans ce cas où les paramètres a, v sont arbitraires. 

Nous avons d'abord, d'après ( 8 . 4 ) , en posant 
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V r = X A „ + Y Av , 

r n </u -\-i\dv = (fî^ + P K ) rfu + ( P ^ + G r ) <fo 

cequi donne 

X = G r a
H f r" * Y = B r ° H f r " » H* = EG—FM, 

c'est - à - dire 

(8.15) y r = ( G r " ~ F r , , ) A " + { E F v ~ F r a ) A v 

Comme on le voit , on obtient exactement, dn moins eu apparence, la même for­
mule qu'en théorie des surfaces [7, 1]. 

Signalons encore, sans entrer dans le détail du calcul, puisqu'on les obtient 
de la même façon qu'en théorie des surfaces, les formules suivantes étendues aux 
congruences de droites : 

(8.16) v<r , r*) - vr • VF" = E J ^ T ^ F (r* r*n) + G F u r * a , 

(8.17) v ( r , r) = ( V / y = Eiï^2-zFr» r» + G ^ , 

(8.18) V • F = - X ) a * { H Y ) o + 2Zy avec F — XAa + YA„ + ZA. 

§ 9. Expression de la courbure sphérique duale à l'aide des 
opérateurs différentiels. 

Supposons que la congruence soit rapportée aux surfaces coordonnées réglées 
qui se coupent orthogonalement, différentes en général des surfaces principales. 
L'élément d'arc dual s'exprime alors 

(9.1) dSt^Edif + toj dudv + Gdv* avec (F=/ + e / = s f, / = 0 ) . 

D'autre part , la courbure sphérique duale de la surface réglée v ~Cte est donnée 
d'après la première des égalités (3.7) par 

(9.2) 2,'* = (A , A , , A n ) , 

où 



74 

(9.3) 

(9.4) 

A , 

Nous aurons donc 

M . ICULA 

I , — E 2E2 

E \ J E 
(A, Am A n r f ) , 

11 est par ailleurs facile de voir que les formules de GAUSS de la théorie des 
surfaces s'étendent aux congruences de droites sous la forme: 

(9.5) 

. _ G Ett — 2F Fa-\- F Ev , - F Ea + 2E Fu-E E„ _ „ A 

2 (EG — F*) 2 (EG— F2) 

A — G Ev— FGa E Gu — F Ev __ 
a a 2 (EG — F2) 2 (EG — F'2) v ' 

_ -FGV + 2GFV-GGU EGv-2FFv+FGa 

^ v v — 2 (EG- F2) A b ~f 2 (EG- F') * 

Dans le cas actuel qui nous occupe, le coefficent de Av dans Aau s'écrit 

- * j Eu-\-2*Efa-EE„_ Wc)a fu f-, (\/Ë)v 

2 £ G Sy[ËG ^ t ~ G ~ S l t - G — ' 

(9.4) devient alors 

(9*6) ^ ~ f2E^G + E^G 2 £ < / G ~ V ^ f E s/E ^ 

Les relations (8.16), (8.17) et (8.19) donnent d'autre part : 

G SJG 

V7i t J r \ - E^G)V~FWG)A _ WG)V - WG)„ 
V ( « , V O > - ~ — g - - K J - E G 9 

y EG y/G 
F 
EG ) a J sjEG £ \/G \AGG V G 

J E | - ( V ^ _ , ; t ^ _ . = _ 1 _ t _ tf^-s/l^ (« , s/G)], 

c'est - à - dire : 
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Plus généralement, la courbure duale sphérique 2 d'une surface réglée de 
la congruence, donnée par <p (a, v) — Cte, sera donnée par 

§ 10. Autres extensions. 

Nous prendrons de nouveau les surfaces réglées principales comme surfaces 
coordonnées. 

D'après (8.8) et (8.1) on a successivement 

(10.1) V X A = 0, V X A , = A „ - Q A , V X A H = - A , + Q* A . 

Si $ (a, v) est une fonction scalaire duale, on aura d'après (8.8), (10.1) et (8.5) 

(10.2) V X # A = A , X ( i A ) , + A „ X <0A)„ — V 0 X A + 0 V X A 

= V # X A = — A n + <Pn A , . 

On t ire de cette dernière relation 

(10.3) A • V X $ A = 0. 

On a de même d'après (8.5) et (10.1); 

V X V # = V X <0i A , + 0 „ A „ ) = V 0 , X A . + 0 , V X A , + V 0 „ X A n + 0 U X V X A n 

= - * , „ A + (A„ - Q A ) + , A + <PH ( - A , H- Q*A) 

= + Q* - .. - Q 0.) A — <p„ A , + 0, A „ 

et d'après (2.1) 

(10.4) V X V 0 — —- i ' , , A , + 0, A „ = — V X 0 A — A X V<P. 

On voit de même que 

A \ V X V 0 — A • Rot (grad <P) = 0. 

(8.1) et (8.7) montrent que 

(10.5) V - A ^ 2 , V - A , = Q% V - A ( I = Q. 

On a de plus 

(10.6) V ' * A = * V ' A + V * « A = 2iP. 

On peut de même écrire : 
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(10.7) V • ( V<5 X A ) — V • ( V X i A ) ^ - V ' ( V X V i ) 

V "• (V<i> X A ) = ( V * X A ) , • A 3 + ( V * X A) „ • A „ = A - ( V X V<£) = 0. 

Soit maintenant 

W (a, v)=Vf (a,v) + s w ( n , w ) 

une fonction vectorielle duale de (u, n). On a d'après (8.7) 

(10.8) V • W = A , • W, + A „ • Wu = a, - w L + a 2 • w , 

+ s (—25*a t • w t — 25** a, • w s + a x • Wi + a L • Wt + a , - w 2 + a 2 w 2 ) . 

En particulier pour 
w = a, w = 0, 

on obtient : 

(10.9) V - a = 2 — « ( 3 * + 3**). 

Considérons maintenant l'opérateur suivant, qui appliqué aux deux vecteurs 
duaux V, F, en fourni t un autre : 

(10.10) V • V F — (V • F,) A i + (V • F H ) A „ . 

On en t ire alors successivement : 

f A , • V A = A „ A „ • V A = A, , , A , • V A , = Aa • V A , , = 0, 
(10.11) 

( A , • V A , , = - A „ . V A , — A „ ! — A , „ = Q A , — Q* A u . 

Définissons de même l'opérateur: 

(10.12) V 1 (F, G) - (F, • G,) (A,) 2 + (F„ • G„) (A„)> = F, . G, + F„ • G„ . 

D'où : 

(10.13) V 1 (F, F) = V 1 F = (F,) 2 + (FH)> . 

I l en résulte que : 

V l A = 2 , V ' A 1 = V l A I l = l + Q " + Q » » , V 1 (A, A,) — Q*, 
(10.14) 

V l ( A , A n ) = Q, V 1 ( A „ A I I ) = 0, V H a , a ) = 3* + 3**-2« (<î* 2 + «S**B). 

Si on pose 

(10.15) V 3 F = F„ + F H I l + Q F n + Q* F , , 

on aura 

(10.16) V " A = — 2A. 
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