EXTENSION DE QUELQUES FORMULES DE LA THEORIE DES
SURFACES AUX CONGRUENCES DE DROITES

Muzarrer KuLa

Etant donnée une congruence de droites, représentée par un vecteur dual
unitafre, nous avons considéré dans le premier chapitre le cas ol elle est
rapportée & des surfaces coordonnées réglées quelconques. Employant des
dérivées invariantes, effectuées par rapport aux ares donaux des sure
faces coordonnées réglées, nous avons engnite établi les formules do dé-
rivation et les conditions d’iatégrabilité, ce qui nous a permis de trou-
ver les nouvelles formes des formules de Mawnmem et de HamiLToN corres-
pondani & c¢e cag généra]. Nous avons finalemeni étendu aux congruences
de droites, toujours dang le méme cas général, deux formules de LriovviLie
refatives & Ia théorie dea surfaces. Tans le second chapiire, nous avons
&tendu les deux différentiateurs de Britrami anx congruences de droites,
Par la suite, nous avons pu, & V’aide de ces différentiateurs, exprimer o
1a courbure sphérique duale d’une surface réglée appartenant 2a la cong- :

ruence et faire guetques applications.

CHAPITRE [

DERIVATION PAR RAPPORT A I’ARC DUAL ET GONDITIONS
DINTEGRABILITE DANS LES CONGRUENCES DE DROITES

§ 1. Extension de la notion de «{érivde invarianter aux congrueénces
de droites dans le cas olt ces dernidres sont rapportées & des
surfaces coordonnées réglées quelconques.

Considérons la congruence de droites définie par le vecteur dual unitaire

S

(1.1) A, w) =au,v)+sa(a, )
(#*=0, a’=1, a-a=0),
ol u,v sonlk deux parameétres réels [1, p. 264, 277].

Les éléments linéaires duaux correspondant aux surfaces coordonnées réglées

sont respectivement donnés par [1, p. 277]

(1.2) JUE:EIIQ, dVP =G dv”

ol
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E=e¢+}s8, F=ft+sf, G—=g-teg,

e=a,’, F=2y° 8y, f=ag-ay, J—ay- 8,48, 2y,
g==a,", F=2a,. ;w .
Soit
¥, v) =y (a,v) + 81P(H, o)
une fonction duale de u, » qui peut &fre une fonction scalaire ou vectorielle.

Posons alors

Ty
(1.3) o= L, oy ¥

L

k4

3

.0l on a supposé
Ve£0, Vg+o0.

¥,, ¥, seront appelés les dérivdes premicres (duales) invarianfes de ¥ correspondant
aux surfaces coordonnées v — Cte, g=_C¥%. ¥ ¥  restent inchangés, si l'on fait
le changement de paramétres

(1.4) u=un(a®), ov=(0¥)

qui n’altére pas les surfaces coordonnées; d’onl 'appellation «invariantes,

D’aprés (1.2) et (1.8) il est presque évident que W, et ¥, sont les dérivées
dnales de ¥ par rapport aux arcs duaux des surfaces coordonnées.

Comme [1, p. 279]

L1, e s s L E
(/E*\/;(l “5) =, o BTN BT g

E By o

(1.5) _
(t—so), s==2%,

) \/g

oit %, &* désignent les paramdtres de distribution des surfaces coordonnées réglées
v==Cte, u=C_Cle, les égalités (1.3} peuvent également s’éerire:

g% — . -
Wy == (et e )+ ey b e ) (L — 687 Y=y b8 (7 — 3 )
Ve
(1.6) -
W= b 5w - e (e ) (L e 85%) =y, | o (i, — % Yol

s

ot les indices inférieurs 1, 2 indiquent des dérivations premiéres invariantes ordi- - ‘
naires correspondant & v = Cf, g— Cte c’est-A-dire des dérivations effectuées par
rapport aux ares des représenfations sphériques des surfaces réglées «— Cte,
= Cle,




CONGRUENCES DE DROITES 59

Remarguons alors que les formules (1,8) peuvent aussi s’exprimer de la fagon

suivante
(1.7 o=, (1—~sd%), ¥,=F,(1-—s5"),

On voit done que dans le cas particulier ofi la congruence est rapportée a
des surfaces coordonnées développables (6% =6** =0 powr tous les rayons des

swrfaces coordonnées), on aura :
(1.8) =¥, P,=¥

et dans ee cas seulement.

Les régies habitnelles de dérivation ordinaire s’appliquent également dans le
cas de dérivation duale invariante. Ainsi, appliguée aux fonetions duales ¥, et ¥,
eette opération différentielle donnera naissanee 3 4 nouvelles dérivées secondes

duales invariantes, & savoir:
gfl 13 WI 12 gf]l pel EI‘fll 1

Remarguons & ce propos que Uordre de dérivation ne peut pas &tre permuté,
autrement dit, les deux dérivées mixtes du second ordre sont lides l'une & 1’autre
par la condition d’intégrabilité

(1'9) Y“J l[+lel=‘:quIQ* Ep‘]l’
guelle gue soit la fonction duale ¥, ol ’on a posé
(1.20) Q=(Log E'\, Q7= (Log G'V*),.

Ceei peut &tre immédiatement vérifié en prenant en considération les formules
(1.3). Les formules (1.10) montrent de plus que @, QF sont, non seulement indé-
pendants de la fonetion duale ¥, mais restent inchangds e’ils subissent la trans-
formation (1.4).

Si I'on pose
(1.11) Q=g+¢63 Q'=q"+=eg’,

les relations (1.5), (1.10) fournissent facilement

g g = (LOg ‘9”2)2 ' g = ‘52!’5 — 7,

(1.12)
e q*:(LOgg'f"’)[, Gr =24, — 4% 47,

Remarquons en passant que ia comparaison des parties réelles et des parties
duales des deux membres de (1.9) ne donne flnailement que les deux eonditions
d’intégrabilité ordinaire :
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Pt o¥ =%+ ¢ ¥,

Evz + qgl :"_."’21 + 4"?@-; .

§ 2. Signification géométrique de Q et de Q*,

Supposons que la fonction duale ¥ (z, ¢) soit le vecteur dual unitaire A (z, »)
de (i.1) qui définit la congruence. Nous aurons alors d’aprés (1.9)

(2.1) A+ QA=A,+QA,.

D’autre part, en faisant usage de (1.8), on trouve immédiatement -
(2.2) A=A =1, A A =A-A =0

Remarquons tout de suite que, d’aprés les deux premiéres égalités, les deux
dérivées premiéres invarianfes du vecteur dual unitaire A sont encore des vecteurs
unjtaires. Toutes les deux représentent, pour un couple de valeurs donnéesde z, v,
deux autres droites qui coupent orthogonalement — d’aprés les deux derniéres éga-
lités de {2.2) — le rayon de la congruence représenté par A (a, o).

Soit & l'angle dual gque forment les deux vecteurs duaux A,, A,,. On aura

alors

(2.8) A A, —cos@=coald —edgind, O=d+ed,

dans lesquelles ¥ désigne ’angle des droifes représentées par A, A, et b repré-
sente la longueur de leur perpendiculaire commune — segment de droite sifué sur
la droite représentée par A.

On obtient alors en prenant les dérivées duales invariantes des égalités (2.2),
(2.8): '
A: A=A A l|:Au AL A AL L0,

A4+ A A =0 ot bien A-A,,=—1,

A, -A +A-A =0, oubien A-A ,=—cosé,
(2.4) ' ASLACALL =0, oubien A:Ap,=-1,

A A, +A-A,, =0, oubien A-A,,=—¢0s6,

A[['A[[+A1'A111:¥915in9:

AI n’ A]]+AI * Anu:—@uSin@-

8i I'on multiplie scalairement les deux membres de 1’égalits duale (2.1} par
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les vecteurs duaux unitaires A,, A, et si ’on tient compte des égalités (2.4), on

arrive aux deux égalités qui suivent:

(2.5) % Q—Q¥cos@=A A, , = 0sin& —A, - A,,
R

—Qeos B+ Q¥ =A, A, =—86,8in @ —A A,
Ceci étant, st 1’on considére maintenant les formules de BLAscHRE corregpon-

dant -aux surfaces réglées

w=Cl(B'=A,, BP=A XA, B'=A),
(2.8

a=Cte(C'=A,, C°=A XA, C'=A),
elles a’écrivent de la facon suivante:
{(BY,=A,,=3*B*—A, CY,—=A,,=2%"C"—A,
{2.6) (B =A XA, ,=—3%A, (CHY,=AXA,,=—3%A,,
B, =(A)=A, CH=(A=A4A,,

olt ¥* et 3** dégignent respectivement les courburez duales sphériques des surfa-
ces réglées o= Cte, u=Cte [5, p. 4; 6, p. 81].

On déduit alors de (2.6)
(2.7 A A =2%A,-B’=2%ginB, A, ., A =2"A -C'=—2%gin@
et les relations {2.5) deviennent

Q—Q%cos @ =—{(3,+ =% sin®,
QFf —Qecos = — (8, — > sin G,

(2.8)

qgui donnent finalement

(%% - @) cos @ — (2¥40) ,

Q =

gin &
(2.9)
Q-;:_ _(Z*—i_@]) cos 6+(Zi*ﬁen) .
| - gin @
oit bien
. Q¥Fcos @ —Q
b — (]
: 2= gin & O
{2.10)
f _ e
goom L0030 4o

gin &

Dans le cas particulier oft les droites représentées par les vecteurs duaux

unitaires A,, A, se coupent orthogonalement, on aura
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et X*, 3** guront pour valeurs respectives, d’aprés (1.10)
{2.11) FF=—Q=—(Log £'/",, EM=Q¥*=(Log G'"),

2, p. 177].

§3. Formules de dérivation.

Définition. Chaque droite de la congruence définie par (1.1) est une droite
réguliére, si
(3'1) Ale*—fEuO
pour celle-ci, (Cela veut dire que les deux droites représentées par A, A, et qui
coupent orthogonalement la droite représentée par A ne sont pas confondues).

8i cela a lien pour toutes les droites de la congruence, la congruence elle -

méme est alors réguliére.

Pour une droite réguliére, on aura évidemment
(3.2) sin @ = (A, A, A,) #0,

¢’est-a-dire que les trois vecteurs A, A,, A, seront linéairement indépendantes.

Ceci étant, nous allons dans ce paragraphe exprimer les (uatre dérivées se-
condes duales invariantes A,,, A, A, A, en fonction des vecteurs unitaires
duaux A, A, A, quand la droite représentée par la vecteur unitaire dual A est

une droite réguliére,

D’une fagon générale, nous pouvons don¢ poser

A, :1111A1+“?11A11+“11A;
A, =2 A+ 2% AL e, A,
(3.3)
Ay =ty A o% Ay Fag A,

Apn=a'yy A 2% Ay 1 oy AL

En multipliant scalairement ces quatre égalités vectorielles respectivement par
A, A, A nons obtenons en tenant compte de (2.4):




(8.4)
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aly, +a?, cos =0, a'yyeos@fat, =A) - A,
w'yy + &y con & =0, alpeos @+ aty,=Ay- Ay,
aly Fal,cos@=A,- Ay, <0884 a% =0,

L 2 — P
aly, o 2EGOBQ’A1'A11111 alyyco8 & 4 aty, =0,

63

D’auire part, en faisant usage des relations (2.5) et (2.7) on trouve faci-

iement:

(8.5)

A+ A =3%ain 0,
An * Al I (.S** — 9") gin 9,
A[ ¢ Ant :.'_‘(E*‘i‘ @1) Bhl@,

AI *Ayy,—=—EZ%gin 0,

ce qui donne finalement:

(38.6)

d'ot [8,

(8.7

o 3
#u = 2 eolg 6, . aqll:;i;_@’ %, =—1,
» B @ __zl**
atyy = (O, —2*") cotg 0, “'m=—%m—! %y == — 008 O,
o, 3¢ .
#ly=— ;;LT@ aty = (6 + X cotg @, oy =-—co8 O,
Z#* R -
'y = — 4in O » a5 = =¥ coty @, Opy = —1,
p. 177]:
2::!
A, =~W(A.0056—A,,)——A,
@“ _E*# .
Ay Ten @ (Ajcos® —A) —Acosd,
1
' =——%~l‘t§_(A,~Al, c0s &) — A ¢os 6,
E**
Aun = _W(Al — Atl co8 @) — A,
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§ 4. Expression sous forme invariante de la courbure totale
de la sphdre duale unitaire.

Si I'on prend en considération 'une des conditions d’intégrabilité gui suivent:

Aun +QA11 :Al.l.[[ _I_Q*Al]l’
(4.1)

AT+ QA,, =Ayu Q%A

on arrive facilement 4 en déduire la relation de Gauss concernant Ia sphére duale
unitajre dans le cas le plus général. En effet, on tire des relations (8.7) par déri-
vation : '

3
}‘ L3

A] 14— [E*(@ll_‘z*$)_z$!1 cot @] A1+ (sin o

I)A,, — X*gin 6 A,
{4.2) _ o
A, T — EZ* (Qu — X + (@11 _ Z’M[) eotg @ — cos &1 Al

Ly
_ _@_ﬂ-.;m;_‘_ A, | sin @, A.

5i I'on porte alors ces valeurs, dans la premiére des relations (4.1), celle - ci
donne & P'ajde des égalités {38.7), & part I'une des relations (2.9),

{4.8) 1 =m(2*,1—2**1+Q2+* 2 40,,+ 06y,

ce qui est [3, p. 178] bien Ia relation cherchée.

On peut aisément passer de cette forme, & la forme de LioUviLLE de la cour- :
bure totale K d’une surface guelcongue, c’est-a-dire 4 la forme

'ﬂrw E"v_ # a, 1]
(4.3)" P +(g\/\ZW:_;§E\/ )

ou ¢ est 'angle des lignes coordonnées; g, g* les courbures géodesigues des lignes
coordonnées, et E’,F’, G’ é&tant les coefficients de la premigre forme fondamen-
tale. En effet, on trouve facilement & I’aide des formules (1.3), (2.11):

- e EVEN e e 2"V . Ovu__ Ouw
=5, VY y XFE Fopww = ¥ H , @“ . @“ = T YRy
[ e VEG +e VEG +Q VEC VEG
(4.4}
sin @ == VEG— F? v (avee F=A,-A,=f+:f, f=a,-a, [f=au 2,120 2)

VG

En faisant alors usags des formules (4,4), la relation (4.3) s’éerit:
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Fe + (Z*VE), — (5 VG

(’est I’extension la plus générale de la formule de LiouviLre (4.3)" aux con-
gruences de droites [2, p. 115].

§ 5. Application.

Comme application des formules que 1’on vient d’établir, considérons les
congruences de droites, dites de GuicHARD. On sait que [1, § 133, prob. 13; 7, 2,
p. 1801 la condition nécessaire et suffisante pour qu’une congruence de droites soit
ane congruence de GUICHARD est que son élément linéaire aif la forme de TCHEBYCHEF,

a savoir
(5.1) dA® = du® + 2F du do -} dov.
il résulte alors des relations (1.10) et de (2.10) que:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une congruence de droites soit celle

de GUIGHARD est que
(5.2) Q-=0, Q*=0 oubien IZ*=—08, 3= @,

pour toutes les droites de la dite congruaence.

Dans ces conditions, (1.9) montre d’abord que quelle que seit la fonction
duale scalaire ou vectorielle ¥, ses deux dérivées mixtes invariantes du second
ordre ¥, , ¥, , sont égales, c’esf-a - dire

(5’3) You—=¥u1
Et en particulier, nous aurons d’aprds (5.2) et (5.3)
(5.4) Oy =0, =— 3% = ok

La formule (4.3) deviendra alors, sil’on tient compte de (5.2) et de (5.4) [10, p. 71

S /S TR -/ 3
(5.5 1= gin @ gin @

Comine pour une droite réguliére, d’apras (3.2)
sin @ =R 0,

il en sera de méme de ©,, =0, ,, ¢’esl -4 - dire gu’on aura
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pour toutes les droites réguliéres de la congruence. Cela veut dire en particulier
que

Oy =—2Z%zk(Cl, @u= I =f(le

pour toutes les droites réguliéres de la congruence. On en déduit que les images
duales des surfaces coordonnées réglées de la congruence ne peuvent pas &tre des
petits cercles de la sphére duale unitaire, D’ot1:

Les surfaces coordonnées réglées d’une congruence de GUIGHARD ne peuvent pas

étre & cbne directenr de révolution.

§ 6. Dérivée duale invariante par rapport & ’arc dual d'une
surface réglée de la congruence, différente des surfaces
coordonnées réglées.

Considérons maintenant une surface réglée quelconque (R} de la congruence
(1.1) représentée par le vecteur unitaire dual A (@, v), toutefois différente des
surfaces coordonnées. Cetle surface sera elle-m&me représentée par le méme vec-
teur A (v,v), olt u,v sont fonctions d’un méme paramétre réel, qui sera choisi
tout & 1"heure.

Supposons d’autre part que soit
(6.1) =gty

I’angle dual formé par les normales centrales correspondant aux surfaces réglées
o=t et (R} et au méme rayon commun A.

Soit s I’arc de la représentation sphérigne de (R). Nous pouvons alors consi-
dérer le vecteur dual unitaire A (z, v} qui va représenter (R) comme fonection de s.

L’élement d’arc dual de (R} est alors
(6.2) dS—ydA* = \/(—g—ﬁ—‘) ds.

f étant une fonction duale — ou ordinaire — scalaire ou vectorielle, mnous
allons poser pour simplifier

Alors (6.2) s’écrit &4 1’aide de (1.1}, et de (6.8)

(6.4) dS= \/(a'"f*-“-;‘)? ds = \/l +2sa - a'ds, avee a't—1.

Comme d’autre part, le paramétre de distribution & de (R} est donné par [1, p. 270]
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a'-a
d= perall
on a finalement pour 45:
(6.5) dS=(1+¢e8)ds.

[6, p. Bil.
Etant donnée une fonction scalaire ou vectorielle
!P‘(u '”) U4 (ui 'ﬂ) + e (ui 1’)1
par définition, sa dérivée par rapport 4 ’arc dual .§ sera donnée par 1’expression

4w

ﬁ:aiia[.["‘ gin (7 — ) + ¥, sin &],

(6.6)

(Cette définition est faite en considérant son analogue dans la théorie des surfaces
{8, p. 179D qui peut également #’écrire de la facon suivante

®.7) = e~y oG — v,

(6.6) et (6.7) nous permettent d’é&crire alors:

dA 1

iS5 smO{A gin (@ — @) + Aysing]l=a +s(a- —da).

(6.8

Si maintenant on sépare la partie réelle et la partie duale de 1’expression du mi-

lieu, on obtient aisément

a, sin (# — ¢) + a, sin ¢
s

sin &
— —3 in (¢— a,—0 i —
a — P a’=— (al. al) Su:l( ¢)+(a2 a?) 8in ¢ [ER Whurh (‘Otg [a;sm (’0—"(]’5)“"—32 Slll q@]
gin % gin
4 (a,—0" a,) sin (#—9)-(P—¢) cos (¢—p) a,+ v cos p a, +(a,—0*" a ) sin
gin # ?
ou bien

— & {sin (2 — ) A, + sin ¢ a,] = [— (3% -+ B cotg 9 sin (§ — p)

4 (# — ¢) eos (¢ — @)l a, + [ cos ¢ — (3% -+ & cotg ) sin ¢] a,.

Et en égalaat les coefficients des vecteurs a,, a, dans les deux membres, on par-

vient aux égalitéa:

&
i
%
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(8% — & + Tcotg 9) sin (¥ —¢) — (F — ¢) cos (§ — ¢) =0,
(6.9)
(%% — 8 - & cotg ) sin ¢ — ¢ cos ¢ == 0.

En éliminant successivement E et & entre ces deux égalités, on obtient fi-
nalement :

Jet g% — 8in ¢ gin (# — )
_— 7

Y S wE Qi ® o | n? —
(6.10) 8 = 6% cos® p + 6¥* gin® p 4 2 sin* @ cotg % — & i 6

gin ¢ 8in (# — ¢) | —sin w cos (¥ — @)

T (S &% -
(6.11) g=0 ) gin & s sin #

Ces deuxderniéres formules constituent les extensions des formules de ManN.
uemy et de Hawmrron au cas on Ya congruence de droites est rapportée aux sur-
faces coordonnées réglées quelconques,

Dans le cas particulier on

¢’est-A-dire dans le cas ofl les normales centrales des surfaces coordonnées réglées
coupent orthogonalement et au mé&me point le rayon correspondant de la congru-

ence et font un angle droit entre elles, on a les formules bien connues:
(6.10)" & = 8% cos® @ + 8% gin” ¢,
(6.11) @ = (6% — 8%) gin « cos @,

Remarquons pour terminer ce qui suit: les différents symbeoles qui entrent
dans les formules (6.10), (6.11) ont des significations géométriques simples. Soient
en effet M, M, et M les points on les droites représentées par A, A, et JAJIS
coupent respectivement le rayon A de la congruence. On a alors:

6%, 6%*% 8: Paramétres de distribution relatifs aux surfaces coordonnées réglées
v =Cte, u=Cle, et (R),

w: angle des normales centrales des surfaces coordonnées réglées o —Cte
et (R).

i#: angle des normales centrales des surfaces coordonnées réglées o= C?e,
u—=(Cts,

#, w: mesures algébriques des vecteurs M,M;, M,M sur 1’axe A.
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§7. Une formule relative a la courbure duale sphérigue.

Pans ce paragraphe nous avons P’intention d’établir la relation qui lie les
courbures duales sphériques des surfaces coordonnées réglées o=—Cte, g =Cte et
de la aurface réglée (R), toutes les trois passant par le méme rayon A de la cong-
ruence, et correspondant au rayon A.

Soit X Ia courbure sphérique duale de la surface réglée (R). Posons alors pour

giinplifier
_dA _Asin(@— @)+ A,sind
(7.1) B T ds T gin & ’
(7.2) Bt A XB - Ac0s(0 — @)t Aycosd

Nous pouvons donc, d’aprés la premidre formule (2.6), écrire:

dB :r- _ 1~—A,003(6)—-Q")+A,,cosdiﬁ
(7.8) dS—Z'B —A=3 o A,

D’autre part, en faisant usage des formules (7.1), (6.6) et (8.7), un calcul siruple
donne

gin (@-— ) ¥*+sin P T

do
) gin &

(7.4) = ﬁﬂﬁ[ +

sin ¢ ) :l—-A, cos (& — )+ A,,cos(ﬁ_A

~sin® gin &

gin & !

puisque
gin? (& — ¢) -} sin® ¢ + 2 sin (# — ¢) sin & cog O —=sin? .

La comparaison des formules (7.3) et (7.4) fournit alors en définitive

_dg |, sin{G— ) oy B D sin @
=t me T2

(8.4) gin®  gin@

(’est Pextension de la formule de LiouvitLe de la théorie des surfaces concernant
les courbures géodésiques {8, p. 93], dans le cas oili la surface est rapportée aux
lignes coordonnées quelconques, aux congruences de droites rapportées aux surfa-

ces coordonnées réglées quelcongues,

Cas particaliers

1) Dans le cas particulier ot




70 M. Koura

nous obtenons la formule bien connue [2, p. 115]

{(8.5) E:%—F 3% cos § + T gin b,

2) Si la congruence de droites en considération est une congruence de Gui-
CHARD, 0D a

Z*—I”@]:O) 2**—9”:0,
et (8.4) devient [8, p. 98]

dd gin (& — &) N

8.6) =0T % e

CHAPITRE IT

EXTENSION DES OPERATEURS DIFFERENTIELS DE
BELTRAMI AUX CONGRUENCES DE DROITES

§ 8. Invariants différentiels.

a) Gradient.

Supposons que la cougruence de droites donnée par le vecteur dual unitaire
A=a(n, o) +eala,v)
soit rapportée i scs surfaces réplées principales. Dans ces conditions, ou aura
F=ftef=0 (f=F=0)

=1 2, 9=
O=0+ed=— (ﬂ_ = u_o)

et les formules (3.7) prendront, d’aprds {2.11), 1a forme:

A'll :_Q An_’A7

Ay :—f—Q*A”,
(8.1

Ay =10Q ‘A'[9

An=— Q* A —A, avec Q = (Log E,'ﬂ)lu Qﬁl = (Log Gl"y)!f
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ol les différentes dérivations duales invariantes sont effectuées par rapport aux
ares duaux

(8.2) dU=VEdu, dV=yGdo

des gurfaces réglées principales.
Ceci étant, soit

I (a,0) =7 (g, v) +¢ 7 (a, v)

une fonciion duale scalaire de droite, définie sur la congruence.

Par definition, le vecfeur N/ I' tel que
(8.3) A-VIr=0
et qui satisfait de plus &
(8.4) dr =V r.dA
quelle que soit la direction dA, s’appellera le gradient de la fonction duale scalaire I'.
Il est presque visible que
(8.5) grad '=V I'=T A+ TI,A,,
puisque d’aprés (8.4)
VI-dA=("A +TI A (AdU+AdV)=TdU+ I, dV=4dTI,

D?autre part, (8.5) montre que grad I' est un invariant différentiel, indépendant du
choix des paramétres u, v. Ainsi on peut infroduire ’opérateur différentiel

(8.6) V( )=( )1A1+( )IIA”'
b) Divergence.

Soit F {u, ®) une fonction duale vectorielle de droite, définie sur la congruen-
ce. Par délinition, la divergence du vecteur dual F est donnée par

(8.7) divF=V F=F, -A +F, A,

C’est en somme 1'opérateur (8.6) appliqué au vecteur dual F, avec la seule modi-
fication que les fermes du second membres sont considérés comme des produits

scalaires.

¢) Rotationnel.

On définit de méme le rotationnel du vecteur F par:

(8.8) rotF=\7><F=~—(Fl><A1+F., XAJI):AleI_f_AH XFII'
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‘Boit 4.5 ’are dual correspondant i la direetion dA. Si I'on appelle & Pangle dual
que font A, et dAfLS, on aura d'aprds (6.8)
dA z

T:A,cosd)—FA"siqu), puis que: O-—=—-

(8.9) d 5

En faisant alors usage de (8.4) et de (8.5) on obtient facilement

dar_ dA

(8.10) ES-—-VF'-JS—":F‘GOS@+FHSH1 @,

Ceci montre gue la composante scalaire du veeteur \/I" dans la direction du vec-
teur dual unitaire dAf4S est donnée par JI'f4S.

Extension du premier opératenr différentiel de BrLTRAMI,

Soient I"(a, v), I"¥ (&, v) deux fonctions duales scalaires de (u, i:), ¢’est-a-dire

de droite définies sur la congruences. Posons

V’(F:P*):vp'vp*:F1F$1+F!:F*LIa
(8.11)
VI, N=1rr=r+Iry.

Aingi le premier opérateur différentiel de BerTrAMI se trouve éftendu aux
congruences de droites.

La divergence d'un gradient (Extension dn second opérateur différentiel de
g & I /

BerTrRAMI)
Posons

(8.12) Vi =57 /T,

qui est Ie seeond opirateur différentiel de BELTRAMI. Les égalités (8.5) et (8.7)
donnent alors

(8.18) =LA Tun + QI+ QT

Ainsi Ie gsecond Belttamien
(8'14') . AVAR )—"—"( )[1+( ):lu"f“Q( )]lmf_Q?ﬁ( )1

est également étendu aux congruences de droites.

Comme dans le paragraphe qui va suivre nous allons employer les opérateurs
V’,vz dans le cas oli Ia congruence est rapportée aux surfaces coordonnées rég-
" lées guelcongues, il faut dire quelques mois sur la forme que ces opérateurs vont
prendre dans ce cas ol les paramaétres g, v sont arbitraires.

Nous avons d’abord, d’aprés (8.4), en posant
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VI=XA:+YA,,
I'ydu-4 I, do=(EX + FY)du4-(FX+ GY) do
cequi donne

_Gry,—Fr, El,—FI,
= —t—" Yy="-"2_—— ",

X H HE

H=F G~ F?,

c¢’est - 3 - dire

F:(GI‘,,—-FF,,)A.,—I—(EI‘,,—FPI,)A,,.

(8.15) Av4 e

Comme on le voit, on obtient exactement, dn moins eu apparence, la méme for-
mule qu’en théorie des surfaces {7, 1].

Signalons encore, sans entrer dans le détail du calcul, puisqu’on les ohtient
de la mé&me facon qu’en théorie des surfaces, les formules suivantes étendues aux

congruences de droites:

L * & *
®.18) Vi, r=vr-vre= el = FT e A Lo L) £ O Lu I,

8.17) VL, ) = (Vry = 2T 2F§'; L'y GU%W) |

(8.18) v-r:ﬁ’f’—“j;i”hrzz, avee F=XA,+ YA,-+ZA.

(8.19) VEF:\_/.VIT:_:T.[(g_v_:ILFE)g_F(GPu; Fr,,)u] ]

§ 9. Expression de la courbure sphérique duale i 1’aide des
opérateurs différentiels,

Supposons que la congruence soit rapportée aux surfaces coordonnées réglées
qui se coupent orthogonalement, différentes en général des surfaces principales.
I’élément d'arc dual a’exprime alors

9.1) dS*=Edu* 42 fdudv+Gdo® avee (F=ftef=sf, f=0).

D’autre part, la courbure sphérique duale de la surface réglée v == C?e est donnée
d’aprés la premiére des égalités (3.7) par

(9.2) ¥ =(A, A, A,

ou
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_ A _Auw_ Eu
(9.8) Al_\/E, A,= E 2E2Au
Nous aurons done
(9.4) Tr= E\/_— (A, Ay, Agn).

11 est par ailleurs facile de voir que les formules de GAuss de la théorie des
surfaces g’étendent anx congruences de droites sous la forme:

_ GEx—3F Fu+FE, —FEat2EF,—EE,,
All’lt" 2(EG_F2) Au+ 2(EG_F2) Au EA,
o GE,— FGq FE,
05 | Aw=giopey At G A F A
_ —FG, 1-2CF, -GGy EG,—2FF, 4 FCa, _
A= S(EC—Fy Mt T S@Ee—Fy AT OA

Dans le cas actuel qui nous occupe, le coefficent de A, dans A,, #éerit

__stu+2eEf,,_EE,,ﬁ_ (\/ﬂ)u+ fu \/ﬁ(\/h)‘,_

2EG \/ G

(9.4) devient alors

7 cfa By _ 1V | WEN e o |
9.6) x*= sz o TEVE QNE_\/E{ i Ry (\/E).,]

Les relations (8.186), (8.17) et (8.19) donnent d’autre part:

LS

EG -

el (el i

w\/Eéf‘/g)" YO ﬂ Jig!VEZ—VEY G, v,

V(o) = EVB= PO _WO), _, 16D

.

¢’egt - A ~dire:

®.7) I O \%) :
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Plus généralement, la courbure duale sphérique ¥ &’une surface réglée de
la congruence, donnée par ¢ {u, v} = C'e, sera donnée par

(9.8) s VP

e~V ()

§ 10. Autres extensions.

Nous prendrons de nouveau les surfaces réglées principales comme surfaces
coordonnées. ’ ’

D’aprés (8.8) et (8.1} on a successivement
(10-1) VXAZO, vXAlz,AII—QA:_ vXAll:_AI+Q*A‘
8i & (u, v) est une fonction scalaire duale, on aura d’aprés (8.8), (10.1) ét (8.5)

(10.2) VX A=A, X (PA),+ A X ($A), =VI X A4V XA
=V X A=—d A+ A,

On tire de cette derniére relation
(10.8) A-UXPA=0.
On a de méme d’aprés (8.5} et (10.1}:

VX V=V X (D Art0, A =V& X A&,V X AV, X Aptdy X VX Ay
=—®u A+ D, (An_ QA)+ fpuxA + b (_'A["l' Qg:A)
= (¢u| + Q* @y — Py —QEYA—D A ¢ A,

et d’aprés (2.1)
10.4) VYV — P, A+ &A=V XIA=A XD,
On voit de méme que

AU %X Vd=A - Rot(grad ¢)=0.

(8.1) et (8.7) montrent que

(10.5) v ‘A=21 V'AI:ZQ#, v'AuzQ'
On a de plus
(10.6) V dA=0V A+VP A=20.

On peut de méme écrire:
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(10.7) V (VX A=V - (VX BAY=—V - (V XV&)
Vi (Ve X A= (Vd X Al - A+ (Ve X At Ay = A (VX VE)=0.
Soit maintenant
Wn, v) =w(a,e) | ¢ w(z, v)
une fonction vectorielle duale de (z, Y. On a d’aprés (8.7)
(10.8) VoW=A W +A, -Wy=a, -w1a--w
+e(—26%a, - w, — 26%% a, wota, w, +ac- ;L—|~;2 . w2—|~a2:vg).
En particulier pour

w=a, w= 0,
on obtient: )
(10.9) V-a=2 (8% | 3°%),

Congidérons maintenant 1'opérateur suivant, qui appliqué aux deux vecteurs
duaux V, F, en fournit un autre:

(10.10) V:VF=(V-F)A (V- F A,.
On en tire alors successivement :

A: . VAZ Au Au * vAiAu: Al ' vA!:An ¢ VAu =0,
Al'vAli:_All'vAI:AH]_A[II:QAI_Q*A]l'

(10.11)

Définigsons de méme 1’opérateur:
P

(10'12) V! (F) G) = (F1 - C]) (A1)2 + (Fu * Cu) (AII)E - F[ * C] + FII * Cu .
D’oth:
(10.13) ViF,F)=V'F=(F)*+(F;)".

1] en résulte que:

ViA=2, VA=V'A,=14Q Q" Vi, 4)=0qr

(o1 V'(A, A“) =Q, V'(A,A)=0, Via,a)=3d* | * — e (6*2 | %57},
Si on pose

(10.15) ‘ VAF=F, +F,, +QF,+ Q"F,,

Oon aura

(10.16) VEIA= —24A,
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OZET

Dual bir birim veltorit ile temsif edilen bir dogru kongriians: verildigine

gtre, birinei hilimde dnce hn lkougriiansin herhangi koordinat regle yti-

veylerine nispet edilmesi halini ele aldik. Sonra, koordinat regle yizeyle-

rinin duai yay uzunlulklarina gore hesaplanan invaryant tlirevier yardi-

miyle, tdirev formilllerini ve integrabhilite sartlarini verdilkk. Bu son for-

milller de Mawvuein ve Hammnron formiitlerinoin bu genel hale tekabill eden

yeni gekillerinl bulmamiza yavdim etti. Nihayet, geae aym genel halde,

Liouwvieer’in ylizeyler teorisine ait iki formilunid, Dojrular Kongrlansina

tegmil ettilz.

ikinci Botimde, Brutrami uin  ilki diteransiyatérinit Dogrular

Kongrlansina tegmil eyledik. Ve bunliar yardiwiyle de Kongriiansa ait her

bhangi bir regle ytzeyin dual kiiresel egriligini ifade ettilk ve bazi tatbi-

kat verdil.




