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N E V A N L I N N A [ a ] , [ J l p o u r l e s a p p l i c a t i o n s d l f f é r e n t i a b l e s e t b i u n î v o q u e s d u 

p l a a c o m p l e x e e t o n a r r i v e à u n e c o n c l u s i o n d a n s l e c a s d u n e a p p l i c a ­

t i o n r é g u l i è r e p o u r u n e r e p r é s e n t a t i o n à d i f f é r e n t i e l l e c o n t i n u e e t p o u r 

u n e r e p r é s e n t a t i o n p r e s q u e - c o n f o r m e ' ) . 

1 . Soit une fonction complexe y (x) = a -f- / v de la variable complexe 

„v = s -f~ / possédant les propriétés suivantes : 

1) u(s, t) et v (s, i ) sont des fonctions à différentielle continue dans un 

cercle f i n i ou i n f i n i \ x \ < R ^ sauf en uu certain nombre de 

pointa singuliers isolés qui sont des pâles * — b„ b2> ... où y(.v) = «s : 

| #(*)|-><» pour 1 x — èu. ] -> 0 (f* —1> 2, . . . ) 

2) Le déterminant fonctionnel (a, v) ¡0 (s, t) n'est pas nu l , à l'excep­

tion des pôles A T = = 6 1 i A 3 1 ... et im certain nombre de points isolés 

X =P X{t - V . j , . . . 

I l s'ensuit des propriétés 1) et 2) que la représentation x g 

est biunivoque ou réversible (et à différentielle continue) dans le voi ­

sinage des points x=fcby., xv du cercle |.A- ] < R. De plus, nous ad­

mettrons qu'au voisinage des points critiques .v = .v v (r — 1 , 2 , . . . ) 

et des pôles x — ( ; t = l , 2, la représentation x ->- y est une 

transformation intérieure au sens de STOILOW , c'est-à-dire : 

8) Tout point x ~ xv (v = 1, 2, . . . ) est un point «multiple» d'ordre « v , 

ce qui veut dire qu ' i l existe un nombre entier * v ^ 1) tel que l 'on 

J e t i e n s à e x p r i m e r m a p r o f o n d e g r a t i t u d e i i M . l e P r o f , R . N E V A N L I N N A q u i a t o u ­

j o u r s e u l a l i o n t é d e m a i d e r d e s e s p i c H e u x c o n s e i l s . 
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ait dans le voisinage de .v v 

il U') — y (.vv) - (x — -v v )
a v • <?v (x), 

où f/w (x) est une fonction continue pour x = xv et =£0. 

Dans le même Riens, la fonction \jy(x) possède pour le pôle 

x = b^ (fi — l, 2, . . . ) de y (x) un zéro d'ordre de multiplicité ^u. ^ 1. 

Le pôle feu, s'appelle alors un pôle d'ordre fin . 

2. La fonct ion caractéristique 7*. Dans la suite nous vouions obtenir une 

généralisation du premier théorème fondamental de la théorie des fonctions méro-

morphes de NEVANLINNA pour la classe de représentation x ->- y définie au No, 1. 

Nous allons suivre la méthode d'AHLFORs [ ' ] , [ s ] et dans ce but nous introduirons 

la métrique sphérique dans le plan y. 

Soient deux nombres complexes a et 6 du plan y. Leur distance cordale, 

c'est-à-dire la distance rectil igne de leur projection stéréographique sur la sphère 

de R IEMANN de diamètre égal à l'unité et tangente au plan complexe à l 'origine, 

est donnée par 

(1) [«, b] = / ^ J ^ ~ M = - • 

Etant donnée une fonction y = y (x) satisfaisant aux conditions 1), 2), 3) ci-

dessus, le rapprochement de cette fonction de la valeur complexe a f inie ou i n f i ­

nie sur la circonférence 0 < 1 x \ — r < R est mesuré par la fonction de déviation 

(2) m (r, a) = ± f log - j ^ - ^ dV (* = r 

0 

qui inclique l'intensité de la convergence moyenne de y (.v) vers cette valeur a. La 

distance cordale étant an plus égale à 1 pour deux points diamétralement opposés, 

la fonction de déviation est toujours ^ 0 , 

Prenons deux points a et b dans le plan complexe y et fixons r de façon que 

a et A soient î\ l'extérieur du eorcie de rayon r . Introduisons dans m(r,a) et 

m (r, b) de (2) l'expression (1) d : lu distance cordale et formous la différence des 

quantités différentiées par rapport à r : 

dm ( r , a) dm (r, h) 
(3) 

dr 

2:t 

'lu J dr L \ y — a \ \ y — b \ J 

0 

df. 
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En ajoutant et retranchant une même quantité, écrivons (3) de la manière 

suivante : 

dr dr 2nr J \y — aj 

2-T / t d r y — a r d(p \y — aj) 

0 

A l'aide de la 2 e intégrale du second membre de (3') définissons une fonction 

V (r , a) et v ( r , b) en posant: 

1 f f d i i i 1 ñ / v \ ^ ¿V 0-, a) 

(4) 

2^ 

¿ / { ¿ l o g ! f f - 6 | - | ¿ a r g ( i / ~ 6 ) } 
dr 

0 

Alors on obtient pour (3') 

dm ( 

2;Î 

< 3 > j r 7 ~ 2 ^ / g l ¡ r ^ ; + rf, — ¿ T ~ ' 

Faisons varier r de manière à introduire les points a et 6 dans le cercle. Dé­

signons par n { r , a ) et n (r, b) le nombre des lieux a et b de # (A-) dans le domaine 

i x | ^ r , chaque l ieu étant compté autant de fois que son ordre de multiplicité i n ­

dique. Le principe de l'argument étant en général valable pour toute fonction con­

tinue et différente de zéro, on peut l'appliquer au 1 e r terme du second membre 

de (3") : 

2:t 

0 

Nous pouvons écrire (3") comme i l su i t : 

dm (r , a) _ dm (r, b) n (r, b) — n (r , a) _ j _ dy< (r, b) _ dy> (r, a) ^ 

dr dr r dr dr 

d'où l 'on déduit 

dm (r, a) . n {r, a) . dy (r,a) dm (r, b) . n ( r , 6) _̂ dy (r , b) 

dr r dr dr r dr 
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Les fonctions 

dV> (r, a) e t dy (r, b) 

dr 

sont continues dans le voisinage des points a et b '). 

Intégrons cette dernière égalité entre les limites 0 et r et désignons l'intégrale 

de la fonction 

n (r, a) 

r 

par N(r, a) comme dans la théorie de NEVANLINNA en choisissant la constante d' in­

tégration, ce qui est toujours possible, de façon qu'on ait 

l im N (r, a) + m (r, a) -|- y (r, a) = 0. 
r- v0 V / 

On obtient alors : 

m (r, a) + N (r, a) + y (r, a) = m (r, b) + N ( r , o ) + y (r, 6). 

L'égalité ainsi trouvée est indépendante du point a ou è. Désignons cette inva­

riante comme une fonction de r seul, T (r), appelée la fonction caractéristique de 

(0 T (r) = m (/-, a) + N (r, a) + y (r, a), 

où y est défini par l'expression (4-). 

L'égalité (I) représente une égalité analogue à celle qui est connue sous le 

nom du premier théorème fondamental dans la théorie des fonctions méromorphes, 

pour le cas où y (A-) n'est pas analytique. 

' ) L o r s q u e l e p o i n t a s e t r o u v e s u r l e c o n t o u r d u c e r c l e | x \ — r, o n p e u t d é m o n t r e r 

l a c o n t i n u i t é d e l a f o n c t i o n 

2.7 

dy>(r,a) _ 1 f f n S fl \ 
dr 'ZI J \^^\u-o\-v-ai-g(y^a)y^ 

0 

a u p o i n t a, e n a m e n a n t p a r u n e t r a n s l a t i o n c e p o i n t a 1 o r i g i n e e t e n p r e n a n t c o m m e a x e s 

d e c o o r d o n n é e s l e s d e u x d i r e c t i o n s p e r p c n d i c i i l a i r e s \ e t •>]. I l s u f f i t a i n s i d e d é m o n t r e r l a 

c o n t i n u i t é d e 

/ f a log I y 1 <?_argjA «. 

/ l 8>i Si J 

a u p o i n t z é r o . 
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3. Interprétation géométrique de T (r). Dans la formule (I) considérons 

maintenant a comme variable. Désignons l'élément de surface de la sphère A dans 

le voisinage du point a par dm (a). L'intégrale étendu sur toute la sphère 

A 

est indépendante de y. Si nous intégrons l'égalité (1) sur la sphère A , on a : 

T(r)j Jdoi {a) =J Jiog^^da (o)+y*y*7V(r, a ) d*>(a)+f fy(r, a) da (a), 

A A ' A A 

r W - C + | f f N(r, a) dœ(a) + ~ f j V>{r, a) do> (a), 

' A A 

où C est la constante provenant de la première intégrale. Dérivons l'égalité ainsi 

obtenue par rapport à r : 

A A 

Posons : 

5 ( r ) =-A- fjn(r, a)doy(a), 

A 

d'où 

r m J J dr 
A 

Puisque T (0) = 0, on obtient en intégrant T'(r) de 0 à r : 

r 

(II) T (r) = f ^ d r + ~ r f l ^ a> V (0, a)] do>](a). 

0 " A 

Ici S ( r ) , comme dans le cas d'une application analytique x->-g, exprime géométri­

quement l'aire de l'image du cercle \ x \ r dans le plan des y, mesurée dans 

la métrique sphérique, divisée par M O U la surface de la sphère A . 

Désignons le 2 e terme du second membre de T (r) dans 

(H) ' / (r) = ~ / / t v ir, a) - V> (0, a)) d<o (a). 

A 

(IT)' s'annule si la fonction y (x) est analytique. Eu effet, d'après la définition de 

la fonction w à l'aide de 
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dy> (r, a) 

~dr 

dans (4), on obtient par une intégration de 0 à r : 

r 2.T 

(5) y> (r, a) — y (0, a) = J j j ~ Iog | y — a ] — ~ ^ arg (y — a) | d<p Ir. 

0 0 

On voit de (5) que la fonction y {/•, a) est constante pour une application ana lyt i ­

que y = y { x ) . Alors on peut, interpréter I (r) comme une mesure moyenne pour la 

déviation de l'application x - y- y par rapport à une application conforme. 

Si l 'ordre de grandeur de l'intégrale / (r) est très pet i t relativement à la va­

leur S ( r ) , la {onction caractéristique T (r) est approximativement égale à la valeur 

T {r) classique correspondant an cas conforme et l 'on peut déduire de ( I I ) des 

conclusions semblables à celles qu'on connaît de la théorie classique des applica­

tions conformes. 

Dans la suite nous allons étudier cette question sous certaines restrictions 

convenables. 

4. Majorat ion de PeKpression / ( r ) . Essayons de majorer le terme f(r). 

Nous uous bornons au cas particulier où l 'application est régulière, c'est-à-dire où 

la fonction y {x) n'admet pas les pôles fcti. 

Ru remplaçant dans (El)' la différence </' (r, a) — y (0, a) par sa valeur expri­

mée dans (5), nous obtenons pour I (r) ; 

r 2* 

A o o 

= è / / [ / / { h , o g h ~ a l - v ^ a r g {lj - a ) } d » ( o ) ] d r d * 

0 0 A 

d'où 

r 2-1 

0 0 /S 1 

Si nous désignons 

J i * ) = j / | ¿ l o g U ( . r ) - a l - y ^ ; a r g ( y ( r ) - a ) 

,4 

nous aurons 
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r 2.1 

!{r)\^~ j I J(reW)drJy. 

0 0 

Considérons d'autre part la fonction z = log [y (x) — a], y ~ y ( x ) donnant une 

représentation quasiconforme du cercle | .v | < R (é=. «> ) dans le plan y. La densité 

de la rotation ') ro t y est égale à: 

Egx (*) I = { ~ aïg [f/ U ) — al ~ £ log 1 y (x) — a 

+ ( ̂  arg [y {x) — a] + 

3 r 

r 9</i 
; log \y — a 

On a donc : 

^- log | — a | — ~ £ arg (y — a) 
3 r r 3 r 

La représentation x y étant une transformation quasiconforme et g z 

conforme, la grandeur E ; } x ( x ) varie d'une manière contrevariante : 

d'où 

Or 

Eyx (x) dz\~\ Egx ( . Y ) dy \ , 

\Eyx{*)\ 
F2X (x) | = | E,x (x) 

y { x ) — a 

{-rioS\s-a\-yl*reUr-«) 

Nous pouvons remplacer l'intégrande de / par cette borne supérieure en E : 

JU)=JI IT- log \y — a — — — arg (y — a) 
or r dtp 

Egx(*)\ 

A A 

- da) (a). 

La relation de la densité de la rotation | E,JX(x) \ — a, — cr., (a, et a2 demi-

axes de l'ellipse qui eat l'image d'un cercle infinitésimal de rayon dr autour du 

point .r) avec le quotient de di latat ion DIJX {x) = a,la? est 

i EIIXU) \ ^ (Dvx(x)-\) \y'(x) ! , ') 

comme Dr~max 0,.x(-r) pour | x [ ̂  r, on a pour £ r = max | E g x ( x ) 

'* S u r l a d e n s i t é de In r o t a t i o n E. v o i r R . N R V A N I . I N N A [ " ] . 

2 ^ I c i y'(x) d é s i g n e l a d é r i v é e de y{x), d é f i n i e c o m m e opérateur linéaire, d a n s l e s e n s 

d u c a l c u l d i f f é r e n t i e l a b s o l u ( v o i r F . v. R , N E V A N I . I J J N A [ " ] ) . 7 , a n o r m e d e y (.v) e s t d é f i n i e p a r 

m a x | i/(.v) ri.v | p o u r | dx j = 1 . 



32 S . KAHRAMANER 

Er^(Dr-1) max \ g ' ( x ) \ . 

Remplaçons dans la borne supérieure de J, \ E y x (x) | par cette dernière borne su 

périeure qui dépend de y (x), ( x ^ r e ' ^ ) . I l v i en t : 

y w ^ d , , - . ) ™ ! ^ ) ! ] / / ^ . 
I I — A 

a étant un point variable et y un point fixe du plan complexe, évaluons T i n 

tégrale 

i w = / " / T - r r î L T -
J J \y{x) — a\ 
A 

Prenons y = g„ (réel) et posons 

ï - f l = 9 B l a . 

La distance entre le point f ixe y et le point variable a est : 

! y — a | = g, 

d'où 

I o I = I Go - e e f ( ï | . 

doi(a), l'élément d'aire sphérique s'exprime par : 

, , v df _ gdgdx 
w (î + M T ( i + e u

î + e " - 2 e u e o o f l « ) i ' 

df = g dg d&y étant l'élément d'aire euclidien. 

L'intégrale L(x) est étendue sur A , donc sur tout le plan 

On a alors : 

L O ) 
J j \y(x)-a\ J J 

df 

j y(x) — a | y / (X + | a\'2)- • | a 
A A 

oo 

2 i i dedz 

I I (î + g1 + t?oa — 2e e0 cos a) 3 

0 0 

En posant 1 ~\-g--{-q^2 — A et 2g g0 — B, l'intégrale devient: 
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CO •' 

i W = 2 / [ / T r a ^ ] * = 2 / [ ^ - ¿ 

0 Ü 

2Btg~ 

2 4 

\JA2-B> 
arg tg A—B 

A+B 

(A-B) + (A + B)ïg*^ 

d'où 

Z . ( A ) (i + e«' + e !) efe 

2« ; [i + (e + eoíT'' • [i + (e - eo)T' s 

o 

Essayons d'estimer cette dernière intégrale dans les intervalles 0 ^ o ^ e 0 et 

Qj Qék et désignons les deux intégrales ainsi obtenues par L L et L 2 : 

1) Estimation de L Y . 

Pour l ' interval le 0 ̂  Q 

gu» en a '. 

l + e„' + e' l + 2 g 0

a 2 ( l + Q o a ) „ 2 

[i + (g + e u n 9 ^ ( l + e/)"/' ( I + Î V T ^ ( l + e 0

a ) , / a ' 

d'où : 

(1 4-eZ + e ' ) ^ < 
0o 

/ 
Je 

[i + (e + <?o)T / s • [i + (e - e 0 )
a ] " s v^i+ë? </ t 1 + <e - eo)T'* 

En posant e — g„ = tg t , on obtient 

de 

I 
g — go 

d'où : 

2) Estimation de L,¡. 

S» 2gu 

Pour l ' interval le Q0ézQék <», on a: 

l + tk ' + g 5 ^ 1 + 2(j - < 2 2 

U + iy + ^ F / - U + e ,) B/ î O + e 1) ' ' ' U + ^ ) , / 2 

d'où : 
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/ = t t 1

 + go' + rfg ^ 2 dg 

' y H + (e + g«)T' 3 • [i + (g - ei)»]"'8 v / r r ^ j / [1 + (e + g«)T' 3 • [i + (q - e0)*]*'* \JTTë7 J U + (e - e.>>T/2 

o g 0 

v'i + go2 

g / 

Dana l'expression de L ( x ) remplaçons L t et L 3 par leurs bornes supérieures et re­

marquons que e u < v ' l + g o î ' i d'où: 

V i + g 7 

Ainsi nous avons majoré J (x) 

i W ^ P r - D max |/(.v)|] 8 - 1 

V /T+Û(.v) | ! 

d'où l 'on obtient pour la borne supérieure de la valeur absolue de ( I I ) ' 

r 2a r 2-f max | y'(x) j 

l ' W l 4 / / / ( - f l * i r < - | - / / [ ( f t - i ) ^ p - ] j r * . 
0 0 0 0 v * - r m 

Dans cette dernière intégrande le l'acteur 

1 

est de l'ordre de l/\y\, d'où 

r 2:r- max | y'(x) \ 

( I I ) " \I{r)\<~7 f f { D r - \ ) - ^ *V • 

0 0 

/ (r) est le terme additif provenant du caractère quasîconforme de la représenta­

t ion y — y ( x ) dans l'expression (I I) de 7* (r) : 

r 

(H) et ( I I ) ' T(r) = J Ïlàdr + Hr). 

0 

De la majoration de / ( r ) nous pouvons t irer les conclusions ci-dessous. Au 
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début du paragraphe, nous nous sommes bornés au cas particulier où l 'application 

est régulière. Les pôles étant ainsi exclus, 

et l 'estimation de la borne supérieure de \ I (r) \ a un sens. 

On pourrait voir de (I I) et de ( I I ) " que dans la représentation à différentielle 

continue considérée, si le quotient 

est en moyen d'un ordre de croissance inférieur à S{r) au voisinage de ,v — eo, 

tout le terme complémentaire ou le reste / (r) est relativement petit par rapport à 

S ( r ) . Dans ce cas, la remarquable propriété classique de l' invariance de la somme 

m (r, a) + N(r, a) reste encore valable pour la classe des représentations non con­

formes. 

En outre, lorsque la représentation x y est presque - conforme, de façon que 

DT — 1 s'annule pour r o n conclut de (5) que le reste I (r) peut devenir pe­

t i t en comparaison de S ( r ) , même lorsque le quotient (6) croît plus rapidement 

que S ( r ) . La croissance de (6) est reliée d'une certaine façon au quotient de dila­

tation DT, et ce serait une question intéressante d'étudier si l 'on ne pourrait pas 

estimer directement la valeur de (6) à l'aide de la d i latat ion. En effet, c'est le cas 

de la représentation conforme où comme on le sait l'expression 

ne croît pas plus vite que 

log (rT(r)). 
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