SUR LES APPLICATIONS DIFFERENTIARLES
DU PLAN COMPLEXE

SuzaN KAHRAMANER

Dans le présent tra-\'ail on essaie de trouver une lformule analogue au pre-
mier théorsme fondamental de la théorle des fonctions méromorphes de
Nevawmns [F1, [*1 pour les applications dlfférentiakles et biunivoques du
plaa complexe et on arrive &4 une conclusion dans le cas d’une applica-
tion régulmre pour une représentation & dittérentielle continue et pour

une représentation presque-conforme .

1. Soit unme fonction complexe g(x)=un-}iv de la variable complexe
r =5+ #2, possédant les propriétés suivanies:

1) u{s,f) et v{s,?) sont des fonctions i différentielle continue dans un
cercle fini ou infini | » { < R = oo, sauf en uu certain nombre de

pointe- singuliers isolés qui sont des pdles r =4, &y, ... ot glr)==co:
| y{x)] > pour | —bp}—0 {#r—=1,2,...)

2) Le déterminant fonctionnel &{u,v)/d(s, ) n’est pas nul, & 'excep-
tion des pdles x=46,,4,,... et ua certain nombre de points isoléa

X TR Ay Xgy vas
1l s’ensuit des propriétés 1) et 2) que la représentation »— g
est biunivogue ou réversible {et i différentielle continue) dans le voi-
ginage des points x 5=bp, xy du cercle | x| < K. De plus, nous ad-
mettrons qu’au voisinage des points critiques r=—=uxy (¢ =1,2, ...
ef des piles x»=bu (g=1,2,...}, la représentation x>y est une

transformation intérieure au sens de StoiLow, ¢'est-d-dire :

8) Tout point r=uxy {r=1,2,...) est un point «multiple» d’ordre a,
ce qui veut dire qu'il existe un nombre entier #,>1, fel que l’on

') Je tlems & exprimer ma profonde gratitude & M, le Prof, R, Nevanvicmmwa qui a tou-
jours eu la honté de m’aider de= ses prézleux comseils,

Le présent travail a été réalisé avec I’a'de d'un fond réservé aux recherches scienti-
tiques de NATO. -
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ait dans le voisinage de vy
g () — g (xy) = (xr — o)™« @y (x),

ol ¢y (x) eat une fonction continue pour v — xy et g=0.

Dans le méme gsens, la fonction 1/y(x) possade pour le péle
x=bu(=1,2,..) de g(x) un zéro d'ordre de multiplicite Fun>1.
Le pble by s’appelle alors un pdle d’ordre fy.

2. La fonction caractéristique 7. Dans la suite nous vouions obtenir une
généralisatiOn du premier théardme fondamental de la théorie des fonctions méro-
morphes de NEvaNLINNA pour la classe de représentation x -y définie au No. 1.
Nous allons suivre la méthode d’AHLFORs ['], [*] et dans ee but nous Introduirons

la métrique sphérique dans le plan z.

Soient deux nombres complexes e et & du plan y. Leur distance cordale,
c’egt-a-dire la distance rectiligne de leur projection stéréographique sur la sphére
de RieMann de diambtre égal a 'unité et tangente au plan complexe a 1’origine,
eat donnée par
' — b
) [a, b] La—b]

VAT e a+iep

Etant donnée une fonetion y — gy (x) satisfaisant aux conditions 1), 2), 8) ecl-
dessus, le rapprochement de cette fonetion de la valeur complexe ¢ finie ou infi-

nie sur la circonférence 0 < | x | = r << R est mesuré par la fonction de déviation
2%
(2) m(r a)‘-:lflog ;‘dq? (x =r ei?)
’ 25‘0 [y(x), a] ’

qui indique I’intensité de la convergence moyenne de y(+) vers cette valeur o. La
distanee cordale étant an plus égale 4 1 pour deux points diamétralement opposés,
la fonetion de déviation est toujours =0,

Prenons deux points a ct b dans le plan complexe y et fixons » de facon que
a et b soient A I’extérieur du ecrcle de rayon r. Introduisons dans m(r, a) et
m(r, by de (2) I'expression (1) d: la digtance cordale et formous la différence des
quantités différentiées par rapport a »:

dmir,a) dmir,5)

(3) dr dr
2
Y far NG FpPAa+e | VAF g O E][E]D
72;10 Br[log lg—al log lyg— 5| :Idt}’
2
1 [ 8, lv=0
=5 arlog'y_a dy,
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En ajoutant et retranchant une méme guantité, éerivons (3) de la manidre

suivante :
21
27
e [ (g2l =t (52 e

A T’aide de la 2e intégrale dun second membre de (37} définissons une fonetion
v (r, a) et v {(r, b} en posant:

o5t
1 3 I ) _ _. dvlra)
o {é—-’_log|y a | . arF:&trg‘(y a)}dqv—- P s
&
(4)
27
1 @ 1 & . _dy{r, b)
o [{Z ety o1 - L Zagg—n fap =200
0
Alors on obtient pour (8")
2
dm (r, @) dm (7, b) 1 (y — b) dw (r, b} dy {r, a)
" amir,a) _damir,0) L y—b _ .
8% dr dr 2ar d arg r—a + dr dr
0

Faisons varier » de maniére 4 infroduire les points a et b dans le cercle. Dé-
gignons par n(r,. a) et n(r, b} le nombre des lieux q et & de y(x) dans le domaine
| x| == r, chague lien étant eompté autant de fois que son ordre de multiplicité in-
digue. Le principe de 'argument étant en général valable pour toute fonetion con-
tinue et différente de zéro, on pent ’appliquer au 12t terme du second membre
de (3"):

2z

1 fyg—b _n(r',b)’n(r,a).
2y fdalg (y*a>— r
0

Nous pouvons écrire (3"} comme il suit:

dm (r, a) dm(rﬁzn(r,b}—n(ﬂ+_dﬂr1ﬂﬁ dyp (r, a} ,

dr dr r dr dr
d'ott I'on dédnit

dm(r,a) | n(r,a} | dy(r,a) _ dm(r, b)
&t L e ~a

r

_n(rb) + d!,u;r,b} .
r -
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Les fonclions

d’*” (rj ﬂ) ot d"f" (r'l b)
dr dr

sont continues dans le voisinage des points a et & 7.
Intégrons cette dernidre égalité entre les limites 0 el » et désignons I'intégrale
de la fonetion

n (r, a)
¥

par N (r, a) comme dans la théorie de NeEvANLINNA en choisissant la econstante d’in-

Légration, ce qui est toujours possible, de facon qu’on ait

lim (N(r, a) +mir, a) -+ wir a)):O_
r>0

On obtient alors:

mir,d) + N, a) v, a)=mr, b))+ N(r, b))+ v (r, b,

L’égalité ainsi trouvée est indépendante du point a ou b. Désignons cetle inva-
riante comme une fonction de r seul, T (), appelée la fonction caractéristiqgue de

g(x):
(1) TE)=m, )+ N o+ w(ra),

olt ¥ est défini par 'expression (4).

L’égalité (I) représente une égalité analogue i celle qui est connue sous le
nom du premier théoréme fondamenial dans la théorie des fonctions méromorphes,
pour le cas oll y{(x) n’est pas analytique.

P Lorsque le point « se tronve sur le contonr dn cerele |x|==r, on peut démuntrer-
Ia continnité de la fonetion
2
d'l,ﬂ (r, a) 1 f A 1 a 1
R — “logly—o| —— —arg(y—a) { 1o
dr 2ot 1(%' 2ly | r By gy a)J 4

0

an point a, en amenant par unc translation ee point a I’orlgine et en prenant comme axes
de coordonnées les denx directions perpemdiculaires & et 1. Il snfflt ainsi de démontrer la
continnité de

—+a

dlog|y| sargy
[( an at ¥

un point zéro.
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3. Interprétation géométrique de 7 (v). Dans la formule (I) considérons
maintenant e comme variable, Désignons ’élément de surface de la sphére A dans

le voisinage du point a par dw (a), L’intégrale étendu sur toute la sphére

/] g a1 @

A

est indépendante de y. Si nous intégrons 1'égalité (I) sur la sphére 4, on a:

76) [ fao @)= fiog ot [ [Wir )y do@ 1 [ [0, 0 do ),
A A A A
rey=Ct—[[Ne,0do@+E [ [vir 0 doa,
A A

ot C est la constante provenant de la premiére intégrale. Dérivons 1'égalité ainsi

obfenue par rapport & r:

() = if/ nlra) g, (“H*%ffai%")d‘”‘“"
Posons : ! i

S(r):%ffn(r, o) dos (a),
A

d’ott

A
Puisque 7 (0) =0, on obtient en intégrant T'(+) de 0 & »:
¥
S 1 ,
(ID T (#) =f "(_r) dr -+ -;—ff [ (#, a} — v {0, a)] dw'(a).
0 A

lei §(r), comme dans le cas d’une application analytique x > », exprime géométri-
quement l'aire de ’image du cercle | x| = r dans le plan des y, mesurée dans
la métrique sphérique, divisée par = ou la surface de la sphére A.

Désignons le 2e terme du second membre de T (#) dans

0% 10=% [ [toe, v 0 a1 do @,
A

(If)’ g’annule si la fonetion gy {x) est analytique. En effet, d’aprés la définition de

la fonetion v & 1aide de

A L e e e e e,
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dy (r,a)
dr

dans {4), on obtient par une intsgration de 0 & r:

r 27

) 1 a 1 a
(5} 1;;(?',a)—y;((),a):zjff{ézlogIy—a]ﬂ-;-é‘;al‘g(yaa)}dq? Ir.
00

On voit de (B) que la fonction % (r, a) est constante pour une application analyti-

que y =y (x). Alors on peut interpréter [ (»} comme une mesure moyenne pour la

déviation de I’application x->y par rapport & une application conforme.

Si ’ordre de grandeur de l'intégrale [ ()} est trés pestit relativemment & la va-
lear S (r}, la fonetion earaectéristique T (+) est approximativement égale & la valeur
T (#) classique correspondant an cas conformme et ’on peut déduire de (II) des

conelusions semblables A celles qu’on connait de la théorie classique des applica-

tions conformes.

Ddans la suite nous allong étudier ecette question gous certaines restrictions
convenables,

4, Majoration de P’expression /(»}. Essayons de majorer le terme [(r).
Nous uous bornons au cas particulier ol I'application est régulicre, <’est-d-dire ol

la fonction y (¥} n’admet pas les pidles by .

Fu remplagant dans {11)" la différence 1w (r, a) — (0, 2) par ga valeur expri-
mée dans (B), nous obtenons pour /(r):

F 2

1y =+ ff m[f{floblyﬁa:ﬁ—a—(n (v a) | dr di] o (o)

i

r
ﬁLf
T

0

[ff141¢)gly—a| —_— Zﬂrg(y)a)}dw(ﬂ)] drdy,

OL\‘!‘O

» 2

769 }jf [l velv—al -+ agi—a
0 A

dw (nr)-‘ dr 4y,

J(«n)’fﬂ-—lOg#J( )—al— L P g () — o) [ do (o,

nous arcdrons
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r 2

| 1{r}] _ZI fff(re‘tg)drrﬁf

Congidérons d’autre part la fonction z =1log [y {x} —el, y == g{x} donnant une
représentation quasiconforme du cercle }x}< R{= )} dans le plan y. La densité
de la rotation ') rot y cst égale A:

Bt = (L L argly (0 — al — Zogly (0 —al )

+(%arg[y(v)—al+7r glyﬁﬂ)

On a donc:

| Eae () (2 £ log |y = o | =+ rarg (g —a) -

La reprégentation »—y é&tant une transformation quasiconforme et y— =z
conforme, la grandeur £,, (x) varie d’une maniére contrevariante :

| ny (x)dz | = | E;o{#}Ydy |,
d’oi
| Focld | =1 By - [ LBt
Or
B g, LA
| Foe (x) | = [v—al = Brloc’ig al » a(ﬁalg(y_a)

Nous pouvons remplacer U'intégrande de J par cette borne supérieure en £:

do (@ = [ [HE=D] 40 o),
A

Jw = [ [|Epgly—al = Sy —a
A

La relation de la densité de la rotation | Epx}| = a, —a, (o, et e, demi-
axes de I'ellipse qui est I’image d'un cercle infinitésimal de rayon dr autour du
point x) avec le guotient de dilatation D, (v} =—=a,a, est

{ ng {ryi= (Dy,\- (D —1giai, i

comme D,==max [, {x) pour |x[=7r, on a powr £,= max | E, {x}]
x|<=r

) Sur la densité ds la volalion E. voir R, Nrvawima [7],

B et ' {x) désigne Ia dérivée de y(x), définie comme opiratenr linéaire, dans le sens
du ealeul différentiel absola {voir F.v.R, Nevawmnmsa [, La norme de y'(x) est définie par
max | g(x) dx | pour |dy|=1.
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E, = (D, —1) max | g (x}].
!x|ér

Remplagons dans la borne supérieure de [, |E,,(x}| par cette dernidre borne su-
périeure qui dépend de y(x), (x = rei?). Il vient:

, dew {(a)
J <[, —1) max 17 () ] £fm

q étant un point variable et y un point fixe du plan complexe, évaluons 1'in-

cor ) e

Prenons y — ¢, (réel) et posons

tégrale

g—a=ype'%,
La distance entre le point fixe y et le point variable o est:

ly—al=0e,
d’od
bal=1o,—ee"|.

dw{a), 1’élément d'aire sphérique s’exprime par:

df edodx

do (a) = A F1al»  (+e | e 2e,ec082)

df = ¢ do dx, étant 1'élément d’aire euclidien.
L’intégrale L (x) est étendue sur A4, done sur tout le plan
0= %= 2, =g < oo,

On a alors:

L(x):ﬁf,;%@Tzﬁfuﬂalgf-ly—ai

ff do dz
(14 ¢* 4 u,* — 20 g, cos «)*

En posant 1-+¢* | e,2=2A et 2¢¢,= B, l'intégrale devient:
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tg
24
L(x)—2f[f (4 — Bcosut)z]de—gf[fi? B \/A_ g‘tg\/A —B
0 0 ALR
2Btg > !

(1-+ e, ¢°) de

== B

- Ade s
s B+ (A+ B)tg % | ] o= f @ =BT " e e =Gy T

d’on w
L(x) _ . (14 o)+ 2 dp .
2z i [1+ (et e)? - 1+ (o — eI

Esgayons d’estimer cette derniére intégrale dans les intervalles 0<p-=2g, et
g, = ¢ = ~ et désignons les deux intégrales ainsi obtenues par L, et L,:

L(\) =L, 4L, .

1) Estimation de L,.

Pour Lintervalle 0=pg=<p,, on a:

ILte +e o 1+2e _ 2(+e7 2 ,
(4G + e (14 2n?)** (1 -+ g,H" (14-p,%)®
d’oin:
R 2y [:0)
I (140 +eDdo 2 de

= Tt e [+ e—el = Vifes J OFe—arTr

En posant p — @, = tgt, on obtlent

de g — @

[1+(9ﬁ90)iﬂﬂ‘~ \/1+(9—Qu)2 ’

2 f—8, B 20,

L<——f | —f 8 —
Vito® [ Vifle—eYlo 1+

2) Estimation de L,.
Pour I'intervalle ¢, =% ¢ <" c, on a:

1} g, e 1492 2 2
1@ Led ™ Gter? = A Fed?® = A Te”

’

d’on:
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[ (14 e+ o7 do SS Y —
LA (et el U (e )P T T g et [T (e e
: 2
2 g— By a0 2
L, < = .
Vi+et +{e—a)® e Vidoet

Dans V'expression de L (x) remplacons L, et L, par leurs hornes supérieures et re-
marquons que @, << \/1 + 0,7, d'on:

Lx)__ . 2a, 2 Vide® 1
T “L\/i“mq(wef )

LW< T g=y).

~ + 0

Ainsi nous avons majoré J (x)

J& =D, —1) max [g"(x) ]+

8z
{x]<=r Vi+lgl

d’ont ’on obtient pour la borne supérieure de la valeur absolue de (II)*

r 2z max |y (x)]

r 2z
]1(r)|_2t_ff_](re"")drdqf L*;ff [, —i)—\/l?-_rrm]drdqa.
6 06

Dans cette derniére intégrande le facteur

.1
Vi+tigl®

est de I'ordre de 1/|y|, d’on

ro 2 - max | y'(x) |

(In” [ 1{m] < j[—ff([),-ﬁ 1) - E{ES |r | dr dy .

I(r) est le terme additif provenant du caractére quasiconforme de la représentia-
tion y =y (x) dans 'expression (I]) de 7 (r):

(1) et (IDy ' T(r) = f Si’) dr 4 1(r).
0

De la majoration de 7 (r) nous pouvons tirer les conclusions ci~dessous. Au
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début du paragraphe, nous nous sommes hornés au cas particulier odt 1’application
est régnliére, Les pbles étant ainsi exclus, )

BEA G
FICIN

et 'estimation de la borne supérieure de |[[(r)| a un sens.

On pourrait voir de (IT) et de (II)* que dans la représentation & différentielle
continue considérée, si le quotient

y'(x)
) | g (x)

est en moyen d’un ordre de croissance inférieur 4 S(r) au voisinage de x= o9,
‘tout le terme complémentaire ou le reste [ (r) est relativement petit par rapport &
S(r). Dang ce cas, la remarquable propriété classique de l’invariance de la somme
m(r,a) 1 N {r, a) reste encore valable pour la classe des représentations non con-
formes.

En outre, lorsque la représentation x -y est presque - conforme, dé fagon que
D, —1 g’anpule pour »—> <, on conclut de (5) gue le reste /(r) peut devenir pe-
tit en comparaison de S(»), méme lorsque le quotient {6) croit plus rapidement
que §(»). La croigsance de (6) est reliée d’une certaine facon au quotient de dila-
tation D,, et ce serait une question intéressante d’étudier gi I’on ne pourrait pas
estimer directement la valeur de (6) & Paide de la dilatation., En effet, c¢’est le cas

de la représentation conforme o@t comme on le sait I’expression

ne croit pas plug vite que

log (r T(r)) .
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MATEMATIK ENsSTITUSU

Istansur — TURKIVE

OZET

Ba yazida komplelks diizlemin diferenslyeli haiz ve birebir tasvirleri i¢in,
R. Nevaniisna’ nin analitilk meromorf Ponksiyonlar teorisindeli birinei esas
teoremine benzer bir form#tl Anirors metodu ile incelenmelite ve ditzgin
hilr tasvir halinde, stivelli diferensiyeli haiz tasvir siniflar1 ve fastlconform

tasvir siniflar i¢in konform hale benwzer sonuglar elde edilmelctedir.
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