
SUR L ' A R G U M E N T DES F O N C T I O N S U N I V A L E N T E S 

I 
S U Z A N K A H R A M A N E K 

D » n s le présent t rava i l on emploie une suite de fonctions unités pour déterminer 
UDC borne supérieure e l une borne inférieure de 

( 9 < a ! U [ a r g ff ] ) M = r 

c i l f{z) appart ient à la famille ( 5 ) des fonctions univa lentes el normées dans le 
cercle unité. O n ca lcu le de même pour l a s o u s - c l a s s e de (S) représentant le cerc le 
[ r | <: r sur u n d o m a i n e éioilé, une borne supérieure ident ique à l a précédente et 

une borne inférieure différente. 

1. Introduction 

Considérons la famille (S) des fonctions analytiques régulières, univalentes et normées 
dans le cercle unité : 

(1.1) < M < i ) f(z) = z + « 2 z s - f h a„ z" + • • 

/(0) =a0 ^ 0 , / ' (0 ) = a, = 1. 

Pour les fonctions de cette famille, les bornes supérieures des modules suivants : 

1/(2)1 , !/ ' ( ?> ) . U r g / ' ( z ) | , 

ont été calculées dans | z | ^ r < 1 en fonction de /• seul. Les bornes citées sont atteintes 
effectivement pour une fonct ion appartenant à la famille (S), c'est-à-dire elles sont rigoureuses. 

Quant à | arg f(z) \ ou plus exactement 

la famil le considérée la borne supérieure suivante : 

fi*) 
arg - " 

z 
, A . M A R X [ '] a trouvé pour 

arg < 2 arc sin \ / log | ^ Z 

qu i n'est valable que pour | z | ^ r 0 = 0,8335. L'auteur a calculé de même des bornes 
supérieures valables pour tout | z | < 1 pour des fonctions de la famille {S) représentant 
le cercle unité sur u n domaine étoiié du convexe. 
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La borne supérieure rigoureuse valable pour tout | z | < 1 : 

/(z) I . 1 + | Z | 
a r g _ | ^ l o g r ^ - L _ j 

a été atteinte par G. M . G O L U Z I N p ] . 
Cependant nous avions trouvé dans u n travail antérieur [" ] , une borne supérieure 

(1.2) 

( | « J < C < 2 , 7 7 ) 

valable aussi pour tout | z | < 1 , mais non rigoureuse comme la précédente. La méthode 
employée pour démontrer l'inégalité (1.2), qu i s'appuie sur une suite de fonctions unités, 
peut être appliquée à d'autres problèmes sur, les fonctions univalentes. 

Dans le paragraphe 2 du présent travail seront donnés les théorèmes auxiliaires et les 
explications nécessaires afin de ne pas interrompre la suite dans les paragraphes suivants. 

Dans le paragraphe 3, nous démontrerons brièvement l'inégalité (1.2) comme application 
du procédé. 

Dans les paragraphes 4 et 5, nous calculerons par la même méthode une borne supé
rieure et une borne inférieure pour 

( i M ^ t - ^ ] ) , . , - , 

2. a) c étant un nombre complexe quelconque de module plus petit que l'unité 
(\c\ <L I ), considérons la fonction linéaire 

(2.1) w = o (z, c) = ^-

1 — cz 

qui transforme le cercle | z | — r < | c | en un cercle D possédant les propriétés suivantes : 

1) D est situé entièrement à l'intérieur du cercle | w | < 1. 

2) A u po int intérieur z — 0 de \z\ = r correspond le point intérieur w = c: de D. 

A u point extérieur z=c correspond le point extérieur w — 0. 

3) Aux points conjugués par rapport au cercle | z|— r correspondent des points 
conjugués par rapport au cercle image D. Soit arg c — '/?. Comme les points conjugués 

(z = 0, z * — <» ) et les points correspondants — c , w* — J T j " J s e trouvent sur une 

droite passant par le cenlrc, le centre de D se trouve donc sur la droite arg if arge. 
Par une rotation d'angle fi dans le sens négatif, le cercle D est transformé en un cercle 

D' dont le centre se trouve sur l'axe réel. C'est l 'image de [ z \ — r donnée par la fonct ion 

(2.2) w (z, c) = f'P . Û> (e~ip . z , \c\). 

Désignons par 

(2.2') w =(o (z , ! c I). 

Comme aux points réels z = r et z — — j - correspondent des points réels 
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l-\c\r ' " " " ~ xTTTTr' 

on peut déterminer le rayon du cercle D' : 

r (i _ l c i n 

R = U w (r) - w ( - r ) ] = - ^ f f i 

et la distance du centre M de D ' à l 'origine O (u> = 0) : 
c i ( 1 — r a ) OM = \ [ w ( r ) + IK ( — i - ) ] = 

1 - [ c l " r* 

En désignant par a l 'angle de la tangente menée par O h D' avec Taxe réel, on obtient : 

ni\ • r U — I c |»> r ( l — I c i " ) • 
(2.3) sin a = — — ^ ~ • . j— l - r - 1 - , tg a = 1 1 ' 

C 1 — r*> l c l ^ ( | c | ' —r»J (1 — I c l ' r » ) ' 

De (2.2) on calcule l 'argument : 

(2.4) arg u> (z, c) = arg w (e~'P . z, | c | ) arg c. 

. On a donc 

Max arg a> (z, c) — a -{- /3 ( z — reW) 
o < </) < 2 it 

d'où l ' on obtient explicitement : 

c •— z 1*1 ( 1 I c i M 
(2.5) M a x arg - — — r - — arc sin ", ' . ,. ', 1 (- arg c. 

0 < T > < 2 ^ l — c z l — \z\- \c\ 

b) Considérons (1.1), la famille (S) des fonctions univalentes dans |z| < 1 et formons 
la famille (5* ) des fonctions 

De la l imi ta t ion du module des fonctions univalentes 

i l en résulte pour F(z^ : 

(2.8) | F(z) | < 1 dans | z \ < 1 

et on a 

F (z) + 0. 

E n développant en série la fonction F(z) : 

F(z) = b0 + ô, z - f b2 z* H h 6 n - i z " " 1 + 

on obtient pour les premiers coefficients : 
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Démontrons maintenant que pour toute fonction bornée de la famille ( £ * ) dont le 
module est inférieur à l'unité' dans le cercle | z| < 1, i l existe une suite de fonctions unités 
El(z), E2(z),.,,, où En(z) est une fonct ion unité d'ordre « qui converge vers F(z) [4]. 

On appelle fonction unité une fonction analytique et régulière, de module inférieur à 
l'unité dans \z \ < 1, continue et de valeur absolue égale à l'unité sur | z \ — 1, Toute 
fonction unité peut être écrite sous la forme suivante 

II 

(2.9) En(z) = e™T[ C v ~ z > ( | e v | < l ) . 
v—1 

Lorsque Î/u est un point intérieur quelconque de | z | < 1 , { | d0 \ < 1 ), la fonction 

<VU — £„ (z) 
(2.101 En(z) = 

l~d0En{z) 

est une fonction unité de même qus En (z). 

En(z) qu i est une fonction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur sont 
des polynômes de degré n, est appelée une fonct ion unité d'ordre ti. 

L a famille des fonctions unités constitue une famille normale dans |zj < 1. I l n'est 
pas nécessaire que la fonction limitp. dô la suite formée par les fonctions unités soit 
elle-même une fonction unité. Mais elle est bornée et de module inférieur à l'unité dans 
| z | < 1. 

Considérons la fonction unité 

El (z) 
1 — Kz 

dont le développement en série commence par b„, bL,..., bn_v O n peut alors déterminer 
les uns après les autres l'ensemble des fonctions En(z) en passant d'abord par i2.10) aux 

fonctions unités En(z) que l 'on peut de même exprimer comme fonction linéaire de la 
fonction unité En+l(z) à l*aide du lemme de Schwarz : 

z(l-b0En+1(z)) 

Ains i on obtient avec 

(2.11) 4 h W -
1 - b0 z En (z) 

une formule de récurrence qui permet d'écrire une suite de fonctions unités 

(2.12) £ „ ( z ) = ! 1 C v ( " > 
1 — c v ( „ ) z 

dont le développement en série commence avec les n premiers coefficients b0 , bt,..., 6 n „ 1 de 
F(z). 

La suite E„ (z) tend uniformément dans | z | < 1 vers la fonction F(z) : 
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(2.13) l im En(z)=F(z). 
n - x » 

F(z) est un produi t in f in i convergent d'après (2.8). On a par suite 

(2.14) . - l i m | c v ( n ) | = 1 (v = 1, 2, . . . ) 

Pour les deux premiers coefficients b0 , bs indiqués plus haut, nous pouvons déduire de (2.12) : 

( 2 . 5 ) ^ = n c < w = 1 . 4 l = _ ^ = - l j i ^ i J i . 

v = l v — t 

Dans (2.6) en désignant par <p l 'argument de z et par celui de /(z), on a pour 
\z\ = r: 

(2.16) arg F (z ) — arg ~4y^ — tp — & (y ) . 

Nous pouvons de même obtenir l 'argument de F (z ) comme la l imite de la somme des 
arguments des fonctions unités. On a d'après (2.12) et (2.1) 

tp — 0 = l im arg E„(z) = l im arg I I n> (z, c v ( „ ) ) 
7i-+oo ri->co j 

v—1 
et d'après (2.4) 

arg Ù)(Z, c v ( „> ) = arg « ( z , | c v ( n > | ) + arg c v ( „ ) . 
H 

Or J ~ | Cv(n) = Î (2.15) est réel, son argument sera nu l : 
v = 1 

2 a r § cv(„> = 0. 

On obtient alors : 

Il II 

(2.17) <p—& = : l im V a r g o > U | c v ( „ ) |) = l i m y a r g - L f ^ 
v = l v—1 1 

w 

= l im Y a v ( „ > . 

i— 1 

I l s'agit de chercher le max imum de cette l imite, c'est-à-dire de trouver une' borne 
supérieure pour <$> — & . 

c) Comme théorème auxiliaire nous allons utiliser le critère de convergence résultant 
de la sommation partielle d'Abel [ 5 ] . 

Soient ( a , , o „ , . . . ) et ( è , , b2,,..) deux suites de nombres quelconques. Si on 
désigne par : 

II 

v = l 
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H - 1 z j - 1 

(2.18) 2 ß v 6 v = 2 , 4 v ( è v - ô v + I ) + bn. 

C O 

Le critère d 'Abel établit la convergence de la série ^ a v dans le cas où la série 

v = l 
C O 

2 tfv est convergente et où la suite ( é v ) est monotone et bornée. 

Si o v > 0 et la série ^ o v est convergente, c'est-à-dire 

(2.19) ^ v - i < ÎV = 1 , 2 , . . . , H ) 

et si la suite ( é v ) est monotone décroissante avec by > 0, c'est-à-dirre 

(2.20) 6 v - 1 > ()• — 1 ,2 , . . . , « ) , 

on déduit de (2.18), l'inégalité suivante : 

n—1 zi—1 

(2.21) £ o v / ) v < ( b v - b w + l) + A n _ L b n ^ A n ^ l b l , 

ce qui vérifie le critère. 

3. Citons brièvement le théorème relatif à l 'argument de F{£) : 

Théorème : Pour la famille (S) des fonctions univalentes vaut l'inégalité suivante : 

f(z) \ C I z I 
arg < 1 1 

z 1 — \z 

où la constante C désigne : 

( | a, | < C < 2,77 ) 

L a démonstration est basée sur le fait que la fonction régulière F{z), de module 
inférieur à l'unité dans | z | < 1 peut être considérée comme la l imi te d'une suite de fonc
tions unités (2. b) . 

On a de (2.5) : 

I z I 1 — I c 
l a r g o (z, | c | ) l = arg } _ | c j ^ 

et de (2.17) avant le passage à l a l imite : 

arg En(z) = V arg I M » ) I - * 

De ces deux relations on déduit : 
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, 3 , ) i a , , E. « 1 ^ 2 - ™ ( r ^ f T F • ^ f n ) • 

Pour borner supérieurement | arg E„(z) | , i l faut démontrer1 l a convergence de ia 
série (3.1) pour » - » - « > . De (2.14), on a l i m | cv(n) | = 1. Alors à la l imite pour n oo 

n-*oo 
l'expression 

. ï W = arc « n • , ^ , ) 

tend vers zéro. On peut donc admettre a v ( n ) < • Comme pour les petites valeurs de a, 

on a sin a. < x < tg a, on peut écrire pour de tels a v (n ) : 

sin a v ( „ ) < OC v (B> < *B « v i » ) • 

Sn désignant la somme (3.1) de n termes, i l en résulte : 

n n 

n 2) l- 1 Y 1 ~ ! C v < " ' < 5 < I z I V 1 ~ I c v M i a 

Nous allons démontrer que la première et la seconde série de (3.2) convergent et qu'elles 
ont la même valeur l imite. Pour la démonstration, nous allons nous servir de l'inégalité 
(2.21) qui résulte de la sommation d'Abel. Désignons par : 

Ov(n) = 1 — 1 C V(„) I' , bv(n) = ' 
! iV( n> I 

D'après (2.151 puisque le produi t in f in i converge et la l imite 

V=1 

existe, i l en est de même de la série 

(3.3) l i m Y (1 — [ C v ( n ) | ,) = C . 
71 -r-co *—1 

On a donc de (2.14) et de (3.3) : 

l im bl(„) = l et l i m An^i(n) = l im > d — I cv(„> |2) — C . 
n -+bo n ->oo 71 - ^ c c i - J 

Ainsi en appliquant (2.21) on démontre la convergence de la première série de (3.2) : 

(3.4) ? 1 f 1 ,, où C = l i m V ^ I ^ W 
1 ' ! 2 M T I - » O O ^ I cv(n) 

v = l 

[.es deux expressions 
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Il II 

I im V (\~\cvin)n = C et l im Y f*WÍ!> = C 

v = l v = l 

possèdent la même l imite, ce que l 'on peut vérifier en appliquant la sommation partielle 

d 'Abel. 

Démontrons maintenant que la seconde série de (3.2) est de même convergente et 
possède la même valeur l imite. La série en question de (3.2) a comme série majorante la 
série dont le ferme général est : 

I , 1 — 1 fv(n) P _ i , i 1 — 1 cv(„J_l! UvG.) I 
i z i " i - - * u ( - i-j — 1 

! — t - L i cv(„> i i <v(«) r — i z r 

Abstraction'faite de [ z | , désignons le premier facteur par av(n) et le second par bv{n) et soit 

k 

AkM = E (* = 1 , 2 , . . . ( „ ) 

Puisque 

JSl = JZ i J , r i - - | r | - = • 
il s'ensuit d'après (2.21) la convergence de la série majorante qui a la somme 

E l — I c v , 

„ 1 t'vtn) | 
v = t 

Le théorème est ainsi démontré. On remarque que la constante C qui est une valeur 
caractéristique dépendant de la fonction /(z) se trouve entre les bornes suivantes 

| a a | < C=C < l o g e 16 ^ 2,77. 

4. Calculons dans ce paragraphe le maximum et le min imum de —;— • De (2,2') nous 
a y 

avons en désignant | c | par Í . 

(4.1) co(z, \c\) = a>(z, ¿)= l ~ l z ' ( 0 ^ ' ' < \c\~Kl), 

d'où 

arg a> (z, X) = et. 

De 

, [ U l 4- r s ) — ( 1 cos y ] — / ( ! — A 5) sin <? 

o, (z, i ) = — ' 

nous obtenons explicitement la valeur de l 'argument : 

r 0 — i 2 ) sin q> 
(4.2) tg et 

¿(1 + r 2 ) —/• cos 

Dérivons (4.2) : 

file:///c/~Kl
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(4.3) d * 
„ „ , r + r a 

Pour abréger, posons 

L c o s v—27^1 L c o s * — i ï a J 

0 ^ 0 + ^ ) ^ 
4 r A 

r { l + A s) 

0 < îû+ ï -J = ' < 1 • 
1 _ L F* 1« 

0 < ^ t ^ = c > 1 . 

On a en outre c < è , d'où a < 1 < c < 6. (4.3) peut s'écrire alors : 

( 4 3 ' ) J ^ i - — A(a~ cos y ) _ A {a — cos y ) 
Î / 9? (cos y — b) (cos ç> — c) i> 

où le dénominateur est toujours posit i f (cos <p ^ 1 < c < 6) et le numérateur peut être 

positif ou négatif (a < 1) . (4.3) s'annule donc pour 0 < <p = <p0 = arc cos a < ~ en pas

sant du négatif au posit i f et Q> — 2 JT — <p0 — 2 a—arc cos a en passant du posit i f au 

négatif. La valeur <pa est la valeur de tp qu i rend l 'argument a m i n i m u m 

( • • r ( l — A » ) \ I m m tg « = - • ) 
\J ( l 2 ~ r 2 ) (1 — A ' r 1 ) . 

et 2¡t — (pü rend l 'argument a max imum 

• max tg a = — 

Les valeurs de min imum et de max imum sont symétriques, comme nous avions déjà calculé 
géométriquement dans (2.3). 

Étudions maintenant la var iat ion de la fonction 4~ > ce qui est notre but dans ce para-
dtp 

dot. 

graphe. — étant fonct ion de cos <p, i l suffit de considérer l ' intervalle 0 ^ çp ̂  jt au lieu 

de 0 ^ <p < 2n. Calculons la dérivée : 
/A AS d / dx\ d2a A sin <p r „ , _ , , , i 
( 4 " 4 ) dï\7ï)=dï* = ~ D r ~ H 0 8 V + 2 a c o s t > + bc^b-ac\ • 

Posons : 

(4.5) g (cos (p) = — cos ! tp + 2a cos ç» + bc — ab — ac. 

On a alors : 
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(4.5') ( " 5 ? ) = 1>* ' S i n < P ' e(~C0S ^' 

< Pour trouver les extrema de ~ ,. calculons les valeurs de w qu i annulent la dérivée : 
acj> 

/ A~ \r ( pour sin q? = 0, d'où w = 0, it, 
(4.6) ( ~ ) = 0 J 

V " ? ' / ( pour #(cosç0 = 0 , d'où, cos<j»1 )2 = a + \/ (6—a) (c—o). 

Désignons cos ç> par * : cos 7?, = * t , cos q?.3 = x 2 . 

L'équation g(x) — 0, du second degré par- rapport à la variable cos<p = .v, possède deux 
racines réelles xL et x.,, car 0 < a < l < c < 6 . Pour que ces racines puissent constituer une 
solution, i l faut qu'elles soient comprises entre — 1 et -|-1 ; — 1 < x1 < < H- 1. 

°r xL = a —si (b—a) (c—a) < a < 1. 

Pour situer comparons le nombre 1 avec les racines de l'équation g(x) = 0. Si 

g-(l) > 0 , on a x1 < 1 < x2, 

g{l) < 0 , on a x, < xs < 1. 

Formons ^(1) : 

g(l) = — 1 + 2« + (6c — ab — ac) 

= a - / - ) ( l - 4 r ) 

Posons : 

AU) = r ( l + r") X2 + ( r 1 — 6;- + Î ) i + r (1 + r 2 ) . 

Le signe de g(l) est le même que celui de h(X) qui est un trinôme du second degré en X. Son 
discriminant 

/JA - ( r 4 — 6 r * + 1)» — 4 r ' ( l + r " ) 1 

= (1 — r 2 ) 2 ( r 2 — 4/- + 1) ( r 2 + 4r + 1) 

s'annule pour les racines 

= 2 + y / T de l'équation /•» — 4 r -h 1 = 0 , 

r , ( l = — 2 ± \ / T ' " " r " - h 4r + 1 = 0, 

|-5|<J = + 1 " " l _ r * = : 0 . 

1) Si 2 — \/T ^ ' < 1' 0 Û a — ° » > °- ^0) > 0 E T P A R S U I T E 

< 1 < * t . 

n'est pas une solution. 
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2) Si 0 ̂  r < 2 — \/ 3 , on a /f A > 0 et /ï(À) = 0 possède deux racines de même signe 
Xl et A;, dont le produit est égal à 1. Si | Xt \ < 1, alors j X2 | > 1. Pour déterminer leur 
signe, calculons leur somme : 

X, + X, 

qu i s'annule pour les racines 

Q 2 + 2r — 1 ) ( — r a + 2 r + l ) 

r (1 + r a ) 

r J l S = — 1 ± \/ 2 de l'équation + 2/- — 1 = 0 , 

' V i = 1 + ^ 2 " " — r 3 + 2r + 1 = 0 . 

Alors le signe de la somme dans l ' intervalle considéré, 0 ^ /- < 2 — \/ 3 , sera négatif. 

L'équation h(X) = 0 possède donc deux racines négatives : 

a, < — i < x, = J - < o. 

Pour les valeurs positives de X{r<_X), h(X) = r (1 -|- r 2 ) — A 1) (2 — A 2) est toujours positive. 
Par suite #(1) > 0. On a alors comme dans le cas précédent : 

x-i < 1 < x2 . 

x2 ne constitue pas une solution. 

En définitive, la grande racine 

r ( l + r ) , ( 1 — r s ) v / U 1 — r ï ï ) ( l — A V S ) 
2 A ( l + 0 ' 2 A r ( l + ' - 2 ) 

de l'équation g(x) — 0 est plus grande que 1, tandis que la petite racine 

Xi — 
A ( l + r 2 ) 2 A r ( l +/-2) 

est plus petite. 

Examinons le signe de x t . Dans g(x) = 0, la somme des racines est : 

+ x s = 2c ~> 0, 

le produi t des racines est : 

xL • x2 = —(bc-—ab—ac) 

= -^-p IrV — (1 — r*)X + r] [ rX2 + (1 — r*-)X + r]. . 

Le produi t est formé de deux trinômes du second degré en X qu i ont le même discriminant 

A = 1 — 6r" + r 4 . 
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Le signe du discriminant est le signe opposé de la somme A, + Aa précédente. A lors nous 
avons deux cas à distinguer : 

I . Si ^ 2 — 1 ^ r < 1, A ±É 0 , alors x , x 2 > 0 . 

Dans l'équation g(x) = 0, la somme et le produit des racines étant positifs, i l existe 
deux racines positives : 

0 < jc t < 1 < JC, . 

La racine xt est une solution. 

I L Si 0 ̂  /• < \J 2 — 1, A > 0. Alors l'équation x , x2 (A) = 0 possède 4 racines. 

Dans l'équation r X2 + (1 — r 2 ) A -f- r = 0, la somme des racines étant 

Ai + h = - - 1 7 ^ < 0 

et leur produi t A t A2 = 1 > 0, on a deux racines négatives : 

Xt< — 1 < A2 - - J - < 0 . 

Le trinôme r X3 + (1 — r K ) A + r est posit i f pour /• > 0 . 

Dans l'équation r A 2 - — ( l — r 2 ) X + r — 0, la somme des racines étant 

1 r * 

Aa + A + = — — > 0 

et leur produi t AB A 4 = 1 > 0, on a deux racines positives : 

0 < A8 < 1 < A4 = - i - . 
. '"8 

Le trinôme r A 2 + (1 — r 2 ) A + r est posit i f pour 0 < A < A3 et négatif pour A3 < X < 1. 

Le signe de ces deux trinômes donne le signe du produi t xL x 2 et nous aurons encore 
2 cas à distinguer suivant ce signe : 

A . Si 0 < A < A s ^ ^ ( 0 ^ r ^ \ A 2 — 1 - ^ 0 ^ A a ^ l ) 

ou en tenant compte de l a condit ion r < X, si r < X < Xs, le produi t x , x2 est positif. 
L'équation g(x) = 0 possède donc deux racines positives comme dans le cas I : 

0 < x , < 1 < x2. 

L a racine xt est la solut ion du problème. 

B. Si Aa < A < 1, le produi t x t x„ est négatif. La somme étant positive, on a 

x x < 0 < l < x 2 ( \Xl \ <xt). 

Pour que xt puisse être une solution i l faut que 

-Résoudre cette inégalité revient au même de comparer —1 avec les racines de l'équation 
g(x) = 0. Formons g(— 1) : 
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g(—l) = — 1 — 2a + (bc — ab — ac) 

= w i f [- r ( 1 + n r~+ + 1 ) X-'' a + r*>h 

Posons : 

k(X) = — r(l +rî) X2 + (r* — 6 r 2 + 1) A — /• (1 + rs) -

Le signe de —1) est le même que celui de k(X) qu i est u n trinôme du second degré en 
X possédant le même discriminant que h(X) : 

Ak = Ah = (1 — r ' ) a ( r 2 — 4r + 1) ( r 2 + 4r + 1). 

Nous aurons de nouveau deux cas à distinguer suivant le signe de A^ : 

1. Si 2 — \J 3 ̂  c < 1, o n a / l ^ . ^ 0. Comme nous sommes dans le cas ( I L B.) : 

0 ^ r < \fi~\, i l faut prendre 

2 — r< \l~2- 1. 

Le discriminant étant négatif, &(.l) et par suite g{—1) est toujours négatif et 
•—s{—1) > 0. — 1 est.alors en dehors des racines : 

— 1 < xx < 0 < 1 < xt. 

xL constitue une solution. 

2. Si 0 ^ r < 2 — \f 3 , on a Ak > 0. L'équation k (X) possède deux racines Xl, Xt 

dont le p rodu i t XL X2 — 1 > 0. On a donc 2 racines de même signe, 

\K\ < i , \K \ = jlj> i . 
Calculons la somme des racines ; 

( r 2 H- 2 c — 1 ) (— r 2 + 2r + 1) 
A t + A2 = — 

r (1 + r 1 ) 

Le signe de cette somme est opposé à celui de la somme relative à h (X), c'est-à-dire 

posit i f .dans l ' intervalle considéré, k (X) possède donc deux racines positives, d'où nous 
déduisons le signe de k ( X) et par suite de ^ ( — 1 ) : 

k (X) < 0 pour 0 < X < Xt, 

k (A) > 0 pour X1<X <ï <X2, 

Nous aurons de nouveau deux cas à considérer : 

_ 6 r 2 + 1 (1 — rs) v V — 4r + 1) (/-2 + 4r + ï ) 
a) r < X < l t = 

2r (1 + r*) 2r (1 + r2) 

Comme nous sommes dans le cas B : XB < X < 1, nous devons donc prendre Xa < X < Xl . 

(On vérifie aisément que A s < Xi pour tout 0 < r < 1.) 

Nous avons dans ce cas, k (X) < 0, par suite g(—1) < 0 et — g { — 1 ) > 0. C'est 
u n cas analogue au premier : 

file:///l~2-
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— 1 < xL < 0 < 1 < . 

X i constitue une solution. 

b) Si XL<X<1, on a k (?.) > 0, par suite 1) > 0, — ̂ ( _ 1 ) < 0 . Alors 
— 1 est compris entre les racines : 

* ! < — 1 < + 1 < x2. 

x , n'est pas une solution. 

Résumons les différents cas concernant les racines de l'équation g(x) = 0 : 1 < x 2 

n'est pas une solution, xt < 1 peut être une solution. 

a.) Dans le cas I : \j2~\^r<\ 

et I I : 0 ̂  r < \/~2 — 1 , A. 0 < X < Xa , 

i l existe une racine positive 0 < xt < 1. 

/?) Dans le cas I I . B. X3 < X < 1 

1) 2 — \ / ^ ^ r < \/"2 — 1 

et 2 ) 0 ̂  r < 2 — s/3 , a) Aa < X < Xl, 

i l existe une racine négative — 1 < xt < 0. 

y) Dans le cas I I . B . 2 } b) AL < X < 1, 

i l n'existe aucune solution du problème. 

Après avoir calculé la seule racine valable de g"(x) = 0 que nous désignons par 

(4.7) xt = cosç? ( = a — \/{b — a) (c~a) , 

examinons le signe de ( 4 . 5 ' ) e t déterminons les extrema de correspondant aux 

trois cas cités plus haut. 

a) Cas d'une racine positive : 0 < xt < 1. 

Ecrivons ( 4 . 5 ' ) ainsi : 

( 4 . 5 " ) ("ir"-) = —ir*- s*n ^ ^cos ̂ —c o s ^ ^C0S ^—COS <l'̂ ' 
Comme x a ~> 1, le facteur (cos qi —cos q>H) est toujours négatif. Dans ce cas, puisque 

0 < xl = cos < 1, on a 0 < q>1 < ~ • Le signe de ^ dépend de sin <p et de 

(cos Ç> — COS q>t). 

Dans l'intervalle 0 ^ 9? ̂  , sin 9 / ^ 0 , (cos q> —cos rpt) s'annule pour une valeur 
(iv = cpL en passant des valeurs positives aux valeurs négatives. 

A lors ( -~~] = 0 pour q?^0,0<q> = <pl<~ et 9? = JT . 
\ dtp J 2 

y = (pl correspond à un maximum et q? = 0 et st à un minimum de • Nous avions 

vu que ( 4 . 3 ' ) s'annulait pour q?a = arc cos a < ç? 1. (cos q>0 = a > cos 9?.,) . 
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(4.8) 

Calculons les valeurs min ima correspondant à <p = 0 et q> = n : 

dz\ A {a—Y) (1 —A 5 ) {r{\ + X1) •— A (1 + r1) } 

dq> J<p=o ( 1 — 6 ) ( I—e) r (r* + ¿*) 1 p 1 U + ' s A*)1 

4 í / L 1 27X~J L 27T" 'J 
' r ( l - A ' ) 

(4.9) 

(A — ;-) (1 — 1 r ) 

</« \ ^ ( a + 1) ( 1 — A5) [ r ( l + r ) + X([ f r ! ) ] 

r (1 - r ) 
(A + r ) (1 + X r) . 

et la valeur maxima correspondant à cp = cpL (4.7) : 

(4 10) (--— ) = — — A ^ — a ) (c Z r â ) 

\ </> /V=</<, (« — 6 — \J(b^a) (c ^ ) ) (a — c — \f(b—af(c — a) ) 

A 

( \Jb — a + v/c — o ) ¡ 

( l — A 2) (1 + r ï ï ) s 

2 (1 — /-') ( \ / l — r2 X2 + \IX-> — r2 )2 

fi) Cas d'une racine négative : —1 < xt < 0. 

Nous pouvons écrire (4.5") où le facteur (cos (p — cos <p2) est toujours négatif comme 
dans le cas précédent (x2 ~ cos > 1). Pusique dans ce cas — 1 < xL = cos <pl < 0, 

on a — < wL'< J E . Le signe de ( • y - 1 dépend de sin o? et de (cos a» — cos a/,)-
I \a (p / 

Dans l'intervalle O ^ Ç S ^ Î T , s i n t p ^ O , (cos <p—cos 97 J s'annule pour une valeur 
qi .= rp, en passant des valeurs positives aux valeurs négatives. 

Alors (--]-—) = 0 pour q> = 0, -~ < qt = q?. < n et q? = -,i. y = q< l correspond 
\ d<p / 2 

, dot da. 
a un maximum et w = 0 et n a un minimum de ——• • —,— = 0 pour q> — q>0 = arc 

d qi d(p 

H 
cos a • < — < q> t < sz . 

Les valeurs du max imum et des minima sont les mêmes que dans le cas précédent. 
Alors on peut considérer ces deux cas comme identiques. Dans le premier, la valeur q', 

donnant le max imum est dans l ' intervalle ( 0, — J - dans le second dans l ' intervalle 

— > n y C'est le cas général. 

Cherchons de plus une borne supérieure pour la valeur maxima : 

( 4 n) = a + a-*')_ < a + <-T a - n 
dq? J,p=<pi 2 (1 — r2) ( v/l — r* X'2 + \ J l 2 — r* ) ' 2 (1—r ' ) (2 V / A 3 —r* ) s  

( 1 + r * ) ' 
8 { l - r " ) ( A ' - r s ) 
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y) C'est u n cas particulier : i l n'existe aucune racine de (4.5) entre — 1 et H- 1. 

Dans (4.5"), xL < — 1 , donc (cos <p — xt) est toujours positif, 

x2 > + 1 , donc (cos <p — x2) est toujours négatif. 

Le signe de (JJ^J dépend seulement de sin y • ^ ~ ^ " J s'annule pour <p = 0 en pas

sant du négatif au posit i f et pour y = n en passant du posit i f au négatif. <p = 0 corres

pond à un minimum et cp = st à un maximum. 

Calculons les valeurs du m i n i m u m et du maximum : 

(4.8) f " * ^ - r < 1 - i ' > d (p }ip=S3 (X — r ) (1 — X r) 

(4.9) ( ^ - ) = . 
K ' \d<p Jv-„ (X + r) (1 + Xr) 

5. Généralisons ce que nous avons fait dans le paragraphe précédent pour les valeurs 

maxima et min ima de de l 'argument a de la fonction <o (z, I c i ) . Prenons maintenant a<p v i i ' 

les fonctions unités 

définies dans 2. b) dont l 'argument est d'après (2.17) : 

v=l v=l 

n • • 

et calculons les valeurs maxima et min ima de ^ i ^ p ^ e n nous servant des résultats du 

v=l 
paragraphe 4. 

E n dérivant (2.17) et en démontrant à l'aide d'une série majorante la convergence 
uniforme de la série dérivée 

H 

(5-1) 1 - 8' = l i m Y É^S«) , 
t-k d<p n-f-oo 

on justif ie le passage à la l imite. 

Considérons 2 cas : 

a) Cas général correspondant à a et /?. 

Il 

Comme borne supérieure de Y — * * V M , prenons la somme des bornes supérieures 
i~i d<p 

v=l 
des valeurs maxima de * ^ v ^ de (4.11). Remplaçons X par | c v ( a ) j : 
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^ d9 8 ( 1 - , - 2 ) h | c v ( „ ) | * - r " ' 
v = I v = l 

Nous allons nous servir de l'inégalité (2.21) résultant de la sommation d ' ABEL . E n 
posant: 

Ak(n) = J] «v( n> (Je = 1,2, • • • , 7Î — 1) 

v = l 

1 
«v(„> = 1 — |c v ( „ ) 1' • è v ( „ ) = 

cvw r — 
les conditions suivantes sont remplies : 

Ak(n).< Ak+i(n) > é v (n ) > *v + ,( n) , 

puisque d'une part on a d'après (3.3) : 

l i m An_l(n) = l im Y ( 1 — [ c v ( „ ) [» ) = C , 

v = I 

et d'autre part les ( 6 v ( n ) ) forment une suite monotone décroissante (>• < | c v ( „ ) | < 1). Dans 
le passage à l a l imite, d'après (2.14) l i m | cv(n) \ = 1, on obtient : 

l im b^n) ~ l im 
n -too n-»-co ¡ C , ( „ ) | a — r 2 1 — r2 

E n appliquant donc l'inégalité (2.21), on a : 

l i m V *v(n) *v(fl) = l i m Y , J " 1 ^ " > 2 . 1 , 
„_»co A J I c v ( „ ) p — r 2 1 — r* 

v = l v = i 

et par suite de (5.1) et (5.2), on obtient : 

3 — I c v(„> Is ^ C 

(5.3) 1 — 0 ' = Km Y d*v{n) „ ^ (1 +ry 
^ < C 

n - i c o dtp 8 ( 1 — r 2 ) 2 

Trouvons de la même façon une borne inférieure pour Y ^ - v ^ . Prenons comme 
i-i dw 

v = l 

cette borne la somme des valeurs min ima des ^ a v - ^ de (4.8) : 
d<p 

î ^ > i ^ ( ^ ) — Z " - i W i - ) n < w | ^ , ^ , , 0 

v = l v = l 1 
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Posons : 

1 

( I cvG.) j — O (1 — |c v ( „ ) I r) 

et appliquons l'inégalité (2.21) de la sommation d 'ABEL . Les conditions requises sont remp
lies. D'une part, on a : 

Ak(n) < Ak + dn) 

l i m 
J J - * - C O 

v = I v = l 

D'autre part, les (/>*(„)) forment une suite monotone décroissante 

*v ( n ) > 6 v + 1 ( r t ) (y = 1, 2, ••• , « — 1) 

car lorsque les | c v ( „ ) | augmentent, le dénominateur croît et £>v(n) décroît. On obtient à 
la l imite : 

l im bt(n) = l im —-— ——— • = , 
, , - c o ( j c,<„) | — r) (1 — | C i ( „ ) | r) (1 — ry 

I I résulte de l'inégalité (2.21) : 

H 

(5.4) 1 - 6 ' = l im V ^ v ( n ) > _ Cr 1 . 
„->.oo d-i d<ç (1 — r ) 2 

v = l 

Ains i nous avons déterminé la borne supérieure et la borne inférieure de 

d <p 

l im V : 

(5.5) _ c , . 7 T ^ < l - 9 ' < C ( 1 + r I ) ' 

En désignant par 

alors on peut écrire 

d'où l ' on déduit : 

( 1 — r ) 2 8 ( l + r)« (1 — rf 

Cr~Cl(r) et ^ïT^f - C, (r) , 

C.0-) ^ , „ C , ( r ) 

(5.6) 1 _ ^ w < 0 ' < i +
 c ' ( i ) 

( l _ r ) 2 

n 

Remarque. E n calculant la borne supérieure de V, a , ^ - > nous avons pris la somme 

v = l 
des bornes supérieures des valeurs maxima. Pour la borne inférieure, nous avons ajouté les 
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valeurs minirna. On voit , donc que la borne supérieure est augmentée davantage par 
rapport à l a borne inférieure. I l s'ensuit par contre que la borne supérieure de 0 ' est plus 
exacte par rapport à la borne inférieure. 

b) Cas particulier correspondant à y. 

n v 

Comme borne supérieure de ^ ' V r e n 0 D S ^ a somme des valeurs maxima (4.9) 

et comme borne inférieure la somme des valeurs minima (4.8) : 

(57) - r V ( 1 - I c»<"> P> 
1 ' & ( \ c y ( n ) \ - r ) ( l - \ c v ( n ) \ r ) 

<j*vU) ^ „ v d—kv( n ) l ' ) 
| c v ( „ ) | + < " ) ( ! + \ cv(n)\ r) ' 

Ppur la borne supérieure, posons : 

- w = i - 1 * u I ' . ^ - ( i ^ i ^ i ' t H i , , , , , , , ) • 

On a 
k 

Ak(n) = Yi flv(n) (/C = 1, 2, • • • , « — 1) 

v=.l 

n 

A k ( n ) < Àk+i(n) e t l i m y A V < N ) = C. 

ri-t-co 

La série des av(„) est convergente. 

La suite formée par les ( è v ( n> ) e s t monotone décroissante : 

*v( r t) > * v + i < « ) , 

car les [ c v ( „ ) | augmentant, le dénominateur croît et bv(n) décroît. Les conditions étant 
remplies, appliquons l'inégalité (2.21) de la sommation d ' A B E L : 

l i m bt (n) = l im 
„_+co " » -^co ( C! („ ) | + r ) (1 + | c,( n) | r ) (1 + r ) 2 

On obtient : 

n 

, 5 f n ] i m V (1 — I cvO.) 1") ^ £ 

v - 0 ) „ ^ o o Z J ( | c ¥ ( „ ) I + r) (1 + I c v ( n ) ¡ r ) (1 + r)' ' 



20 S U Z A N K A H H A M A N E R 

Pour la borne inférieure, posons : 

« v ( n ) = i _ [• , ÔV(„> = i ^ ^ ^ f - ^ ^ y -

On a 
k 

Ak(n) = 2 -M,,) (/t = 1, 2, . • • -, n —-1) 

n - * c o *—> 
v = 1 

Les (Av(n) ) forment une suite monotone décroissante : 

car les | c v ( „ ) | augmentant, le dénominateur croît et è v ( n ) décroit. 

Les conditions étant remplies, appliquons l'inégalité (2.21) de la sommation d'Aner. : 

n— 1 

v = t 

lîm = l i m 

On obtient 

(5.9) l im 
J ( - K X ) 

n 

y _ . . i < _ _ 5 L _ 

Avec le signe l'inégalité change de sens et l ' on déduit : 

(5-10) _ ^ _ < l - 0 ' = l i m V ^ > < 
(1 r)^ H -H -JO -i-J 

Par suite, on a pour 8 ' : 

(i + '-y 
v = l 

(5 .H) l - 7 T ^ i < 9' < 1 + ° (1 + r)2 ^ (1 — r ) ' 

La borne inférieure de 8' est toujours positive : 

Or l a condit ion nécessaire et suffisante pour que la fonction f(z) représente le cercle 
| z \ < r sur u n domaine étoilé est que l ' on ait 
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9 <p \ Hz) J 

lorsque le modifie de z est /-. 

Cette condit ion est remplie pour ce cas particulier. Les fonctions correspondantes sont 
donc des fonctions univalentes appartenant à la sous-classe des fonctions étoilées. 

Théorème. Dans la famille (S) des fonctions univalentes, il existe pour 

\ 9 (arg z) L a r g z J )\ z | = r 

la borne supérieure et la borne inférieure suivante (5.5) : 

8 ( 1 — r 2 ) * V 3 ( a r g 2 ) L ë z J )\z | = r ( 1— r ) 2 

Pour la sous-classe des fonctions univalentes représentant le cercle \ z | ̂  c sur un 

domaine étoilé, la borne supérieure est identique, la borne inférieure différente (5.10) : 

(l+r)2 < 1, 9 (argz ) L a f g z J )} , [ = , < (\-r)2 ' 
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Ö Z E T 

B u yazıda b i r i m dairede tarifienmiş yalınkat ve normîanmış ( S ) Fonks iyon ailesine 
ait / ( z ) f onks i yon l a r için 

(;rdb) [ " • i r ] ) , 1 | = P 

i fades in in üst ve alt sınırlarını be l i r lemekte b i r im fonksiyonları d iz is inden faydalanı
lıyor. Aynı şekilde [ z | r da i r e s in i b i r yıldız bölge üzerine tasv i r eden ( S ) n in alt 

sınıfı için evve lk in in aynı b i r üst sınır v e farklı b i r alt sınır hesaplanıyor. 


