UBER DIE CHARAKTERISIERUNG DER IM ARITHMETISCHEN SINNE
ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN (*}

Oruan S. Igen

Scanemer hatte 1951 und 954 zwei verschiedenartige Kriterien gegeben fiir die
Charakterisierung einer analytischen Punktion im arithmetischen Sinne. Dras erste dieser
Kriterien wurde in zwel Arbeiten vom Verfasser bei gleichzeitiger Verallgemeinerung ins
p-adische iibertragen. Hier wird zunichst cine weitere Verallgemeincrung in dieser
Richtung gegeben mit Anwendung auf zwei Irrationalititsfragen. Dann wird eine
Verallgemeinerung und Ubertragung des zweiten der oben erwiithnten Kriterien gegeben.

EINLEITUNG

{, Der Fall der gewéhnlichen analytischen Funktionen. Bekanntlich heifit eine analytische
Funktion w=f(z), welche einer Gleichung der Form
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mit komplexen Koeffizienten ajp geniigt, eine algebraische Funktion. Dabei sind natiirlich
der Definitionsbereich und Wertevorrat von w=f(z) im Kérper der komplexen Zahlen
enthalten. Falls die KoefTizienten ganze rationale Zahlen sind, heiBt w=f(z) algebraisch im
arithmetischen Sinne. (Damit w=f(z) im arithmetischen Sinne algebraisch wird, geniigt es,
daf die Koeffizienten gy, nur algebraische Zahlen sind, Denn in diesem Falie erhilt man eine
algebraische Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten fiir w=/£(z), indem man die Norm
der linken Seite der unspriinglichen Gleichung bildet und diecse mit cinem gemeinsamen
Nenner der entstandenen Koeffizienten multipliziert und den letzten Ausdruck gleich Null setzt.)
Es ist klar, daB sowohl eine solche Funktion, als auch ihre siimitlichen. Ableltungen fiir algeb~
raische Argumente algebraische Werte annehmen.

Eine Umkehrung dicser Aussage in einem spcmellen Fall wurde zum ersten Mal 1886 von
Emil STrAUSsSs, einem Schiiler von WEERsTRASS, aufgeworfen. Diese lautet: *Wenn die Potenzreihe
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mit nichtverschwindendem Konvergenzradius und mit rationalen Koeffizienten, fiir jeden
rationalen Wert von =z ebenfalls ¢inen rationalen Wert annimmt, ist f(z) eine rationale
Funktion® (folglich wird sic eine algebraische Funktion im arithmetischen Sinne vom ersten
Grad, da in diesem Falle die Koeffizienten app der Gleichung, welcher f{z} gentgt, als
ganze rationale Zahlen gewihlt werden kénnen (') )

Darauf hat WriErRsTRASS die E. Straufische Behauptung widerlegt, indemer ein Beispiel ei-
ner ganzen transzendenten Funktion mit rationalen Koeffizienten gab, welche an allen ratio-

(*)- Unverinderte deutsche Ubersetzung der Habilitalionsschrift des Verfassers, die  am 31, Mhrz
1958 der Math, - Naturwiss. Fakultat der Universitit [stanbul vorgelegt wurde,
(1} Fir diese detzte Behauptung vgl. (2} in der nachsten Seite.
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nalen Stellen rationale Werte annimmt. Endlich ist Faber durch Angabe der Beispicle
transzendenter Potenzreihen, welche sogar an allen algebraischen Steilen rationale Werte annch-
men, in dieser Richtung viel weiter gegangen. Fiir ausfiihrlichere Information iber dieses
Thema vgl. die Einleitung von K. DORGE. Enfscheidung des algebraischen Charakters von
Potenzrethen mit algebraischen Koeffizienten aufgrund ihres Wertevorrates. Math. Ann. Bd.
122, S. 259-275 (1950). Es stellt sich auf diese Weise heraus, daB die Annahme algebraischer
Werte an allen algebraischen Stellen zur Sicherung der Algebraizitit (folglich der Algeb-
gebraizitiit im arithmetischen Sinne) einer analytischen Funktion nicht geniigt. So entsteht fol-
gende Frage :

Gegeben sei eine endfiche oder unendliche Folge von algebraischen Argumenten, welche dem
Definitionsbereich einer analytischen Funktion w = f(z) gehdren (solche Folgen werden im
Folgenden manchmal auch Interpolationsfolgen genannt) (V). Welche zuséitzlichen Bedingungen
aufler Algebraischsein miissen die Werte dieser Funktion und eventuell dicjenigen ihrer Ablei-
tungen erfiillen, damit w=f(z) algebraisch (und folglich algebraisch im arithmetischen Sinne(®))
wird? (Falls die Argumcntfolge endlich ist, muss mindestens an ¢iner Stelle unendlichviele
Ableitungswerte herangezogen werden, da eine analytische Funktion durch abzéihlbar
unendlich viele Parameter bestimmt wird.)

Dies kiinnen wir auf folgende Weise besser ausdriicken :

Betrachten wir die Matrix

aEO a20 “sa a!'O L
@1 Gyt My e

alj GQJ- afj LA R

1 ; .
wo  ay = vl Fu (z;) ist.

Diese Matrix habe unendlich viele algebraische Elemente fiir eine Folge aus algebraischen
Zahlen {z;}. Welche zusitrlichen Bedingungen sichern die Algebraizitit von w=/(z) 7 Die
zusiitzlichen Bedingungen, die bisher gegeben worden sind, kénnen wir in dref Typen einteilen ;

1) f(z) soll eine ganze Funktion und die Wachstumsordnung von f(z)fir z—>co
soll nach Oben beschrinkt sein (In diesem Falle wird die Funktion, wenn algebraisch,
zwangsweise ein Polynom, Bedingungen von diesem Typ wurden zuerst von PO6LYA gegeben. Vgl.
G, PoLya. Nachr. Ges, Wiss. Géttingen 1920, 8 1.-10, und fiir einen allgemeinen Satz von
diesem Typ die Einleitung von Ty, SCUNEDER. Ein Satz itber ganzwertige Funktionen als
Prinzip fiir Transzendenzbeweise. Math. Ann. Bd. 121, 8. 131-140 (1949). Offenbar sind diese
Bedingungen fiir die Algebraizitit von f(z) hinreichend, aber nicht notwendig. Diese Ergeb-
nisse und deren Verallgemeinerung auf die algebraische Abhingigkeit im arithmetischen Sinne
mehrerer Funktionen wurden von ScuNemeR fiir die Beweise der Transzendenz von €% (« 4 0,1
algebraisch), «f (¢, B algebraisch, « 4= 0, 1, § irrational) und dgl. m. verwendet. Fiir Infor-
mation vgl, dic oben zitierte Arbeit von SCHNEIDER.

ft) Da dic Menge aller algebraischen Zahlen abzihlbar ist, kann jede Untermenge von ihr in eine
endliche oder unendliche Folge angeordnet werden,

(7} Diese letzte Behauptung wird genau so bewiesen wie in der oben aufgefithrten Arbeit von
K. Dorge, "Hilfssatz 6" 8. 264. Da wir in der vorliegenden Agbeit direkt die Algebraizitiit im arithmetischen
Sinne von f(2} beweisen worden, benutzen wir die obige Tatsache nirgends.




IM ARITHMETISCHEN SINNE ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 3

2) Als der Natur der Sache besser passend, wurde eine Folge z; £ genommen, wobei
{ dem Regularititsbereich von f(z) gehort, und auf die Grissen von f(z;) und ihren Ableitun-
gen an den Stellen z; einige Beschrdnkungen auferlegt. Wenn auch die Grossen der Glieder von
{z;} passenderweise eingeschrinkt werden, werden die vorhin angegebenen Bedingungen
nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig, womit algebraische Funktionen im arithme=
tischen Sinne vollstéindig charakterisiert werden. Der erste Satz von dieser Art wurde 950 von
K. DorcE angegeben. Vgl Satz 5 in der oben angefithrien Arbeit von DSRGE.

In seinem Kriterium hat DércE nur die erste Zeil (Funktionswerte flr eine Argumenten-
folge) und nur eine Spalte (simtliche Ableitungswerte an einer Stelle) gebraucht. Danach hat
Th. Schneider (1951) das erste Kriterium gegeben, welche nur die Funktionswerte (also nur die
erste Zeile der matrix (a; j)) benutzt und zwar an den Stellen der unendlichen Interpolationsfolge

{z:} = { %} (7 natiirliche Zahl). Vgl. Satz 1 und II in Scunemer [I]. Die Schneiderschen

Kriterien wurden in I¢en [1] auf allgemeinere Interpolationsfolgen verallgemeinert {1957). In
icen [2] wurde das erste Kriterium der vorhergehenden Arbeit auf den Fall verallgemeinert,
wo in der Matrix {a; j) digjenigen Elemente a; ; verwendet wurden, welche fur jedes / nur
die Bedingung j < j (f) erfiillen. Dabei ist j (/) eine peignete Funktion (1956).

3) Eine andere Eigenschaft der Funktionswerte der algebraischen Funktionen im arithme-
tischen Sinne wurde von Eisenstein (1852) gegeben. Vgl. z. B. PSLya-SzecO. Aufgaben und
Lehrsitze aus der Analysis Bd. II, VIII. Abschnitt, Aufg. {4f und 236. Berlin 1925 oder
BieserBacH. Lehrbuch der Funktionentheorie IL 2. Aufl. Kap. VII § 11, Leipzig
und Berlin 1931. Bekanntlich ist diese Eigenschaft nur notwendig, aber nicht ausreichend.
Auch in dieser Richtung hat Th. Scuneber 1954 eine Charakterisierung der algebrai-
schen Funktionen im arithmetischen Sinne gepeben, indem er die Eisensteinsche Eigenschaft

statt an einer einzigen Stelle, an endlichvielen, der Folge {z;} = {i} gehorenden, Stellen
i

voraussetzte und einige GriBenbedingungen hinzufiigte. Fir weitere Einzelheiten wvgl.
SCHNEIDER [2],

I1. Der Fall der Potenzreihen im p-adischen Gebiet. Parallel zu I 1) 2) 3) ldsst sich auch im
p-adischen Gebiet Algebraizititskriterien angeben. Hier wird als Argumentenbereich das
p-adische Gebiet genommen, welches wie folgt definiert wird :

Bekanntlich 1dsst sich der Kérper P der rationalen Zahlen nach zwei verschiedenen Typen
bewerten () : Die gewOhnliche Bewertung nach dem Absolutbetrag und je eine p-adische
Bewertung fir jedes natiirliche Primzahl p. Wie der Korper der komplexen Zahlen den Idein-
sten Oberkdrper der rationalen Zahlen ist mit der Eigenschaft, zugleich algebraisch abgzsch-
lossen und nach der Absolutbetragbewertung perfekt zu sein, so kann fir jede p-adische
Bewertung der rationalen Zahlen einen solchen Oberkdrper gebildet werden, welcher sowohl
algebraisch abgeschlossen als auch nach der vorliegenden p-adischen Bewertung perfeke
und iiberdies die kleinste von derartigen Oberkdrpern ist. Diesen letzten Korper, welcher den
Seitenstiick zum Korper der komplexen Zahlen fiir die p-adische Bewertung bildet, wollen wir
das p-adische Gebiet (p-fest) nennen und um die Analogie zu bewahren, wollen wir den Krper
der komplexen Zahlen nunmehr *das komplexe” Gebiet nennen. In der vorligenden Arbeit
wird irgend eine Bewertung mit | | bezeichnet. Wenn es prizisiert -werden soll, dal es um
die Absolutbetrag-bzw. eine p-adische Bewertung handelt, wird die Bezeichnung | oo bzw.
| [p verwendet,

(1)} Flir die Bewertungstheorie vgl. folgende Biicher : H. Husse. Zahlentheorie. Akademie-Verlag. Berlin
1949, und insbesondere Loonmstra. Analytische Untersuchungen iiber bewertste Kdrper. Amsterdam 1941,
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Danach ist das p-adische Gebiet sowohl ein algebraisch abgeschiossener Kérper, ais auch

ein metrischer Raum mit der Metrik | a—b |,, wobei a, b zwei beliebige Elemente des
p-adischen Gebiets bedeuten. Bekanntlich ldsst sich im p-adischen Gebiet auBer algebraischen
Operationen, aus der obigen Metrik entstammende Konvergenz und Limesbegriffe definieren
und hiernach die stetigen zu unterscheiden unter den Funktionen mit Definitionsbereich und
Wertevorrat aus dem p-adischen gebiet. Unter den stetigen Funktionen wollen wir uns
hier insbesondere fiir die Potenzreihen interessieren : Befrachten wir die Potenzreihe
oo
Z oy (z—L)¥, wobei die Koeffizienten ¢, und ¢ dem p-adischen Gebiet entnommen sind.
y=()
Wenn hier fiir z Werte aus demselben Gebiet eingesetzt werden, wird die obige Reihe wenig-
stens fiir z = ¢ konvergent. Falis dieselbe fiir noch einen anderen Wert von z konvergiert,
dann kann eine reelle Zahl r >0 (welche eventuell -+ oo sein darf) gefunden werden, derart,
daB die obige Reihe fiir alle z, welche der Bedingung | z —E Jp < ¢ geniigen, konvergiert.
Aber die analytische Fortsetzung von einer p-adischen Potenzreihe durch Umbildung ist, im
Gegensatz zum komplexen Fall, nicht mdéglich; denn das Konvergenzgebiet der durch
Umbildung enstandenen Reihe stimmt mit dem urspriinglichen iiberein (Ygl. z. B. das der
oben angefithrte Buch von Loonstra. Kap TIT § 19 8, 53 ff.). Folglich wird unter einer analy-
tischen Funktion im p-adischen Gebiet nur eine einzige Potenzreihe von der obigen Art ver-
standen. Wenn eine analytische Funktion im p-adischen Gebiet, w = f(z), identisch eine
Gleichung

I

Z cpu zh wh =
A, =00

mit ganzrationalen Koeffizienten eju erfilllt, heiBt £(z) “algebraisch im arithmetischen Sinne
im p-adischen Gebiet”. Danach ldsst sich, parallel zum komplexen Fall, auch fiir die
analytischen Funktionen im p-adischen Gebiet Kriterien angeben fiir deren Algebraizitit
im arithmetischen Sinne :

1) Zum erstenmal wurden von A. GUNTHER Algebraizititsbedingungen im p-adischen
Gebiet angegeben, indem er das in 1 1) erwihnte Satz von SCUNEIDER ins p-adische fiberirug,
um das gewonnene Theorem, wie bei seinem Urbild, auf einige Transzendenzbeweise anzu-
wenden (*). Vel. A, GUNTHER. Uber transzendente p-adische Zahlen I, Journ. f, d. reine u.
angew. Math. Bd. 192 8. 155-166 (1953).

2y Das in 1 2) erwdhnte (notwendige und hinreichende) Kriterium von ScHNEIDER wurde
_.in zwei Arbeiten vom Verfasser sowohl verallgemeinert als auch ins p-adische Gebiet fibertra-
gen (Vgl. Icen [1] und [2]). Als Anwendung wurden je einen Transzendenzbeweis im

{*) Bekanntlich enthilt das komplexe Gebiet, d. h, der Korper der komplexen Zahlen zwei Sorten

von Elementen, wefche algebraisch und transzendent heiflen, Die ersteren erfiillen eine algebraische Glei-
) .
chung von der Form E Ay xC =0 mit ganzen raticnalen KocfTizienten, die letzteren keine solche Glei-
=0 . B - ) .

chung. Auch die Elemente des p-adischen Gebiets lassen sich, parallel zum Obigen, auf zwei Klasscn, eine
(p-adisch) algcbraische und einc (p-adisch) transzendente, einteilen, je nachdem sie cine oder keine Gleichung
3 .- PP
2 ay x® =0 mit ganzen rationalen Koeffizienten erfiillen,

=0
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p-adischen Gebiet gegeben. In diesen Arbeiten hat die Idee der *zuldssigen Folge”, welche
teilweise schon bei Dirce vorhanden ist, die wesentliche Rolle gespielt. Das Vorhandensein
im p-adischen Gebiet von =zuldssigen Folgen, deren Absolutbetrag nach +eo, aber deren
p-adische Betrag nach Null streben, macht dieses Kriterium zur Anwendung auf p-adische
Transzendenzprobleme besonders brauchbar, Wihrend man im komplexen Gebiet Interpo-
lationsfolgen so nehmen muf, daB die Absolutbetrige der cinzelnen Glieder gegen + oo
divergieren, woraus die Notwendigkeit entsteht, daff man auch das Verhalten der Funk-
tion im unendlichen (z. B. deren Wachstumsordnung) heranziehen muf}, Daher lassen sich die
Ilassischen (d. h. im komplexen Gebiet) Transzendenzergebnisse (von ¢®, af) aus dem obigen,
sich nur auf den Funktionswerten an den Steilen einer zulidssigen Folge stiitzenden, Krite-
rium nicht herleiten. Im Satz I der vorliegenden Arbeit wird das Kriterium in Igen [2]
erweitert und danach werden hieraus einige Irrationalitdtsergebnisse gewonnen.

3) Im Satz II der vorlicgenden Arbeit wird das in I 3) erwidhnte Kriterium von
ScunemErR [2] sowohl auf allgemeinere Interpolationsfolgen als die dort betrachtete

1 . . . S
{ —T} erweitert, als auch in das p-adische Gebiet (ibertragen.

§ 1. Einige Definitionen und Hilfssitze

Die algebraischen Zahlen im komplexen und diejenigen im p-adischen Gebiet bilden
zwei zueinander isomorphe Kérper, da beide isomorph dem formalen algebraischen Abschluf3
im Kronccler-Steinitzechen Sinne des Korpers der rationalen Zahlen sind. Weiter unten
wird unter dem Absolutbetrag einer algebraischen Zahl aus dem p-adischen Gebiet den
Absolutbetrag  der komplexen Zahl verstanden, welche vermoge der obigen Isemorphie der
ersten Zahl entspricht und folglich dieselbe Minimalgleichung (fiir eine Definition vgl. unten)
erfilllt wie diese. Falls unten von einer algebraischen Zahl die Rede sein wird, wird ohne
Unterschied eine aus dem komplexen oder p-adischen Gebiet verstanden, Nur im Laufe
einer und derselben UJberlegung wird das Gebiet, aus dem eine bestimmie algebraische Zahl
entnommen wird, immer dasselbe bleiben, es sei denn das Gegenteil ausdriicklich gesagt wird,

Wir wollen hier einige Definitionen aus der Anfangsgriinde der Theorie der algebra-
ischen Zahlen zusammenstellen, um dieselben Ilarer hervortreten =zu lassen. Fiir weitere
Auskunft vgl. z. B. : E. Hecke. Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen
Leipzig 1923 und Tu. Scunemer. Einfiihrung in die transzendenten Zahlen. Berlin - Gittingen
-Heidelberg 1957 (S. 4-7 und 10).

Die Minimalgleichung und das Minimalpelynom einer algebraischen Zahl, Unter allen
algebraischen Gleichungen mit ganzen rationalen Koeffizienten, welche eine algebraiche
Zahl « erfilllt, gibt es eine, bis auf den Faktor + 1 eindeutig bestimmte, mit minimalem

5
Grad und teilerfremden KoefTizienten. Es sei G (x) = Z ag x° — 0 diese Gleichung. Die
—0
Gleichung G (x) = 0, welche im Ké&rper P der rationalen Zahlen notwendig irreduzibel sein
mufl, wird die Miuimalgleichung und das Polynom G(x) das Minimalpolynom von «
genannt,

Der Grad, die Héhe und das »Haus” der algebraischen Zahl «. Der Grad von G(x)
heit der Grad von « und das Maximum der (nach dem Vorigen durch « eindeutizg bes-
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timmten) Absolutbetrige der Koeffizienten von G(x) heiBt die Hoéhe von «. Wird diese
Hohe mit 4, bezeichnet, so ist

By == Max | ag |o -
o=, 1,..., ¥

Die anderen Wurzeln von G(x) =0 nennt man die Konjugierten (nach dem K&rper §) von «
und die Gesammitheit aller Wurzeln (z einbegriffen) von G (x) wird das System der Kon-

jugierten von « genannt. Wenn oD (f==1,2,..., 5 das Konjugiertensystem von « ist,
heit die Zahl
[a] = Max |2,
i=1,2,,..,58
$ . a
das Haus von « und die Zahl N{x) = 1] * die Norm von «. Weil N(x) = (—1), a"

i=t ¥
gilt, ist die Norm eine rationale Zahl.

Ganze algebraische Zahl, Bekanntlich heiBt « ganz-algebraisch, falls a, =— + 1 ist.

Wenn eine endliche algebraische Erweiterung vom g-tem Grad des Kérpers der rationalen
Zahlen gegeben ist, kann man in diesem Oberkdrper Systeme wy, ©g,..., @, VOn g ganzen
algebraischen Zahlen finden, derart, daB jede ganze algebraische Zahl % aus dem Oberkérper
in der Form a=u; w; - uy wy + ... - u, o, darstellbar ist mit ganzen rationalen u,
Hpyooos Uy Ein solches System wy, @, ..., @, heiflt eine Ganzheiisbasis des betreffenden
Oberkdrpers.

Der Nenner einer algebraischen Zahl «. Die kleinste natirliche Zahl N, fiir die N «
zn einer ganzen algebraischen Zahl wird, heift der Nenner von x. Da bekanntlich a, «
ganz ist, ist ein solches N immer vorhanden und es gilt ¥V = ja|eo < Ay,

Nun wollen wir einige Hilfssdtze bringen, welche im Folgenden benutzit werden. Der
erste von diesen ist ein Iingstbekanntes Resultat (ber die Abschitzung nach oben der
Absolutbetrige der Wurzeln eines Polynoms. Der 3. und 4. gehdren der Theorie der
Diophantischen Approximationen und wurden von SmGeL gepeben. Der 2., 3., 6., 7., 8.,
wurden in den fritheren Arbeiten des Verfassers gegeben und die ersten vier enthalten einige
einfache Abschitzungen fiir algebraische Zahlen, wihrend der 8. einc auch im p-adischen
giltige und der Verwendung in den kommenden Sdtzen angepaBte Form des Schwarzsehen
Lemmas aus der Funktionentheorie darstellt, Hilfssdtze ¢ und 10 werden erst in dieser Arbeit
gegeben. Der erste davon verallgemeinert einige frither von Verf. gegebene Héhenabschiitz-
ungen ; der zweite fihrt die Algebraizitdit im arithmetischen Sinne einer Funktion im
p-adischen Gebiet auf dieselbe Eigenschaft im komplexen zuriick,

Unten werden die oben erwihnten Hilfssitze aufgefithrt und bis auf die letzten zwel
werden keine Beweise gegeben, sondern nur auf die Stellen, wo dieselben zu finden sind,
hingewiesen,

HS 1. Es sei hy die Hihe,

i ag x% =0

o=0

die Minimalgleichung, und | « | das Haus von «. Dann gilt
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Tl ot
- |as|°°

4.

Vgt z. B, O. PERRON. Algebra IE, Berlin und Leipzig 1927, S. 21 Satz 14.

HS 2. Der Nenner N von o geniigt folgender unteren Abschiitzung :

X
|as|ms‘ = N.

Vegl. HS 4 in Icen [2]
HS 3. Es sci
Px)=k,+ <+ + I, x"

ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das im Kdvper der rationalen zahlen reduzibet
ist, und.

P(x)z(k; + ...+ /c:,,x"')Q(x) , 0t <, (k(:, ,k:,,):l
eine Zerlegung von P(x). Setzt man
Max (| K loseos | onlod =k Max (& |, s | K l)=H,

so gilt
k"=nlk.

Vel C.L. SiegeL. Approximation algebraischer Zahlen. Math. Zeitschr. Bd 10 (1921), S. 176.

w=1,...,m
al’“’(?:l,...,n )

ganze rationale Zahlen, und n > m. Dann hat das lineare System

HS 4. Es seien

in
Z al-wxv:O ("":}:-'-:m)

v=1

eine nichttriviale Lésung in ganzen vationalen Zahlen x,,+++«, x, mit folgender Eigenschaft .

x| @B £1] =t ,..m.

Dabei ist B=maxX | opy o, und bekanntlich bedeuter [w] fiir eine reelle Zahl v die grisste
unter den ganzen rationalen Zahlen, die <« sind. Ist insbesondere

n>=2m, so gilt
P %y loo =21 B,

Dieser wichtige Hilfssatz wurde ebenfalls von Sieger gegeben. Vgl C. L. Sieger. Uber
einige Amvendungen diophantischer Approximationen. Abb. Preuss. Akad. d. Wiss, Jahrgang
1929. Physikatisch-Math. Klasse No.1. Berlin 1930. 8. 7-8.

HS 5. Es seien &, , %y, ..., %y algebraische Zahlen mit den jeweiligen Graden o, , 0, ,...,0;
und Hohen hy , by ..., By . Es seien ferner
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{Pa,, 0y, 0p): Ple=ound by , hy, ..., hp = H.

Dann existiert inP (a, , 6y,...,%) eine Ganzzheitsbasis w, , wy, ..., 0 mit der Abschiitzung

o] < C@H™ (j=12,..,0),

wobei fiir C, (0),Cq(0) folgende Werte genommen werden kdnnen :

4 logs  logg/leg2)\o—1
Cl(a):Bu(zlogz.g ) , falls o> 1
{1 ,falls =1,
. loge ..
f— s ] =~ 1,
C, (o) (log2+ 1)(0 1) fiiro =1

vel. feen [2], Hilfssatz 7.

HS 6. Es sei y eine ganze algebraische Zahl aus einem algebraischen Zahildrper K,
w;(=1,2,...,0) eine Ganzheitsbasis von K mit

ol =0 (=1,2,..,0).
Dann hat y die Darstellung
g
y= Z wyop , 4y (i=1,..,7) ganz rational mit
=t

| #; | Z (0?0257 ] (=1, ...,0).
Vel fcen [2] Hilfssatz 8.
HS 7. Es seien u(z), v(z), zwei an der Stelle z=z, reguliive analytische Funktionen. Es seien

Jerner

1 .
i @) =0t bow. 0P @) =010

lauter algebraische Zahlen mit den Hauptnennern A, bzw. B,. Dann ist auch

1

d '
‘rd_zr_(i“(z)}’“[v(z)]*‘) (=0.1,...,0)

! Z=1z,

eitte algebraische Zahl, die durch Multiplikation mit A% B,W zu einer ganzen Zahl K;m (z,)
wird, welche der Abschiitzung

| K20 | £ 20Uy @V

geniigt, wobei U. bzw. V obere Schranken fir

1
Tn(j)(zo) A, (F=0,1,...,0)

. 1 i
(J :0)1 3ty Q) bZW. ‘ j_l‘U(J) (20) BO

bedenten (also U, V' = 1).
Vel. Icen [2] Hilfssatz 9.
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HS 8. Fs sei f(z) an der Stelle z=={ in eine fiir | z—C | = r konvergente Potenzreihe ent-
wickelbar und . : ’ ’
{,m
P@= Y, cpwzr Y@M

2,0 = 0,0

habein | z—C | < }T die Nullstelten z==0,,,...,Lp , wobel mehifache Nullstellen mehrfach

zu zéfhlen sind. Dann gilt fiir | z—0 | < die Ungleichung

8
(,b(z) R N ¢ wal N
(z— ) (z—Ly) ... (z—Lay) _L’l Y2 ¥y

Dabei bedeudet R eine obere  Schranke von

Vean | (1:0,...,1 )
A w#=0,..,m
und es wurde gesetzt: )

C p=4Max (1, | L}, ),

. ‘ (/) .
1*:,24MaX( LD @ | f\f—j—fﬂ|ﬂ )

Jls:Max(l’%)"‘ -~

DaRl dieser Hilfssatz sowohl fiir das komplexe als auch fiir das” p-adische Gebiet richtig
ist, wollen wir hier betonen, Vgl. fgEn [1] Teit I & 2 Hilfssdtze 5 und 6, und Teen [2} §1
Hilfssatz 10. '

HS 9. Es sef

o

- @
FX13 X%y, 00y X)) = X dg g, ap X, ¢

1 %o -
JCa ...xu

* ein Polynom vom Grade din u Unbestimmten x| ,x,, ..., X, und. mit ganzen vationalen Koeffizienten
A“: PRI Ey seien ferner B, 8,,..., Pr v algebraische Zahlen mit [P(8,,0,,..,8,):Pl=pg.
Dann ist auch die Zahl F(8,,8,,..., 8y} algebraisch von héchstens g-tem Grad, deren Hohe H
Jolgender Ungleichung genligt

o (u+1)ed
H=g1(2K)8 284, plit DEC,

wobei K:E IA“I%---%!“
B 4 [’ [
1 3 ey

£

s 2

ist wnd hAmax das Maximum der Héhen von 8., %,,..., %, bedeutet.
Beweis. Es scien ki, hy, ...k, die Hbhen ,a,,4,,...,4, die Nenner von 8,,7,, ... ,fa -
Wenn ferner ﬁ(l") s BE") yaees ﬁgi) (i=1,2,...,g) die ‘jeweiligen ¥onjugiertenysteme von

Bisfay.. By in Korper P (8,,8,,...,7,) bedeuten, erfilll die Zaht F (3, , 8,,..., ) die
Gleichung
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g . R 4
(@,a,-.a)® [[ [x—F(89, 89, .., g = Yy x? =0,
=1

=0

wobei die Koeffizienten ey (v=0,...,g) leicht als ganzé rationale Zahlen zu erkennen sind.
Da die Minimalgleichung von F(#,,8., ..., 8z) ein Teiler von dieser letzten Gleichung ist, gilt
nach HS 3 : ‘

f
HZg ) Max feyl .
v={}

Nun ldsst sich eine obere Schranke fir | cy |4 (v.:l, ...,£) wie folgt berechnen :
Aus ‘

f ; T . %y y

LR, g0 ) }é 2l aie,aule 10 T80 T4

N T

[+

13

und aus dem HS 1 zu entnehmenden Beziehung | « | < 2k, erhilt man

RGO Y =Y ST

max °

i
Die Koeffizienten des Polynoms Z ey x¥ sind Produkte von (a, a,... a,,)gd mit den ele-
v==0

mentarsymmetyischen Funktionen von F (.(J‘E“ ,ﬂf), e h‘fp ). Daher ergibt sich unter Beriicksich-

. d d
tigung von (a, 4, ...ap)*" = ADTY

levlw < M99 (9). (k.22 000" (=018

mAax

Wegen 0 =Zv<g und (-’\;’)éZg folgt hieraus
d pd # .
| oyl = 0294 22 (k.24 02 ¥ w=0;1,...2).
Die Finsetzung dieses Ergebnisses in die rechte Seite der am Anfang des Beweises gegebenen A

g
Abschiitzung H =“g ! max | ¢y |4, liefert uns die Behauptung des Hilfssatzes.
v=I[}

. - _‘
HS 0. Jeder Potenzreihe f(z) :Z a1y Z¥ im p-adischen Gebiet, deren Koeffizienten algeb-

r2={Q
o0

raisch sind, Iisst sich eine Potenzreihe f(Z)== Z ay Z¥ mit denselben Koeffizienten im kom-
=0 '
plexen Gebiet zuordnen. Wenn f(2) algebraisch im arvithmetischen Sinne ist, ist f(Z) es auch.
Beweis. Ist f(z) algebraisch i.a.8., so gilt identisch in z eine Gleichung von der Form
' 1,m ] 7
D s F@W =0,

2,04=0,0
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mit ganzen rationalen Koeffizienten cap . In der Potenzreihenentwicklung der linken Seite sind
die Koeffizienten P (e s ay) vON 2/ (i=0,1,..)) Polynome in den ¢y, oy mit ganzen ratio-
nalen Koefflz1enten Danach ist das Erfiilltsein der obigen Gleichung gleichbedeutend mit dem
Bestehen des Gleichungssystems Pj(cm,av)_ 0 (7==0,1,...). Andererseits zieht das Beste-
hen dieses Gleichungsystems die identische Giiltigkeit in Z der Gleichung

I,m

Y, eanZM (@R =0

A,0=0,0

nach sich. Denn in der Entwicklung der linken Seite nach Potenzen von Z tritt als Koeffizient
yon Z/ genau P (capsay) (j=—0,L,...) auf. f(Z) bildet also eine der uns in der Funktio-
nentheorie bekannten Puiseux-Entwickiungen an der Stelle Z =0 der durch die Gleichung
. I,m
Y cawZhwt=0
Ay 1=0,0

definierten algebraischen Funktion,

§2. SATZ I

In Satz I werden wir eine—dem komplexen oder p-adischen Gebiet gehorendeHlnterpola-
tionsfolge {z,} mit folgenden Eigenschaften gebrauchen :

1%) Die Glieder zn (#=1,2,...) der Folge sind voneinander verschieden und jedem Glied

z, wird eine natiirliche Zahl j, zugeordnet, die die Vielfachbeit von z, genannt wird. Die Viel-
n

fachheiten sind der Bedingung unterworfen : fiirn— o Ju4,=0(/f,) wobei J,,ZZ}'V gesetzt
r=1

wurde. (Fiur die Definitionen der -Symbole O und ¢ die wir im Folgenden hiufig gebrauchen,

sei z.B, auf die ersten Seiten von E. LANDAU. Vorlesungen {iber Zahlentheorie II. Leipzig 1927

verwiesen,)

2°) z, ist eine algebraische Zahl vom Grade s,, wobel s, <5 (n=1,2,...} mit einer
festen positiven Zahl s gilt. :
3°) Es existiert eine positive Zahl ¢ und ein Element { aus dem komplexen oder p-adischen
Gebiet je nach der zugrunde gelegten Bewertung, so dal fiir genligend grosse # die Ungleich-
ung
1
| znif l = - (;
hi’l
gilt. Hier bedeutet A, die Hohe von z,.

(Wie in I¢en [2], Anfang vom § 2, kann aus 1°), 2°) und 3°) gefolgert werden, daB f,— « fir
n—r o gilt. Folglich ist { z, | eine nach dem Limes { konvergicrende Folge.)

4°) Die Folge {log/,} geniigt folgender Bedingung : Es gibt eine positive konstante A, so
daf} fir geniigend grosses »
1
ZJ'V log fiy

=t =~ 4log A,
-[,-‘ — Rt




1z © 0. icen

ist. (Fiir eine nach - oo divergierende Folge {u,} werden &, und #,, wie in fgen [1Tund [2]
folgendermalen ‘defiiert : Bpy== MAK (I, Uy s oon 5 Uy Uy ==TAM (U, 1) | Hp ) und {1}
sind offensichtlich monéton nicht-abnehmend und es gilt auBerdem Enéu,,éﬁnfﬁr jedes n.)

Satz I Es sei {z,} eing wie oben definierte Interpolationsfolge und f(z) eine an der Stelfe
z=F regulir analytische (d.h. in eine Potenzreihe nack den Potenzen von z— 1§ entwickelbare)
Funktion. Wenn folgende Bedingungen erfiillt sind, ist f(z) eine algebraische Funktion im arithmeti-
schen Sinne : Es seien fiir geniigend. grosses n '

1 i , ,
a) a,,j:]_—'f(")(z") (/=01,...,j,—D
algebraische Zahlen mit

[P(anoa g, a-'-" a,,} jﬁ_.l) : P] é f;

wobei t eine positive Konstante bedeutet,
b,) log B,<C O.J, log hy,

b,) Max log H, ;<< QF, logfy, .
=01 ja—1 i

Hier bedentet Bn den gemeinsamen Nenner von Qpo»fnys -5 @, ¢ (d.h. die kieinste positive
e

ganzrationale Zahl B, , fiir welche B, a, jg (j=0,1,....0,— 1 ganz algebraisch werden), und H, ;
die Hohe von a, i @ ist irgendeine positive Konstante, welche folgender Ungleichung geniigt :

+2 2 -
0< 0,610, )= (—p2 o)

S Cyist) 7512560 Cy (st}
log a
log2

An der rechien Seite ist Cy(6) =10 C, (), wobei, wie in HS 5, C,(o) :( + 1) (o—T1) ist,

Umgekehrt : Die Funktionswerte an den Stellen einerrwie oben definierten Folge {z,} jeder
an der Stelle z=1{ reguliiven algebraischen Funktion im avithmetischen Sinne f(z) geniigen den
Bedingungen a), b)), by).

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass dieser Satz nebst seinem nachstehenden Beweis
sowohl im Icomplexen als auch im p-adischcn Gebiet giiltig ist,

Beweis, Wir bemerken zunichst, dass wir aus {z, }_ durch Weglassung von endlichvieler,
etwa n,, Anfangsglieder gewonnene Folge {z’n}:{z,,u.H,} mit den Vielfachheiten ', =1, +n
wiederum die Eigenschaften 1Y), 2°),3%,4°%) hat (Wenn 4", die Hohe von z*, bedeutet,

) '

—_— =¥/

J ! dzj z=2z'p "

gesetzt wird und Hy 5 dic Hohe von a’,; bedeutel, ist W o=t ns a’nj:an;)+n-}’
H’n)',-":H - Ferner gilt

g

n ny

. .
Ta= 2= Yingtv=da— Yojue)
v=1 .

v=1 y=l

Falls wir n, geniigend groB wihlen, kénnen wir erreichen, dass die Folge {z’,} sowohl der
-

T wobei r dieselbe Bedeutung wie in HS 8§ hat, geniigt, als auch

Bedingung | z,—&| <
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fir sie 3°) und 4°) von m=1 an verifiziert werden, Dabei kann die Konstante A" in 4°) belichig
nahe an A gewihlt werden. Ausserdem kann man auf ndmliche Weise auch die Voraussetzungen
a), b,) , b,) von Satz I von n=1 an als verifiziert annehmen. {(Q’, die in diesem Falle die Kon-
stante @ in b}, b;) ersefzt, geniigt wiederum der Bedingung Q<< Q,(s,f,¢, AY=0,"). Dem
nachstehenden Beweis legen wir statt { z, } eine auf diese Weise normierte Folge {z,”} zugrunde,
Nun bilden wir ein Polynom
1,m
® Ga(@) = ) crn (G
' © o A=0,0

in z, f(z), Hier sind diec Koeffizienten cyp und die Grade I (1= 1) zunichst unbestimmt,
aber werden naqhher als Funktionen von n so gewihlt, dass sie die Gleichungen

: o 1 20 r=1,2,...,n
2 1 Pn =0 j:0,1=--"-f;_1)

und einige weitere, spiter zu prizisierende Bedingungen erfilllen. Nachdem /[, caw auf
diese- Weise gewéhlt worden sind, wollen wir zeigen, dass nicht nur (2}, sondern auch

1 e, r=n-+Lla+2,..
77777 _ 500 — e
3) - jree &=0 (_.':O,I.m-afv—f )

giiltig sein wird, wenn nurn geniigend groB festgesetzt ist, Damit wird gezeigt sein, daB die Funk-
tion ¢¥,(z) fir jede Stelle einer nach ihrer Regularititsstelle { konvergierende Interpolations-

folge { z;} verschwindet, Hieraus wird nach dem Identititssatz fiir Potenzreihen, der sowohl
im komplexen als auch im p-adischen gilt, das identische Verschwinden von ¢, (z) gefolgert,

Zur Ausfithrung dieses Planes schreiben wir die Gleichungen (2) in der Form :

Lm
1 y=12,...,n
- = l p . 1 L ! -
4 2 YT i (z f(z))r O(j:O,l,...,jv—l)
A,u==0,0

Aus der Voraussetzung ) des Satzes I folgert man unter Beriicksichtigung des HS 7, indem
man u(z}==%,v(z)= f(z) setzt und z:, statt z, ,j,; -—1 statt ¢ nimmt, daB

L

— —g—(z?‘(f(z')“)l L

algebraische: Zahlen sind, die durch Multiplikation mit AJ,XB;,”' simtlich ganz werden. Hier

,(;40[ sdo—1), also  den

' ) 1 d!
bedeutet A; den gemeinsamen Nenner von - T

r ’ R
Nenner von z,und B, den gernemsamen Nenner von

f
A e,

=010 .
Jl =z, .

Multiplizieren wir also (4) ‘durch A;,IB;'” , s0 werden alle Koeffizienteh von cyu ganze algeb-

raische Zahlen, Auf diese Weise erhalten wir ein (4) dquivalentes aber mit ganzen Koeffizienten
versehenes System
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: {m .
; ry=1,2,...,n
) C Y ewli= (-_—_-01 -’—1)’
Au=0,0" oady
wo die Koeffizienten
| i grigm A4 o
(6) Ly =4, BS". Nz (zM(/(=2)7) -

_ 4tm—h p'm—u Aj '
—A'v B'\r Ki\.,u(z-v)

folgende obere Abschiitzung gestatten

4

v
L A

P ' m
by Hlm o gyt ( Max H'.) .
_ L Sk , 4

: J=h 1,

Die Abschiitzung(7) folgt durch Anwendung vom HS 7 auf (6) unter Beriicksichtigung von

TP
S P v
)j! dzj(z) l 2 hy

1 g S . ,
T!“Ej(f(Z))L:z;I:ZHW (=01, .., 0, —

=2z |

die eine Folge vom HS | sind. ‘Andererseits gelten wegen der Normiertheit vc_m{ z,:} und laut
deri Vorausselzungen b,), b,) vem Satz I die Abschitzungen

) Max log B, < Q' J,, logh,,
y=1,2,...,n

@,) Max log H,, < Q" I, log ki
y=1,2,..,n
i=0,1,...,j.—1

Nun folgt fir (7) aus den Relationen j =J , A <k <k (v=12,..n und B,), (8, :
v n ¥ N L

— . - .
. I L:\_L = 2‘},; +f+m hnz(f + Q) )

woraus unter Zuhilfenahme der Tatsachen, dal m als > 1 gewihlt werden wird und

log h, — + o fiir n > ~ gilt, folgende Abschétzung fiir L;i gewonnen wird :

s

y=1,2, .. ,n
L an L o =0,1,.., /-1
= ez(.'+g J’?m) log h, +o(¢+ @ a4, m loeh,) Lo J;.

#=01..,m

®)

v/
L XT3

Nach (6) sind L‘;{L dem Kdorper

&= P2 16— V)
TENEY
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gehirende, ganze algebraische Zahlen. Nun hat nach HS 5 der Korper R; “eine Ganzheits-
basis @y, Wyy, ..., Wyg, , welche den Abschitzungen

¥

10 | owe | = Culoy) Max (G, Hy,, 01, sy H /1)) (6212, 0,)

. gentigt, wobel oy =£R: : P1 ogesetzt wurde. Aus 2% und Voraussetzung a) des Satzes
ersicht man

(11) _ oy < st (=12
AuBlerdem findet man mit Hilfe von (8,) :

r !Q.f
nt J ).

H) ..., H

Max (4, , _ ;) =< Max (h

¥

’ . . : 1
Da J, -» o fir m-»co, wird unter geigneter Wahl von N,, JJ: = —Q—,— fir #>= AN, und

folglich
Q’J' 0
Max (h" s "y =h, "Hira>=N.
Daraus folgt
. ’ ’ ’ 7, =r g’ J’
(12} Max {(h, , HVU, ws H I ! é h QJ, (n = N).

Da C(o) >0 fir e >1 ist, und C,{a), C, (s} monoton wachsende Funktlonen sind,
folgt fiir » > N, aus (10), (1) und {12}

. rQr Cy (ar)J r=12..,n )
(13) ) ave | = C, 6D R, . (6:1,2,.”’% .
Jetzt sei
y=1,2, ..., n
=0, 1y, fi—t
Vj V.
(14 Ly = 2 e @ ol

w=01..,m

die Darstellung der zu ?R; gehorigen ganzen algebraischen Zahl L;‘; nach der Ganzheits-

basis oy , @y, , 0y B g, YOD Q: . Mit Hilfe von '(9), (1) und (13) liefert der HS6

folgende Abschiitzung fiir die Absolutbetripge der ganzen rationalen Koeffizienten L{iﬁ

as) |12, [ = () (s R0 7y (1= Ny,

"Hier ist L eine Abkiirzung fiir die rechte Seite der Ungleichung (9). Aus m > 1, (9) und
(15) bekommt man nun

2+ 0Q Cy (s I ) lu“h + o ({07 Cy(sh) T m) logh )

paTi -fm =e (le"Nl)

ae |y

Hier wurde, genau wie beim Wortlaut des Satzes I, C,(*)=1-+¢ C,(o) pgesetzt,
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Jetzt erhalten wir folgendes lineares System fiir cjp, wenn wit (14) in (5) ecinsetzen :

i oy oy Ian ’
an 0= Y o ( L oy ) = ( Y o L;{N) g
Ap==0 a=1 o=1 3,p=00

p=1,2,...,n :
P=00, 0, 0t

Da oy, Oy, ooy Oyg, eine Ganzheitsbasis bilden, sind diese Uber dem Korper der

rationalen ‘Zahlen lincar unabhéngig, folglich ist (17) dem Systemn

. Lt ) yr— 12, ..., n
(18) Y oew =0 | =01, 5
Fou=0,0 A = 1, 2, oy Oy

fdquivalent. Wenn man hier # >N, nimmt, geniigen die Koeffizienten von cyp in (18) den
Uneleichungen (16). Das Gleichungssystem (18) enthélt (/-1 (w41} Unbekannten 2 und

n - .

o ’
2 i, on (ZstJ)
—1

-GIeichungen. Wir wollen hier / und m als Funktionen von n so wihlen, daB die Anzahl
der Unbekannten in (18) die doppelte Gleichungsanzahl Gbertrifft, d.h.
‘ . ) 7 . H
(19) G+ m+ 1> 2 Zjv’ oy
=1 )
wird, und ferner die durch (16).gegebene obere Schranke der Koeffizienten von (18) von
mdglichst niedriger Grossemordnung fir n— oo wird, (AuBerdem muB die, auch friher
erwihnte, Bedingung m>=1 erfillt sein, damit das Polynom @, (z, f(z}} die Funktion f(z}
wirklich enthilt), .
Alle diese Bedingungen werden erfitllt, wenn wir folgende Wahl treffen :

Q0 - =1IvistC, 0 J ]

m‘ - [ 256 }
| [
{Hier ist C,=C, (st}). Wenden wir nun auf (18) und (19} den -Spezialfall des HS 4, so

erkennen wir die Existenz einer nichttrivialen Losung in ganzen rationalen Zahlen von (18)
welche folgender Abschitzung geniigt :

2y @) on 1) Max | LYy, ( ity m )
@ el =@r0 mn Max 2Ly (F20000

Fir # = N, folgern wir nun aus (16} und (20):

— — ’ —.
©2) Max | LY | o ¢t V27 G @7 b0 T v oGl o
Vodshotn, &

Andererseits folgt aus 7+ 1 =20 | m+1.=2m yund (20} :
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r = 7.
o (‘In log J'?n)

23) 4+ Dm+1)=<e

Endlich ergibt sich aus (21), (22) und (23) fiir # == N, dic Abschiitzung

T C G 4 log T 4 0 0 log T 1=01,..,
(24) !C;Lp Im ée4 \/ZA{ Cy Q" J, log i, 4 O(Jn log nﬂ) ( , 1, I )

w=0,1,.., m

Die bisherigen Ausfihrungen kann man wie folgt zusammenfassen : Zu jedem natiir-
lichen Zahl # > N, lassen sich ganze rationale Zahicn '

A=0,1,.., 1
ey ~ I ’ *
>0 m>1, (‘p;\,(# ; )

finden, derart, daB cpp die Abschitzung (24) crfillen und das mit diesen /, m, eyp gebil-

dete Polynom
L

G @)= ), ezt (SE@M

=00

den Bedingungen (2) genlgt, d.h.

1y, ey =L, i
77 P (2)=0 ( =0, 1, ., 1, ) wird

Nun wollen wir durch einen Induktionsschlufl =zeigen, daB dieses @, (z) nicht nur den
Bedingungen (2), sondern auch denjenigen von (3) gentigt, d.h.

25 Ly @y=o0 ( P
jiror v J=0,1,..j —i

wird, wenn nur m == N, hiareichend groB gewilhlt wird. Dazu geniigt es, aus

(26} LY () =0 r=12,..,m
. j! +'n vl T j:o,l’___,j;_l
die Relationen
1 o, ‘ )
@7 T o7 (2.0 =0 (G=0,1,...j, , 1)

zu deduzierer: ; denn der Anfang der Induktion ist schon in den Gleiéhungen (2) vorhanden.
Um (27) aus (26) zu folgern, wolien wir uns des folgenden indirekten SchluBes bedienen :

Wiire (27) falsch, so gibe es ein j, mit 0. j, =< j‘:l +, — 1, derart, da

| S ¥ 2 B
—_— o
G G )0
gilt. ‘Falls es mehrere solche j, gibt, wihlen wir das klcinste unter ihnen; wir kinnen dahes
voraussctzen :

i

1 . t ; '
28) bl @0 (2, , Y50, aber ST P, (2 ) =0 fir 05 <y,

(Falis j, — 0 ist, ist die Menge der j mit 0 =< j << j, leer. Das stdrt aber die Giiltiglkeit des
Beweises nicht). . :
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Wir wollen .unten zeigen, daB (25) und (28) zusammen auf einen Widerspruch flihren, womit
(25). nach dem Prinzip der vollstéindigen Induktion und folglich der direkte Teil des Satzes I
nach dem am Anfang des Beweises Gesagten bewiesen sein wird,

Zu diesem Zweck bilden wir

’ I5i i 1 [§8] ’
(29) y}fo (Z”l+1) = Aﬂ1+‘1 Bﬂl“f'l ' m(p" ’ (Z”H'l)-

¥, ( z,:l +1) ist eine dem K&rper ?{;l +1 gehorende ganze algebraische Zahl und nach (28)

gilt o o (Z:’l ) == 0. Mit der Bezeichnungsweise von (6) ist

fan
G0 Wiy (ppp) = Z can () LLiHEIe
Joie=0.0
‘Daraus folgt
(31} ’u”;‘u (z:!1+1) ’ Z @+ m+ 1 (I\i\[i}( |CM-" |:n) (ﬂzx IL;;+i’j |).

(23), (24) und #, > n liefern zusammen

G U+1)m+ 1) Max |caplo < ¢ Y2575 @7 Ty oo Jorlin g 0 Uy 168 Ty, 4 )
’ Ml

AuBerdem folgt durch Einsetzung von n, + 1 statt # und flir » = »n, + 1 aus (5} :
7

’ t .
2 (I 0 Jurl-l ni} log hllﬁ‘l + o (({+ 0 J"1+l m) log Bk

PIESW, l
Max | L =
Fen

Unter Benutzung von C, = C, (st} =1 + st C, (sr) = 1 ergibt sich aus (20} :
I+Q T, mL2V2C O T, -

Setzen wir diese Abschdtzung in die vorige ein, so erhalten wir

' s ' I3 _
(33) Max l L;:L-HJ | = V251 Ca @y, lor By g T 00T, o Toghy, g )
p o : :
hap

Endlich folgt aus (31), (32} und (33):

(34)I | "iu_i (z:r +1) | = eg Vst Co 0 J”l‘i'tlog h"l'l'[ +O(Jnl+lloglr"]+l)‘
] 1
Da v s (z;l +,} eine von Null verschiedene ganze algebraische Zahl ist, muBl einerseits

(35) BUCTRC AR M= ¢

und andererseits
(36 - IR

sein (Denn N (1,»1_ }, d.h. die Norm von 'apj ist eine von Null verschiedene ganze rationale
0 i)

Zahl; wire | v, I < 1, so wire |N(1,uj Y|eo < 1), Zunichst findet man aus (11} und (36) :
] 1]
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. 7 %1 DR — L
@7 1 N(wfo CAEe)) b é wfu ) I = ‘ wfn' (Z"l+l)
Dann folgt durch Einsetzung von (34) in (37):
39) [ N(w, (1)) o 2 88 VI G0 T P8 Ky g 0 Uy lomty )
Jo

Wenn wir andererseits im HS 8 fiir £ die rechte Seite von (24) einsetzen (die rechte
Seite von (24), weiche > 1 ist, gibt eine obere Schranke von | €3y | nicht nur im komp-
lexen, sondern .auch im p-adischen. Gebiet; denn wegen der Ganzheit von cyp ist
| eap |;p = 1) und ferner

:

N b ey Fde s bi=by=e= =2

1

&, =1, =.ee={ N S
JIT!-I 42 Jo0t 2 s

—eea— { . ., . . = 5
Cf;-+j;+---+j,;l+1* : ‘3;;+,;+...+1,51+J0—1 Z e

und endlich z — z, ,; setzen (daB Z,, ..., &y oy yr 45,1 Nullsicllen von @, (z) sind,
1 2 Ty

folgt aus der Induktionsvoraussetzung und der Wahl von j,), erhalien wir

.00 @)

Hita

(39

|77

Hy

.

e —— ! —F r _-r ’ n -
4VZwCy @ Jn loghn +olrloghs) 1 m  Ju tis ' Sy
e Frr e | Zyyr—2, 177

= 1

y=1

Da die normierte Folge {zn } die Bedingungen 3°) und 4°) von n =1 an erfiillt, gilt

(40) Ian_l_l——Zvl_é|an+1-—cl+[2vfclé h'c (V=l,...,n,)
v
und folglich
T on, ]' g‘: . F log2ecd’ J, . 7,
‘ o f! e log 't Of 2—C 7w, 108 l"i+1 .
(1) H !Zﬂl-i-]—zvlvéznlf? —1 v e
y==1 )
Unter Beriicksichtigung von
Jn[ = Jr!Hrl _jrll+1 3 jﬂ1+1 = 0(']!11-1-1) vnd log h"1+1 ‘** oo fur #y o

ldsst sich (41) schreiben als
ny . —e A .f’ log;’ +o (.f‘ log 7" )
’ Y nytk 41 a1 ni+1
“2) I Tas=zfv=e
11 v = .

v=1]

Weil y,, 75, 7 von n und n, unabhingig sind und nach (20) /= 0O (J,;l+1),m=0(l)
gilt, l8sst sich (39) mit Hilfe von (42) wie folgt umformen ;

2
&
L
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(43} : 1 515(10) (Z;r $, ] = & VZsrcy o’ — cA Yy g 0By g oWy Tog dy )
- 4| =
|

(n, >n>=N,),

(Dabei wurde J, + fy < J,'rl 4+, (weil 027, <5, ., — 1) benutzt). Daraus folgt fiir (29)
die Abschitzung :

a4 v, % | = e(ﬁ\(’Zs.!CqQ —c A% ,,]+llog7,“+1 +old, o logTy 4}
Jo YHL T - .
(n; =>n>=N).
Denn es gilt im p-adischen Fall

U

Bll|+1

" i
jAnlthm , =1, weil A”Hrl .

ganz sind, und im komplexen Fall

" R d L om INTA G T 7, n log Ty "
[An1+1 Bru+1 \:n-ékn+ mtl T = e L [SLIF )
weil
, , ,Q J1r1+1
IAH1+[ LD é hlt1+1 ’ ' B.‘11+1 lco - Bnl+[ é hng-i-; ?

also in beiden Fillen ;

IA i = e 2 V'Z.n‘C-L; v Jﬂl+llcgh"1+l .

Hi+ n1+1

Mit Hilfe von dieser Ungleichung und (43) folgt nun (44) aus der Definition (29).

Um den Beweis zu beenden, wollen wir jetzt | Ny i (z;11 +l) ) I nach beiden Seiten ab-
schiitzen. Bs gilt zuerst .

cul-‘rl_

(45} | N(??Ufu (z:ll+1)) f = [wjn (Zl’n+1) , ) [ wju (z;rl-i-l)

Denn im komplexen Falle ergibt sich dies direlt aus der Norm - und ] | - definitionen,
verbunden mit der Tatsache, daff e, ., dic hichste Anzahl der voneinander verschiedenen

Konjugierten der algebraischen Zahl v i (z:!1 +1) darstellt, Was den’ p-adischen Fall betrifft,

gilt fitr irgendeine Konjugierte E Jo YO (z,,+ ), die ebenfalls pganz algebraisch ist,

| ¥ | folgt, was unmit-
telbar auf (45) fithrt,
Endlich erhilt man aus (34), (44}, (1) und (45):

woraus unter Anwendung von (36) I W ‘ = l W
P

_ , . . =
o e
@ | Nw;, Gy ) [ [t VisiCy 2 eA) S 108 by, + ol 4 log Ty, 4 )

(n, =>n=N)}),
Damit ist eine obere Schranke fiir IN w;, (z:” ) )I gefunden worden. Eine untere
Schranke desselben ist leichter zu finden :

~ In der Tat gilt im komplexen Fall schon die untere Abschitzung (35). Im p-adischen
Fall folgt aus der fiir jede nicht verschwindende ganze rationale Zahl giiltigen Relation
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lg ], > “'—I (Vgl. z. B. i¢en [2],-8. 174, FuBnote 1)):
[r o -
l Nwj, (zf,lrh)) !D = *—1"— )
'N(t'ufu (zﬂx‘l' 1) !00
Dies verbunden mit (35) filhrt zn
' 4 1 .
(47 | N(wj, (o, D) > , ,
' ' 'IN(WJO (ZM1+1)) Icu

welche fiir beide Fille gilt. Daraus und aus (38) erhiilt man endlich

(48) l N(’!,Uj- (Z;! . ) { - e—SsIVQ s Cy QF Jnl+llog P41 +°(“rn1+1 log hnl+1)
i 1+ —

(n, = n = N),
welche die gesuchte untere Abschiitzung ist.
Die Vergleichung von {46) und (48) gibt

{49) = e(lﬁ VT, O —ed’) g 108 by ol 4 tog Ay L)

Sy = a=N).
Nun enthalt (49) fir grossc n einen Widerspruch, Denn nach der am Anfang des Beweises

erwihnten Ungleichung Q" << @, (5,1, ¢, A7) ist 1657 \/2.3'1 CB_Q_’ —e¢A < 0. Folglich kann
ein N, > 0 gefunden werden, derart, daB fiir # > N,

(1657 V251 Cy Q" —cA) T, log b, + o (J, log i) <0 wird.

Danach wird fir = > Max (N,, N,) dic rechte Seite von (49) . kleiner als 1, was uns den
gesuchten Widerspruch liefert. Folglich hat @, (z) dic folgende Eigenschaft, falls # gleich am
Anfang so festgesetzt ist, dal » > Max (N, , N,) gilt:

1 (] o wzl,Z,..., ny
Wean gt @)= (Gorh

fiir ein #, > » gilt, dann ist

| JL' 2D (z, \ V=0 (G=0,1,.. .7, —1.
Da andererseits @n (z):so gebildet wurde, daB (2) gilt, gihg nach dem Induktionsprinzip auch
(3). Nach dem am Anfang gesagten folgt aber hieraus, daB &, (z) =0, d.h. F(z) algebraisch.
i.a. S. ist, womit der Beweis beendet ist. ‘

Beweis der Umbkehrung von Satz I. Genau so wie bei I¢en [2] wird a) durch Benutzung
von HS 2 und HS 3 verifiziert und

log B, = Cy jn log Ay

50
( ) 1og .lflnjé ngn log hn (]:0, 11“'5 ju—_l)

gefunden. Dabei bedeuten hier, wie dort, C,, Cy zwei passende, von # und j unabhéingige
positive Zahlen. (Vel. Icen 2], Formeln (72) und (90) ). Da flr 2 »co jr = ¢ (Ju— =0 (Jp),
wird flir geniigend grosse # ) .
Cs jn s ngn =< Q Jﬂs

welche durch Einsetzung in (50) b,) und b,) liefern. Fiir niheres hieriiber siche Igen [2].
Ubrigens wird in unseren Anwendungen ausschlieBlich der direkte Teil des Satzes gebrauchtt.
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§ 3. EINIGE ANWENDUNGEN VON SATZ 1

Der oben angegebene Satz I enthilt als Spezialfall den Satz von I¢EN [2] und damit
den Satz I in Icew [1]. Es sind also der Satz von MAHLFR- VELDKAMP tiber die Transzen-
denz von «P im p-adischen Gebiet, sowie derjenige von MAHLER tiber dieselbe Eigenschaft
von ¢%, welche Folgen von jenen Sitzen sind, ebenfalls als Folgen vom obigen Satz I
anzusehen, '

Hier wird der Satz [ aul einige Irrationalititsprobleme angewendet. Wie aus den
anzufiihrenden Beispielen zu ersehen ist, kann Satz I besonders auf einen Typas wvon Irra-
tionalititsproblemen mit Erfolg angewendet werden. Das riihrt daher, da hier das “o™ in
den Bedingungen b)) und b)) im Satz veon Icen [2], sowie das 0" der Bedingung b) in
Satz I von I¢en [1} durch ein “0Q” ersetzt worden ist, Allerdings kann die Konstante ¢ im
hiesigen “O* nicht beliebig gross werden, sondern sie muB der Bedingung @ << @, gentigen.
Dies reicht nicht aus, um den Irrationalititscharakter der einzelnzn Werte dzr in folgenden
Beispielen zu behandelnden Funktionen zu bestimmen, Es ldsst sich nur Irrationalititsaussagen
fiber die Gesamtheit geniigend vieler Funktionswerte machen. Fir Niheres dariiber siehe
die Beispiele selbst,

Beispiel 1. (*) Betrachten wir die Reihe

O
a (v) +bv +¢
(1) 6. n=)rp : P
- v={
im p-adischen Gebiet, wobei a, b, ¢ ganz rational sind mit ¢ > 0, (Bekanntlich l4sst sich das
allgemeinste Polynom zweiten Grades, das fir ganze rationale Argumente ganze rationale
Werte annimmt, in der Form a(;) + by + ¢ schreiben, wobei a, b, ¢ ganz rational sind.

Um die Konvergenz von @ (p,z) im p-adischen Gebiet zu gewihrleisten, muBl @ > 0 ange-
nommen werden), Nach der auch im p-adischen Gebiet giiltigen CavcHY-HADAMARD scheu
Regel ist dic Reihe (1) fiir alle z aus diesem Gebiet konvergent, Ausserdem ist & (p, z) keine

- algebraische Funktion i, a. S. Denn anderenfalls wire auch dieser nach HS 10 im komplexen

o0
X i a (v ) +bvt e . : A
Gebiet zageordnete Funkfion @ (p, Z2) = 2 p ot Z¥ algebraisch i.a. S, Es sei

y ==}
Im
in diesem Falle Z cyp Zh WP =0 die definierende Gleichung von @(p, Z). Hiernach
2,u=0.0 )

miisste @ (p, Z) mit einer der Puiskux Entwicklungen an der Stelle Z =0 der Wuvzeln
dieser Gleichung identisch sein und folglich hitte einen nicht verschwindenden Konvergenz-
radius, Das kann aber nicht sein, denn (im komplexen Gebiet) hat & (p, Z) nach der
CavucHY-HADAMARD’sehen Regel den Konvergenzradius Null.

Wir wollen nun die Funktionswerte von @ (p, z) fir rationale Argumente z hinsichtlich
ihrer Irrationalitit priifen :

Zunichst bemerken wir, daB @ (p, z) = f(z) folgender Funktionalgleichung gentigt:

n—1

@ o = T [ F e ],

y=0

(*) Dieses Beispiel wurde inzwischen in der folgenden Arbeit des Verfi direkt behandeit, wobei etwas
schiirfere Ergebnisse erzielt wurden : O. 8. icen, Journ, £ d. reine u, ang, Math. Bd, 202 (1959}, . 100 - 106,
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Hieraus ersicht man, daB f(z) und f{p“" z) fir irgend einen rationalen Wert von z den-
selben Erweiterungskorper vom Korper P der rationalen Zahlen bestimmen, Sie sind
folglich, entweder beide transzendent oder beide algebraich von demselben Grad. Wenn wir
nunmehr die Vereinbarung treffen, eine transzendenie Zahl hitte den Grad oo, dann lisst
sich der obige Sachverhalt so ausdriicken :

Fiir irgend einen rationalen Wert von z haben f(z) und f(p™" z) denselben Grad, sie
bestimmen sogar denselben Erweiterungskirper von P,

- Wir definieren jetzt in P eine Relation « ~» folgender Art:

Es sei (z~ .z, wenn ,z, ,z€ P und ,z=p® »z ist, Dabei ist » irgendeine ganze
Zahl, welche positiv, negativ oder Null sein darf. Offensichtlich ist die Relation «~»
reflexiv, symmetrisch und transitiv, folglich eine Aquivalenzrelation. Dieser Relation ent-
spricht also eine Klasseneinteilung von P. Bei dieser Klasseneinteilung bildet die « 0» eine
Klasse fiir sich, die wir die triviale Klasse nennen wollen. Ein vollstindiges Vertretersystem
der nichttrivialen Klassen wird gegeben durch die Gesamtheit aller rationalen z, die. der
Doppelungleichung p—* < |z|, < 1 geniigen. Hieraus ersicht man, daB die nichttrivialen
Klassen in unendlicher Anzahl vorhanden sind. Wie wir bei (2) bereits gesagt haben, nimmt
die Funktion f(z) fiir alle rationalen z von derselben Klasse Werte von demselben Grad
an. Auf diese Weise wird jeder Klasse von rationalen Zahlen der gemeinsame Grad der
Werte. von f(z) fiir diese Zahlen zugeordnet.

Nun kénnen wir die folgende Behauptung formulieren ;

Zu jeder vorgegebenen natiirlichen Zahl t lkdnnen wir eine (von p unabhiingige) ganze
rationale Zahl n, () > O finden, derart, daf die p-adische Funktion

f(z):@(p,z)=2pﬂ(§)+bv+c -~

v=0

bei festem p fiir hichstens n, () nichttrivialen Klassen rationaler Zahlen (oder dquivalen-
terweise 1 fiir hischstens n, (t) rationale z welche p—= < | z| p=1 geniigeny Werte von héchs-
tens t - tem Grad. annimmt.

Folglich wivmmt 8 (p, 2) fir anendiich viele Klassen Werte an, welche. grosser als t - tem
Grad. sind.

Beweis. Nehmen wir an, es sei f(z) (i=1,..., k) von héchstens ¢ -tem Grad fir
k rationalen. Stellen z; (f = 1, ..., k), welche den Bedingungen

Pt g, =1 =10, K)

geniigen. Daraus wollen wir schlieBen : f(z} ist algebraisch i. a. S., falls & > iy () gewdhlt
ist, mit spiter ndher anzugebendem &, (¢), Da wir gleich am Anfang gezeigt hatten, daB
f(z) keine algebraische Funktion i.a.S. ist, wird sich daraus ein Widerspruch ergeben.
Dieser 16st sich nur, wenn unsere Behauptung richtig ist. '
Wir betrachten jetzt die Interpolationsfolge
(3) Zy = Pz, N=len i (N =1,2,.)
N =P 0 <;<k T
mit jy =1 (N=1,2,..)). Wir zeigen zunichst, dal} diese Folge die Bedingungen 1°), 2°),
3°), 4% erfillt, welche von den im Satz I verwendeten Interpolationsfolgen gefordert werden :
Aus jy =1, Jy = N folgt offenbar 1°) und da z; rational sind ist, auch 2°) wird mit
s =1 verifiziert. 3°) und 4°) lassen sich aufl folgende Weise verifizieren : Es seien
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z;=—% s uy,w; ganzrational, (w;, v =1 , o;>0(=1,..,4%.

L
Wenn wir
M, =Min |, |,..., e, or,ns o),
M, =Max | @ |,.... | u|s ¢1s..rs W_k)

setzen, folgt aus (3) und der Definition von Ay :
@ M, p™" = by = M, pt°

Da |z |, = 1 war, folgt wicder aus (3, daB zylp =p | z; [p== p—"", was mit

. M o . .

Hilfe von (4) |zy |, = ; 2. gibt. Diese letzte Ungleichung aber zeigt, daB 3°) mit
. N

c=1—¢ erillt ist, wobei & > 0 beliebig klein ist, Was die éibriggeblicbene Bedingung

, . N . .
4%y betrifft, folgern wir aus (4) und n = [‘E ] die Relation

N - - N
&) ak log p ++ M, = log hpy == log hy = —-qk-—— log 7 + MW,,
wobei 9, , M, zwei passende Konstante bedeuten. Diese ergibt
N

log k
Z 8 2y N(N—i—])—lw‘l]? N
ey

v—1

‘N log "_W‘E- 1

e N(N—E—l)—i—i}'ﬁz

was uns das Erfiillisein von 4°) mit § —ez fir 4 zeigt, wobei_ £ > 0 beliebig Klein ist,
Wenn wir nun zeigen, daf die Werte

1 .
ay; = 57 1Y G,

welche der obigen Interpolationsfolge entsprechen, den Bedingungen a), b,) und b,) vom
Satz I geniigen, wird dann der Satz T auf f(z) anwendbar sein. Daraus wird sich die
Algebraizitdt i a.S. von f(z) und damit der von uns gesuchte Widerspruch ergeben, womit
unsere Behauptung bewiesen sein wird.

Dazu brauchen wir zunichst folgende ZWJSChenbetrachtung

Da in der Folge (3) die Vielfachheiten jy, von zp immer =1 sind, handelt es sich
hier nur um die Funktionswerte und nicht um’ die Werte der Ableitungen. D. h. es be-
schrinkt sich hier die Menge ay; (/=0,1, ..., jy—1) fir jedes N auf das Element
ayo = flzp). Folglich reduziert sich B, auf den Nenmer von ay, . woraus By = Hy,
folgt. Wenn wir zur Ablkirzung Hy, = Hj, setzen, dann reduzieren sich die Bedingungen
b)) und b,) vom Satz T beide auf

B) log Hy < QNlog hy (Q < 0,0, 1 1—s, 17_8)) .

Wir brauchen jetzi nur. a) und b) zu'verifizie,rcn: Aus der Voraussetzung fir f(zp)
(i=1,2,..., k) und den Gleichungen (2) und (3) folgt, daB f(z,) fir jedes N eine algeb-
raische Zahl von hochstens #-tem Grad ist, womit a) verifiziert wurde,
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Um b) zu verifizieren, wollen wir A » auf folgende Weise nach oben abschitzen :
In HS 9 setzen wir zunichst Fix,, x)=x,—x,,
n—1

161 :f(zi), [)'.2: 2 pﬂ(;)‘l"b" e Z}’ .

y=0

- n—1 bin— .
Da hicr hy — H, und hy < np. G wbobee M*! sind, wird fiir geniigend
B, ; gy =P b s Ur geniigend grosse #

{dquivalenterweise fiir geniigend grosse .N)

a
& e (n?}

Ppgax = Max (hﬂl , l'a'ﬂg) Zp2
Ausserdem sind hier

w=12 d=1 K=2 und g=[P(f(z)): Pl =1

Also ilt nach HS 9 fir die Hohe 77 von

_ n—1 Lr)thvee
Fey— Y, P 2y
v==0
die Abschitzung
—~ —3”—f112 + o (n¥)
Hy <t14t.2t.p 2 (i=1,.., 8-
. L= —a (" )—bn . .
Die Hbhe Hpy von p 2 z; " geniigt der Ungleichung
-~ uY) o) a2 g5ty
HNépa(z)F " ]\f;ép""" o(:n]l

Endlich, erhidlt man durch nochmalige Anwendung vor HS 9 auf das Produkt
-1

f(ZN)=,’)—u(g)#b” EA [f(Z;')“ Pﬂ(\;)+bv+c 2:'] L,

v=0
indem man F(x,, x,) = X, X, ,
- a—1
—alf)—bn al?Y vyt e
Bo=p 2 Ty B =) — ) 2
v}

und # =2, d=2, k=1, g<r nimmt:

Hy < 1122 (Max (H, iT))% .
Durch Benutzung der obigen Abschitzungen von EN . PFIN folgt hieraus :
HN = € (f) anr?lr? + o(n?2) ,

. N S
wobei © (f) eine passénde Funktion von ¢ bedeutet. Da n =— [T] war, ergibt sich daraus
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®) log Hy =< —9“ — N*logp- o (N
womit die obere Abschitzung von (b) erzielt ist.

Nun kénnen wir b) auf folgende Weise verifizieren :
Aus (5) und (6) erhilt man

log HN _ 9 2

0
loghy — &k

N+ o(N),

Wenn nun die Zahl & am Anfang gemil der Bedingung

. ’ g2
8 ' koo e
® R
gewdhlt wurde, so ist die Bedingung b) erfiillt. Denn &> ¢ kann belicbig klein gewihlt
werden und Q, (s, f, ¢, A} ist eine stctige Funktion von ihren sdmtlichen Argumenten.
Es kann nun

My (t) =

l: <y (E t, 1, 2) ]
genommen werden,

Beispiel 2. Im komplexen Gebiet betrachten wir die Reihe

M DY e LA

v=0

wo o, b, ¢ ganz rational sind mit @ > 0 und ¢ einen rationalen Wert hat mit ¢ < | gqjs << 1.
Nach der Cauchy - Hadamardschen Regel ist f{z) = # (g, z) Oberall konvergent, folglich eine
ganze transzendente Funktion, . Wie bei dem’ Belsplell geniigt hier f(z)} folgender Funk-
tionalgleichung :

n—1

@ f( an z)kqfa(’._f)gbn o—n [f(z)w Z qﬂ(;)—f*bv—Fc‘zv] .

y=0

Wie beim vorigen Beispiel folgt nun hieraus, daBl /(¢"" z) und f(z) fir rationale Werte von
z denselben Grad haben. Wieder wie beim Beispiel 1 kann man auch hier eine Aquivalenz-
relation in die Menge der rationalen Zahlen einfithren, und zwar nach der Vorschrift : ;z ~ ,z,
wenn eine ganze rationale Zahl » existiert mit ,z = ¢®¥ ,z. Die von dieser Aquivalenzrelation
erzeugte Klasseneinteilung der rationalen Zahlen enthdlt unendlich viele Klassen. Denn irgend
zwel verschiedene rationale Zahlen deren Zihler und Nenner sowohl mit dem Zihler als
auch mit dem Nenner von g teilerfremd sind konnen nicht &quivalent sein und es gibt
unendlich viele rationale Zahlen mit dieser Eigenschaft,

Nun koénnen wir die folgende Behauptung fiir die Funktion (1) formulieren :

Zu jeder vorgegebenen natirlichen Zahl ¢, gibt es eine ganze rationale Zahl ny=n(g,1)=0,
derart, daff die in (I} definierte Funktion & (g,z) bei festem g fiir hichstens ny nicht - trivialen
Klassen rationaler Zahlen Werte von hiichstens - tem Grad annimme. Folglich, bei festem q,
ist der Grad von & (g,2) fiir unendlich viele Klassen rationaler Zahlen grifier als ¢
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Fiir (‘; Yy und »? statt a (; Y+ b»+ ¢ =1 und einige unten anzugebende Werte von
g wurcen frither von L. TscHARALOFF folgende schirferc Sitze gegeben (') :

: 31+ V'3
; . . bl . S8 .
I «Wenn ¢ ———> r, 5 ganz rational mit r 550 und |5]w > [r|e 2 5 nimmt

[a =]
¥
die Funktion 2 q(2) z¥ fiir jeden von Null verschiedenen rationalen Wert von z ‘einen
‘ y=>0
irrationalen Wert an.»
fee)

II. «Wenn ¢ denselben Bedingungen wie in I geniigt, nimmt die Funktion Z v
v=0

fiir jeden von Null verschiedenen rationalen Wert von z einen irrationalen Wert an.»

Beweis der Behauptung. Nehmen wir an, die Werte der Funktion (1) seien fiir
ke > n, (g, ) (der Wert von »n, wird spiter angegecben) Klassen von f nicht {ibertreffenden
Graden. Von jeder solchen Klassen wilhlen wir einen Vertreter, und mit diesen z; ¢ =1, ..., &)
bilden wir die Tntcrpolationsfolge ‘ ‘

Ne=fnti _
3 LAy =4 g ( 0 < :ZJrkt ) N=1,2,..)

Wwir wollen zeigen, dafl diese Folge und die ihr zugeordnete Folge f(zy) der Funktionswerte
(Wir nehmen wiederum jfp, = 1 fiir N = 1,2,...) die Voraussetzungen des Satzes T erfiiilen,
woraus nach diesem Satz die Algebraizitit i.a. 8. von f(z) folgen wiirde. Aber nach dem
am Anfang dieses Beispiels Gesagten war f(z) nicht algebraisch. Damit wird unsere Behaup-
turig bewiesen sein. ‘

Nun zeigen wir zundchst, daB die Folge zp, den am Anfang von § 2 gestellten Bedin-
gungen (), 2°), 3, 4°) geniigt

Das Erfiilltsein von 1°) und 2°) ist kiar (s = 1). Fir 3°) setzen wir ¢ = -_% s U, gAnz
rational mit' (, v) —F, » > 0. Da |u|» < » und die Anzahl von z; endlich (= k) ist,
folgt aus den evidenten Gleichunge’n : :

__ i O (1) _ ﬁ .
by = und n [ P :l

SNEoQr
“@) hy =wv
Andererseits ist laut (3) :
N
1 1 an + O (1) » aT+O(I)
© e o) G

Aus (4) und (5) ersieht mari das Erfiilltsein der Bedingung 3°) mit

. -] .Y 1
() L. Tschakaloff. Arithmetische Eigeoschaflen der unendlichen Reihe E xa 2 1. Math.
. - . . y==0

Ann, 80 (i921), S. 62-74.




28 0. Icen

1
odale oy leelule
log © logv

(¢ = 0, beliebig klein) und dasjenige der Bedingung 4°) mit A = 5 E

Nun kommen wir zu den Voraussetzungen a), b,) und b,) des Satzes I:

Die Bedingung a) wird laut der Voraussetzung tiber z; (i = 1,2,..., k) und der Funk-
tionalgleichung (2) erfiillt. b,) und b,} reduzieren sich, wie beim Beispiel 1, auf eine einzige
Bedingung :

log |ule 1
b) log Hy < QN loghy Q<Qn(1,r,1— . ,7)

Um b) zu verifizieren, setzen wir zundchst in (2) z =12z (=1,..., k) so daB wir flr .
f(zy) die Relation :

n—tE

® - DT e — Y W g L0
v={}

erhalten. Dann bemerken wir, daB die Hohen der rationalen Zahlen

n—1 =

—a ()} —bn a(P) vt e

q 2 z™" und Z g °* 2 =1, 0

»=E) z

Ly ‘ :

von der Form o ® sind. Danach setzen wir in Hilfssatz 9 F(x,, x,, xg}=x, (x;—x,)
() L)

—a () — bn a(¥)tbv+e is

@=3d=2 , =g 2 o p= 4" o =/,

’ v=0 i

Hiernach wird in HS 9 : k=2 und g = ¢. Da, nach dem eben Gesagten, auBerdem

i—nz + O () _aﬁ ji.— + O (N}
h o2 =g k¥
May

gilt, folgern wir aus dem HS 9 die Abschitzung :

4 ar
) NI+ ON
N Hy < 14220 18 = PR )

fiir-die Héhe Hpy von f(zp). Endlich ergibt sich aus (4) und (7) fur geniigend grofe N

@®) ol Hy o 4r

WTgh;, = 7 + & (2 > 0, beliebig Ilein).

Falls wir #n, = &, (¢, #) gleich am Anfang so gewihlt hatten, daB die Ungleichung

41
® k >Q (1*! 1___12g|nim_ 1
[} ] 108‘!’ 2
erfiillt ist, wie z. B.
4t

10) Hy =

2, (l,r,l-_‘#—k’g e, “L)

log v 2
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zeigt uns (8) das Erfilltsein der Bedingung b). f(z) = ¢ (¢, z) miiBte also nach Satz T eine
algebraische Funktion i, a. 8, sein. Nach dem am Anfang Gesagten kann aber @ (g, z) nicht
algebraisch sein. & (g, z) darf also fiir héchstens n, = #, (g, f} Klassen alpebraische Werte
von f nicht tibertreffenden Graden annehmen.

Als eine letzte Bemerkung, weisen wir darauf hin, dali in (10) gewdéhltes n, = n, (g, 1}
log |

- von ¢ nur durch
log o

- abhiingt. Wenn =z. B. g reziprok zu einer ganzen Zahl, d. A

| S .
g =+ — ist, so wird
]

also nur von f abhingig sein.

Da (g 2z) im wesentlichen, auf die beiden von Tschakaloff untersuchten Reihen
zurfickgefiihrt werden kann, besteht das Interesse unserer Verallgemeinerung darin, dal3 sie nicht
pur fiir # =1, sondern fiir alle ¢/ und fiir alle nichtiriviale ¢ aus dem Konvergenzbereich
der Reihe # (g, z) (d. A eigentlich fir 0 < | g | < 1; fir die Grenzfille ¢ = 0,1 erhalten

wit # 0,z =0 und #(, 2 =

1—
trivial ist) behauptet wird.

§ 4. SATZ TI

Wir betrachten hier folpende Intcrpolationsfolge it paratielen Eigenschaften zu der
- von § 2: ’

1°) Die Glieder z, der Folge sind voneinander verschieden.

, ©ine algebraische Zahl vom Grade s, ; es gibt eine konstante

Zahl s, derart, dall s, =5 (»=1,2,...} gilt.

2%y Tir jedes » ist z,

3°) Es gibt ¢in Element ¢ des p-adischen Gebicts und eine reelle Zahl ¢ > 0, derart,
daf3 fiir geniigend grolie » ' i

ot = 5
gilt.
4% Es gibt eine Zahl 4 > 0, derart, dal fiir geniigend groBe »
log i, == A log ﬁz,\,
gl - '

Nun kommt der Wortlaut von

Satz II. Es seien eine Intcrpolationsfolge { zy } von obiger Art und eine im Punire
regulir analytische Funltion [f(z) gegeben. Zu jedem Paar von positiven Zahlen { und
vy (mit auferdem ganz rationalen 1) kann man zwei Zahlen ny, = n, (r [ {zv}) und
n=un (4, vy, ¥| {zv}) finden, derart, daf f(z} eine algebraische Funktion i. a. 8. sein wird, falls
in den Punkien z (v =g + 1+ 1,4+, 0y + 20 folgende Bedingungen evfiillt sind (Hier
bedeutet r eine positive Zahl, die so gewdhlt wird, daff f(z) fir |z — ] <y fkonvergiert) :

> in welchen Fillen # die Trrationalitdtsuntersuchung
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a) a.. = % f(j) (zy) algebraisch fiir j=0,1, +«« tnd [P{ay,,ay,, **, @ya 2} Pl

v

b log B, <y, logh, G=1,+-)
b} Max log I, <<y, jlogh, (G=1,-++}
=01, .. j—1

Hier bedeutet B, r den gemeinsamen Nenner von ayy, dy,---, 4, -t
. , .

Umgekehrt jede im Punkte z =17 regulir analytische Funktion i.a.S. genigt, mit
passenden t, y., in jeder Interpolationsstelle mit geniigend hohem Index den Bedingungen
a), b)) und by). )

Beweis, Der Verlauf des Beweises ist sehr dhnlich demjenigen vom Satz I, Zunéchst

existiert hier, wie dort, eine solche Zahl n, = n, (r|{ zy } ), daB falls wic z: = Zy gy

setzen, die Bediﬁgungen 17, 29, 3°), 4% vom § 4 auch far {z;} erfillt, auBerdem 3°)

und 4°) von » = 1 an giltig sind und endlich die Ungleichung | z; — ¢ < JS_ von v =1

ab giltig bleibt.
Genau wie beim Satz I bilden wir nun ¢in Polynom

_ L )
) Gugy @ = Q eaw = (@
au=0,0
in z, f(z), wo
LT I (,,:,,+1,---,2n
@ G P @& =0 0 gy g

sein soll, Wie wir unten zeigen wollen, die ganzen rationalen Zahlen

L =0,1,-0, 1
i }. }. d > E >
=0, m>=1 un clu(y.:(],l,---,m)
als Funktionen von n und j, so gewihlt werden kisnnen, daB fir geniigend groBe # und Jo
das Polynom Dy i in den Punkten Zpgtnt b, o, Znot2n micht nur mindestens von der
Ordnung j, verschwindet, sondern es verschwinden in den nfimlichen Punkten alle seine
sukzessiven Ableitungen, d.h. es gilt

o) AﬁW’@=of(

#je

y=n-+1,++, 22
i=01, .

fitr gentigend groBe » und j,. (Ein expliziter Wert von n wird spiiter angegeben.} Hieraus
wird das identische Verschwinden von @, ; (2} folgen, womit der direkte Teil des Satzes

bewiesen werden wird.
Aus dem Gleichungssystem (2) ergibt sich folgendes lingares System fiir cpg :

4 m .
1 gl : y=n+1,+,2n
‘ R S N -
C)] Z S (zh (flz3)*) p=2 =0 (j —0,1, ...,jﬂ__l)
au=0,0 -

Wieder wie beim Satz I folgt aus dem System (4) das System
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I.m

f = I, -+, 2n
e LY =0 (1 n+ 1, s
®) % - J O
. 70 —0,0
mit ganzen Koeffizieaten, Hier geniigen die Koeffizienten =
. i A _rm 1 af ' H— ,miu' ; )
©® Dw = A By w5y g U@ |y A By K, )

' folgender Abschitzung :

! 7l ! .
Z T 47 (Max BT Y" ok ( Max  H )™
=0 .., -t ¥ =4, i

w=n+1, -, 20.

|
o |5

Da aus b,) und b,)

8 Max log Bv". < y,j, log hy, und
J=0, .y o1 ‘
v=n+1,.., 2n»

8.) ' Max log H:j < gy Ju 108 hoy

7=0, ., jo—1
v=n+1, .., 2n

erhalten werden konnen, nimmt (7} mit Hilfe dieser Abschitzungen und von A: P h; P E;”
die Form ;

© | { 24

an. Nun nehmen wir # als so groB gewdhlt an, daB

= pfutl4m Z;llz(f"r‘u Fu onn) ]

(10) EZJI ’ E;r:{ =12

gilt, Unter Mitberiicksichtigung von

. . il v, Cigtm) sl r 2y, Jy ot
210+I+m == Zl . 2"°+m é th . }1-2;4 * é h2r! " }2n *

findet man jetzt

—
: —r 4 (v Jom)
an ‘ Ll | 2 Ryt
F=0,000 4y —1
Nach (6) sind LY | A=0,-0,1
V #=0- y
1

dem Kdorper PE; = P(z;, f (z;) yoers fFUD (z;)) gehérehde ganze algebraische

T (D
- Zahlen, Nach HS 5 hat der Kérper ﬁ: eing Ganzheitsbasis wy;, @yy, <<, Pva, mit

@ | o |2 Colom Max @], 7o ], I L2, ),

wobei [ﬁ; : P] = oy gesetzt wurde, Aus. 2°) und der Bedingung 4) vom § 4 ergibt sich
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13) oy £ st (r=n+1,000, 20

Laut (8,) ist Max (k] Hy -+, H, , )< Max (ky, RS,

Wenn wir jetzt j, so einschrinken, da$

l.
(14 fyS
) Ju s
gilt, nimmt dic Abschitzung (12} die Form
T n,1 Cu (50 jy y=mn-+1,+++, 20
(15) I wyg | == C, (st) h (0:1.2,-“,61.- )
an. Nun sei
y=n+1,+,2n
=044 —1
vi
1) L) = ZLM P

=1
’ =0, m
die Darstellung der zu S?: gehdrenden pganzen algebraischen Zahl L;L nach der oben an-
gepebenen Ganzheitsbasis wy,, @y, , r+-, yg, desselben Korpers. Mit Hilfe von (11}, (13)
und (15) ergibt sich aus dem HS 6 die folgende Abschiitzung fiir die ganzen rationalen.
T
Koeffizienten L;MG :
. r 25t Ca(styy, § s & (T4 J rn)
(17 | L0, | = (GO (O™ - Ry, SRR AR

.

Da m > 1 gewidhlt werden soll, erhalten wir hieraus

g4 Uty Ca()igm)

(18) [L = C, {st) hy,

pATE Ioo
wobei [ +6 C,(6) = C, () und (o ) (O, (9))*® = C, (o) gesetzt wurde.

Wenn wir jetzt, genau wie beim Satz I, (16} iﬁ (5) einsetzen und die Koeffizienten von
Wy, Oyy, o7t Dyg, in jeder Gleichung gleich MNull setzen, erhalten wir das folgende, zu

(5) dquivalente System mit ganzen rationalen Koetfizienten :

Lt y=n+Ln4+ 2,4, 2n

a YL, ew=0| 9= Lo o
=00 ]—0 e _1

Hier ist die Anzahl der Unbekannten cpu gleich (4 1) (m + 1) und die Anzah[ der
2n

Gleichungen ist gleich j, E ay = uj, . Wenn wir nun
v=n+1

(20 ‘ \/2s1‘ Cyyym il

St

Ca ¥a
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wihlen, wird (/ + 1) n+ 1) > 2nstj,, d. h. die Anzahl der Unbekannten wird mehr als
die doppelte Gleichungsanzahl. Bei dieser Wahl von /, m wird auBerdem die Gréssenordnung
der rechten Seite von (18) moglichst niedrig. Wenn wir dariiber hinaus » so pewdhlt
hatten, daB ' :

Cy (st). v,

s
21) "= > st

giiltig  ist, wird_ m > | (wie verlangt wurde). Wenn wir nun auf das System (£9) den
Spezialfall des Siepeischen Hilfssatzes (HS 4) anwenden, ersehen wir, daB dieses System fiir
die Unbekannten ejp cine nichttrivale Losung hat, welche folgenden Ungleichungcn gentiigt :

r 4ty O ”
(22) leaplo = ¢+ 1D+ D C, (st} han Uy, Calsjom)

Mit Hilfe von

@3 | (4 1) Gt 1)z 2z g, O Colnom

folgt hieraus die Ungleichungen

@ | eanlon = C, (1) &8 012, Calm fund los 17,

- Endlich erhilt man aus (24) unter Mitberiicksichtigung von (20} folgende obere Abschit-
zung fiir | eap lo ¢

I . i v
(25) ) . | chu |:D = C-l (st) e V'ZsrC_; vy #t o log h2n

Wir wollen nun zeigen, daf3 das Polynom B s (z)} den Bedingungen (3) gentigt, wenn
wir # und J, gentipend groB wihlen und /, m und cju als Funktionen von »# und j, wie
oben nehmen. Zu diesem Zweck wollen wir einen, von demjenigen von Satz 1 ctwas abwei-
chenden, Induktionsschluf3 fiihren :

Nehmen wir an, daB fiir j, = j,

=+, eee Zn)

1 3By
)
(26) @ (z) F=0,-,j—1

aju

gilt, aber fir ein », mit #r - 1 = », =< 2n

@7 . Tl & r(thj}u (Z\iu) #: 0
ist, BEs wird gezeigf werden, daB firr geniigend grofle » und j, (26} und (27} im Widerspruch
stehen und folglich fiir dieselben » und jf, die Gleichungen

1 h . y=n+1,+,2n
515ufJo =) =0 (J'ZO’“‘,L—.I

(z0) auch fir » =7 + 1,+++, 22 und j=J, nach sich ziehen.

1
das Verschwinden von —+ CP,(f),
f a

Da aufierdem nach (2) —fgl‘af;')ju (z’)=0 fiir w =0+ i,e00, 20 und j=0, ¢+, :f, — 1

ist, wird nach dem Induktionsprinzip die Gultlglcelt von (3) und folglich die Richtigkeit des
Satzes 11 gesichert sein.
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Um den Widerspruch zwischen (26) und (27) zu zeigen, bilden wir die ganze algeb-
raische Zahl

N T T R S e
28 Vi @) =70 Cate @) Ay By,

Nach (26) ist w, (z,) =% 0. In der Schreibweise von (6) ist

I, m

, .
@9 v, ) = ), ew Ll
A=,

Fiir die in dieser Formel stehenden L;a’j 1*+1 findet man wie in (11) und unter denselben

Bedingungen wie dort folgende obere Schranke :

4ty Gk Dm) _ . . ;
é hr KRS = h;,,s V’Z st Covyn (i1 +0) .

vo,f1+1
L?\” 2n

(30)

Setzen wir nun, wieder ' wie beim Satz 1, (23), (25) und (30) in (29) ein, so erhalten wir
unter Mitberiicksichtigung von j, = j,

@31 Wy, G| 2 Culory VIS Grran it losy,

Mit Hilfe von (13) und (31) findet 'man aus

a Il
" die Abschitzung

|V (g Y [ = ]«p,.l (z,)
@2 [N (py, G | £ (Cutsnyy VBT P G D tos

Wiees bei Satzl erliutert wurde, ist ¥ (v, (z;u))_eine ganze rationale Zahl. Wenn man an-

dererseits das € des HS 8 mit der rechten Seite von (25) ersetzt und .
N=nj, + 1, C;_:CQZ"':CJLZZ,:.E_I,

’ r
Gopr = 0 =Ly = huas s Ly 1 =0 = by, =g, und Ly g =2y

setzt, erhdlt man

S - 2n
1 ; ’ 10 V25 Oy vy n jo log e r roi
(i) mo P om  mji+1 . . i
33) |}T! a0 (zm)léﬁ (s)e ply g [[ [£4—=,]
v=n+1 '
v=Evg

Nach dem in HS 8 Gesagten ist hier
T[ = 4 MﬂX (1: |C|: I"),
18] ,
v, = 4 Max (1, LA, 17 @] reeny ‘fj_lff)l,;)

s = Max (1, —-E:—) .

Auflerdem sind »# und j, von j, unabhingig. Aus der Eigenschaft 3% (am Anfang von.§ 4)
von { zy } ergibt sich
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r r ’ 1 1 2
(34) [, —al=le,—t]+]4—¢t]= R TR

Mit Hilfe von (20), (34) und j, = j, wird (33) zu

o,
(35) | 7, &

1wVIwC 1) log B
myjo é C4 (S'r) e v # Co v (1) log 2" -

¥

2 * Vs

S 2 sin . i
V25 Cavan G 4+ 1) Cy \/m ufi+1 ( 2 )(ri—l)h
. . .

‘Wenn wir (35) etwas vereinfachen und # so groB wihlen, daB

(36) Ry, = 7,

gilt, erhalten wir

V25t Cyyan G4 D) IogT,;n 2("401'1 ’ W A —c(n—1) js
- 3

niy

\ L
6D |5 9%, @)= cwe
Hier ist & (#) von'j, unabhingig. Da nach der Eigenschaft 4°) am Anfang des § 4
B, = R gilt, wird (37) zu
V28t Cyyyn (j1+1) log 77
ZE@me @Y.

—cd (ni—1) j; log 37
e an "

Ju

1 ; ’
(38) ‘ T e E)

Wiithlen wir nun # zusitzlich der obigen Emnschrinkungen noch so, daB

2n
. — (n—2)cA
(39) hy, =2 ;)
2 R
, . nh _ g, 7 %440 : . . .

gilt, so wird 2 ¥,) < hy, . , was durch Einsetzung in (38) gibt

1 Gy . (Y25 Cyygn —F A Tog 7
(40) e Dpi () 1 =8 (e ",

i

~

Dabei bedeutet .&J(h), so wie im folpenden r(:f(n), € (), 1
j, unabhéingige Funktion von s.

e

%

(#), eine passende, von

Hieraus, wie bei Satz I, erhilt man folgende Abschiitzung fiir (28) :

A3V2 s Cayyin— -f-z,i u) j1 log
’ 2n

(41) W, (z;o) , = C@e ‘ .
Nun kdnnen wir i N (1‘”!'1 (z; o) | nach beiden Seiten Ieicht abschiltzen :
Wie bei Satz 1 folgert man aus
.
’ . B v
2 | N(‘le (z\iu)) | = Iv)h (z\*u) | lwfv. (zvn)

mit Hilfe von (41), (31) und (13)
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s i arer-eel ‘.c_A. . o -
(43) N, G| = e /s @ Y2 =g Voo Vinies i

womit die gewiinschte obere Abschitzung gewonnen worden ist. Fir die untere Abschit-
zung findet man, wieder wie bei Satz I, mit Hilfe von (32) aus der Ungleichung

@4) RO I i —
| N{y, )],
folgende Ungleichung

' | s e - -
' L — J1 (20 51 Y2 s C: log Tt
“3) | New ey | g e POV Ve,
Es folgt nun aus (43) und (45)
(46) | = '(; - Jrost V2aCpr, f% Viry Ve log iy,

Es sei nun n gleich am Anfang so gewéih}t Worden, dal (10), (21), (36), (39) und
12800 52 1° C, 7,

47 : ‘ =
( ) ” CL'AB

erfiillt sind. Dieses # hingt nur von der Interpolationsfoige {zy} und von ¢, ¢, r.

{(46) Ikann auch wie folgt geschrieben werden :

n

48) 02 (40 VBT, - Vit ) Vi log Bl + log € G

Nach (47) ist der Koeffizient von j, in (46) negativ. Nun kénnen wir j, so grof gewihlt denken,
daB fir j, > j, die rechte Seite von (48) negativ wird. In diesem Falle enthilt (48) einen
widerspruch. Dieser Widerspruch 18st sich nur, wenn die Giltigkeit von (26) die Nicht~
gliltigkeit von (27) zur Folge hat, d. h. fir jedes » (n + 1 < v < 2 1) und jedes j = j,
mul} aus .

1 ; . y=n-+1,.,2n
1 -0 ( N ,
71 41",’0(2‘,) j=0,...,jlﬁ1)
1 ; ’
die Gleichungen j_—‘ d),(,:})n (zv)=:0 (v =n+1,..., 21 folgen.
.

S0 wird nach dem frither Gesagten der Induktionsschiul und damit der Beweis des
Satzes IT zu Ende gebracht.

Beweis der Umbkehring des Satzes II. Wie es beim Beweise der Umkehrung des Satzes 1
gesagt wurde, ist die Verifikation von a) aus I¢en [2] sehr leicht. Fiir b,) und b,) bemerken
wir, daB laut dem fir I¢en [2] (72) Gesagten '

(49) log B.,J,- < ¢, jlog fy
und laut Igen [2] (88) _
(50) ) ' log H.v!- = ¢, flog fiy e

gelten, woraus b)) und b,) folgen, wenn nur y, > ¢, ¢; genommen wird.
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. . 1 . .
Beispicl 1) Nehmen wir zy = e (a > 1, ganz rational). Hier sind die Bedingungen

1°), 2%, 3%), 4°) am Anfang vom § 4 mit s=1, iy =a, c =1, 4 = —-;—verifiziert. n, mul

l .
der Bedingung e - ‘?genﬁgen; man kann folglich

g
(=)
= Max\ 0, log a

nehmen, Fiir # geben die Ungleichungen (10), (21). (36) und (39) unter M:tberucks:chtxgung
der nach (33) gegebenen Werte von ¢, und y, folgende Bedingung :

} 1 log2 log 2 Cgy, l[log4 Max (1, )]
A —_ > 1 3
G50 o o1 a1 = Max ( 2 loga’ 27 loga’ 2 Sloga
2 log [2 Max ([, -f—)] N
oga + 2) = UG,y 1)
I
Hier ist C, = Coy=1+1tCy @) =1+ Gt —1) (lgiii 4= 1).

Wenn man jetzt (51) mit (47) verbindet, kann man endlich

T [Max (0, Ut yys 1) — 1y, 51200 Py 7, )] +1
nehmen.
Beispiel 2) Fir z, = —1— erhilt man ein geringfiigig allgemeiner Satz als SCHNEIDER [2],

Satz 1 und 2, insofern dieser Spezialfall unseres Satzes II nicht nur im konﬁp[exen, sondern
auch im p - adischen Gebiet giiltig ist. Dafiir sind aber die aus unserem Satz II zu errech-
nenden Schranken fiir #, und »# nicht so gut (d. h. nicht so klein) als digjenigen bei
Scanzmer [2]. Deswegen ist hier davon abgesehen, dieselben explizit anzugeben. Der
Schwerpunkt beider Sdtze liegt ohnehin auf der Endlichkeit der Zahl »,
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OZET E

i

%y rasyonel tam sayilar olmak iizere Z o, 2 Wt =0 seklinde bir denklemi idantik B

=00 3
oiarak lahkik cden w = f{z) analitik fonksiyonuna arilmetik manada cebri fonksiyon denir.
Burada w = f{z)’m hem tarif, hem de deger bélgeleri yu (kompleks aian da diyecefiimiz) komp- 2
leks sayilar cismine, yahut p - adik alan diyecegimiz, rasyonel sayilar cisminio kendisinin
bir p-adik degerlendirmesine gére perfekt ve ayneten cebri kapali olan en kiigiik iist cismine :
ait olarak aimacaktr, Herhangi bir alanda aliabilen analitik (yaui kuvvet serisine agilabilen)
bir w = f(z) fonksiyonunun aritmetik manada cebri olabiimesi igin fonksivonun (ve icabinda

SCHNEIDER (195%) tarafindan kompleks alanda verilen ve sonra miieliifin iki travayinda
(1956-57) genigletilip p - adik alana naklediterek bazi p - adik transandans ispatlarina fatbik
olunan bir kriteryum bu travaym Teorem I {§2)'inde daha da genigleiilmekte ve sonra

- () +ote _
p-adik alanda Z b z  f(a>0, b, ¢ tam rasyonel, p asal suy1) ve komp-
v=0
o () rhvre
a®

Ul

teks alanda (a, b, ¢ yokaniki gibi, 0« [q[ < } ve rasyonel) fonk-

o

y=—

sivonlarimm =%in rasyonei defierlerine tekabiil eden degierlerinin irrasyonelliginin tetkikine

tatbik olunmaktadir (§3 Misal [, 2) Daha sonra Teorem 1 (§4) te ise, ScuNEIDER’in

1954 te kompleks alanda verdifii, aritmetik manada cebri fonksivonifarin EisenstemN Teore-

niininin yarduniyla karakterizasyonu tamim edilmekte ve ayne zamanda p-adik alana
tesmil edilmektedir.

Istansur UnIvVERSITES { Manuskript eingegangen am 1. Oktober 1968)
MaTEMATIK EnsTITUSO :
IstanpuL, TURKIYE

Berichtigung

Die Formel an der 6, Zeife der Seite 9 soll wie folgt lauten:

& (2)
(z—1L) (Z_‘c,)(z'ﬁg,'v)

=8 gy




