UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES DIRICHLETSCHEN SATZES [*]

. CeLik

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird man versuchen mit Hilfe der arithmetisch - linearen -
Transformationen den Dirichletschen Satz auf normierte Polynome des Kdrpers der
rationalen Fuoktionen vom endlichen Koeffizientenkdrper und im zweiten auf ganze
Divisoren des algebraischen Funktionenkdrpers iiber ¢inem Galoiskdrper zu verallgemeinern

K. Yamamoro ['] hat den Dirichletschen Satz mittelst arithmetisch - linearen Trans-
formationen bewiesen : Es gibt in einer arithmetischen Progression

a-+bn ; @bh=1 ; n=0,1,2,..

uvnendlich viele Primzahlen. Sein Verfahren 1403t sich auf die ganzen Divisoren des algebra-
ischen Funktionenkérpers iiber einem Galoiskérper anwenden. Fr ist der Uberzeugung, dal
man den Grundgedanken seiner Arbeit auf den algebraischen Zahlenktrper ausdehnen
kann, indem man statt ganzer Zahlen ganze Ideale benutzt.

ERSTES KAPITEL

1. Arithmetisch - lineare Transformationen.

Die arithmetisch - lineare Transformation 146t sich, durch eine kemplexe Funktion - deren
Argumente nicht negative reclle Zahlen sind und die im Intervall [0,1) verschwindet - und eine
komplexe arithmetische Funktion-die nur fir die natiirlichen Zahlen definert ist - auf fol-

gende Weise erldiren :
Sef®) = Y et 7=

n

wobei f eine komplexe -, & ¢ine komplexe arithmetische Funktion, x eine positive reelle - und
n eine natlirfliche Zahl ist, : )

Die Menge T der arithmetisch-linearen Transformationen und dier Menge A4 der
komplexen arithmetischen Funlktionen bilden zwei verschiedene Algebren iiber dem Korper
der komplexen Zahlen.

[*] Meinem verchrien Leiirer Herrn Ord. Prof, Dr, Canir Are sei hier mein besonderer Dank
ausgesprochen fiir seine wertvelle Unterstiitzung bei der Entstehung dieser Arbeit,

[i] Theory of arithmetic linear transformations and its application to an elementary proof of Dirich-
let's theorem, Journal of the math, soc, of Japan, 7, Supp., Dec., (1955).
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Die durch « - §, definierte, umkehrbar cindeutige Abbildung von der Algebra 4 auf
die T ist ein Isomorphismus, wihrend die Multiplikation nicht erhalten bleibt, sondern dic
gewOhnliche Multiplikation zur konvolutische (bergeht und umgekehrt d. h.

Saof = SgSB . Sgp = Sqo5p.

Nach beiden Multiplikationen gelten das assoziative - und kommutative Gesetz. In A4 kann
man beziiglich der beiden Multiplikationen zwei verschiedene Einsciemente definieren :

() i ; iy =1 : Das Einselement beziiglich gewthnlicher Multiplikation
I falls n=1
0 falls ]

tischer Multiplikation, wobei » die natiirlichen Zahlen durchliuft, Es gilt ¢ =/ ,p , wo
¢ Mabiussche Funktion ist :

(b)' 5 &(w) =

Das Einselement beziiglich konvolu-

1

0 falls # ein Primzahlguadrat enthilt .
#p ) =« (—1y falls » aus r verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist,
speziell g (1} =t flixr r =0.

2. Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird man versuchen, mit Hilfe der arithmetisch Li-
nearen Transformationen den Dirichletschen Satz auf normierte Polynome - deren hochste
Koeffiziente 1 sind - cines K&rpers der rationalen Funktionen vom endlichen Koeffizienten-
kérper (¢ zu verallgemeinern. In diesem Zuzammenhang werden wir die im Kérper der
rationalen Zahlen vorkommenden Definitionen und Begriffe und ihre im Kérper der rationalen
Funktionen entsprechenden auf foigende Weise zusammenstellen :

Komplexe arithmetische Funktionen K.omplexe arithmetische Funktionen im Kdrper
im Korper der rationalen Zahlen, der rationalen Funktionen.

Komplexe Fﬁnktionen, die fir reelles x Komplexe Funktionen, die fiir rationale Funkti-
aus [0, + o) erklirt sind und die Gber onen erkldrt sind und die fiir rationale Funk-
f0,1} verschwinden. tionen negativen Grades verschwinden,

A : Dic Menge der komplexen arithmetischen Funktionen.
F : Die Menge der komplexen Funktionen.

Die arithmetische Funktion « 145t sich Die arithmetische Funktion « l4Bt sich in F
in F einbetten, indem sie fiir x =< 0 und einbetten, indem sic fiir nicht ganzrationale
nicht ganze Zahlen verschwindet. Funktionen verschwindet.

x : Reelle Gréfle und Argument der E(z2) = g8 : Reclle GroBe, wabei g die Ord-
komplexen Funktionen. © nmung des Koeffizientcnkérpers und g (z) der

Grad der rationalen Funktion z ist.

Mit « € A4 , € F, der reellen x und Mit « @ 4, f€ F, der rationalen Funktion z
der naturlichen Zahl » 148t sich die - und dem normierten Polynom U 148t sich dic
Transformation Sq auf folgende Weise Transformation S, auf folgende Weise erkldren:
erkldren :
. x z
Sah) @) = Y w0 s (£} Gan@ = Y af(5)-
h u

Dann ist S, f € F. Dann ist S, f € F.
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Einige Figenschaften der arithmetisch - linearen Transformationen

Es sei # eine komplexe Zahl, o, f,y € 4 und £ € F. Dann gilt

Spof = Sadf=88.F
Saf + 8pf = Saspf

a,f =p,a (Kommutatives Gesetz)
(e oMor =23, 1) (Assoziatives Gesetz)
a (T4 =a2. 0+ a,y (Distributives Gesetz),

indem man «,f# durch die Beziehung

Sacﬁ f: SG Sﬁf
definiert.

£ sei fiir die normierten Polynome U ) g 1 falls U=1
n —
10 falls Usei

auf folgende Weise definiert : !

Daraus folgt, daB e ein Eimselement des kommutativen Ringes A4 mit beiden Verkniip-
fungen + ,, ist. # sei fiir die normierten Polynome U auf folgende Weise definiert :

iy =1,
Daraus folgt, daB 7 ein Einselement des kommutativen Ringes 4 mit beiden Verkniipfun-

gen 4. Ist,
Die Mébiussche Funltion g wird fiir die normierten Polynome folgendermalen definiert :

0 , falls PE| U firein Py
gy =< (—1y , falls U =P,..P, (also U quadratfrei)
1 , falls U=1 Iist,

wo P.,.., P, die verschiedenen normierten Primfaktoren des normierten Polynoms U.
Daraus folgt i, = =.

L sei eine durch L (#)=log # definierte L sei eine durch L (U)=g(U) definierte Funktion,

Funlktion, wihrend log eine durch wihrend log eine durch
logx falls x> | \ gz} falls g{z) >0
log x = log z =
/0 falls x € [0,1) ( 0 falls g(@ <0

definierte Funktion bedeuten soll, definierte Funktion bedeuten soll.
Damit ergibt sich LC A, log © F. Fir a, f & 4 gilt die Bezichung
Lz, M=L.x)of +aL.p

Fir reelle Zahl x>0, fEF, ac 4 Fir rationale Funktion z,a €4, fCF bes-
besteht die Formel teht die Formel

2.1) logx 84 AAx)=SLq f(x)+5,log x_/'(,\"). .1y logz Sy f(z) == SLgq f(2) + Sy logz f(2).
A wird auf folgende Weise definiert : A wird auf folgende Weise definiert : ‘

logp  falls  »n=p° Py falls U=pP°
dw=13 °F i aay=1¢® )
0 falls  nelp® 0 falls U=k P
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wo p cine Primzahl und e eine natiir-
liche Zahl ist.
Daraus folgt

wo P ein normiertes irreduzibles Polynom und
e eine natiirliche Zahl ist.

AcA und L op= A

A kann auf foigende Weise definiert
werden :

logp falls n=p,

AD=00" tals ntp

wo p ecine Primzahl ist.

A kann auf folgende Weise definiert werden :

g(P) falls U= P,

A =
@ 0 falls Uk P,

wo P ein normiertes irreduzibles Polynom ist.

In einer beziiglich der Multiplikation geschlossenen Menge M, falls eine komplexe
Funktion f definiert werden kann, sodaB fiir jedes Elementpaar g, & aus A4

fla.b) =fa)-f(b)
gilt, so heiBt f @iber M vollstindig multiplikativ.

Ist « € A und iiber der Menge der
natiirlichen Zahlen vollstindig multipli-
kativ, so gilt fir 8,y C A4

B (Bor) =@ Polarm.

i sei eine durch 7(x) = 1 definierte
komplexe Funktion,

Mit den natiirlichen Zahlen a, k (a,k)=1
und kann mau die arithmetische Funktion
i folgendermaBen definieren :

gl falls
ig (’I) = (

n=a mod{k)
0 falls n=a mod (k).

Man bezeichne mit y den Charakter der
primen Restklassengruppe mod k und
mit y, den Hauptcharakter,

Dann gilt

. _ 1 = -
g () = W ;Z(ﬂ) z (),

wo ¢ (k) die Ordnung der primen Rest-
klassengruppe mod k - Eulersche Funktion

grolk)==" g(lm%,)~und ¥ zu
P

¢ konjugierter Charakter ist,

Ist « € A und tiber der Menge der normierten
Polynome vollstindig multiplikativ, so gilt
fir f.y€ A .

m-(ﬂoy):(m-ﬁ)o(a-y).

i sei eine durch 7(z) =1 definierte komplexe
Funlktion, :

Mit den normierten Polyneme D, B, I/ und
(D, B) = 1 kann mau die arithmetische Funk-
tion i, folgendermaBen definieren :

1 falls
0 falls

U=D mod(B)

e —
» () U=D mod (B).

Man bezeichne mit y den Charakter der pri-
men Restklassengruppe mod B und mit g,
den Hauptcharakter.

Dann gilt

ip (O) = —7o 31 1) ()
%

wo @ (B) die Ordnung der primen Restklas-
seu gruppe mod B— verallgemeinerte Eulersche

Funktion ¢ :

" 1
¢ (B) =P 11 (1———) —und ¥ zu g
P/B qg(P)

konjugierter Charakter ist,
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Ist ¢ ein reeller, Nichthauptcharakier Ist # ein reeller, Nichthauptcharakter der

der primen Restklassengruppe mod %, so sei primen Restklassengruppe mod B, so sei
E=xof E=1x.i.

Es sei nun £ auf folgende Weise definiert : Es sei nun £ auf folgende Weise definiert :

1 falls » = m? 1 falls U= 7,

’ @) = W) =

0 falls »=Em?, 0 falls U=k 17?2,
wobel m, # die natlrlichen Zahlen -wobei U, ¥ die normierten Polynome durch-
durchlaufen, laufen.
Ist x>x, , |[A@®] < K|f &) Ist g@>g() ,» |AGE| <XK|fA@] mit
mit fy , /3 € Fund zwei positiven Kons- Jfi s f2 € F und zwei positiven Konstanten
tanten K, x, , so sel K, gfz,), 50 sei
fi) =0 (f;(x)) f1G) = 0 (£;(@).

Die Anzahl der Polynome #. Grades ist ersichtlich (g--1)¢™ und die der normierten

Polynome desselben Grades ¢™. Fir U, n=g(U) > g(B) kann man zwei Polynome C und
A cindeutig bestimmen, sodall folgendes gilt : - :
U=B-C+d4 , 0=gd) <g(B)

Daraus folgt U= A mod B. Nun zihlen wir die Polynome, #. Grades die in derselben Klasse
liegen wie 4. Da die Anzahl der Polynome C (g—1) q”"g(B) ist und es zwischen U und C
umkehrbar eindeutige Zuordnung gibi, ist die Anzahl der Polynome U n. Grades mit U= 4
mod (B} (g—1) ¢"* | st insbesondere U normiertes Polynom mit ¥/ = 4 mod (B) und

(A,B) =1, so ist die Anzahl von U ¢ #® _ Dann ist es kiar, daB in jeder Klasse mod B
gleich viele normierte Polynome festes Grades » > g (B) vorkommen.

Ist x =Ry, , so gilt mit zwei natlirlichen . Ordnen wir erst die normierten Polynome nach
Zahlen »,, n, Grade und nach den primen Restllassen mod B.
1 Ist z5=y,, 50 gilt mit zwsi normierten Poly-
PR -
E x ) ’ﬁ‘ 2 g (o) nomen U, , U,

ny<n<ny :

1
U
|| < L5 ew
gU) <gl < g,
Ist g(U) >g(B) , so gilt
@2 Y rw=o
gUp < g(U) < g(Uy
Fiir die Summe E iz, die tber dem Absch-
7]
nitt erstreckt wird, den man die oben erllir-
ten Kette der geordneten normierten Polynome

durch Abschneiden an beiden Seiten erhalten
kann, gilt

@3 [ Z % | < ( qiT + %) ¥ (B).
o
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3, Das Verfahren zu analysieren, welches K. YamamoTo in seinem oben erwihnten
Artikel benutzt, ist zum Nutzen im Hinblick auf die hiesige Rolle der arithmetisch - linedren
Transformationen und ihre eventuellen Anwendungen :

Arithmetisch - lincare Transformationen auf komplexe Funlktionen anwenden und unter-
suchen, wie sie die Ordnungen der komplexen Funktionen nach einer MaBfunktion (z. B.
nach “0”) dndern. Wenn man die Arbeit des Verfassers aus diesemn Gesichtspunkt betrachtet,
kann man bemerken, unter Anwendung der arithmetisch - linearen Transformationen auf
komplexe Funktionen, daB dic Ordnungsabschitzung sich auf folgende Fille zuriickfithren
14Bt, indem man von simtlichen algebraischen Eigenschaften der arithmetisch - linearen
Transformationen Gebrauch macht :

{a) Die Ordnung der arithmetischen Funktion vergréBern und das Resultat vergleichen,
(b) Eine andere arithmetische Funktion benutzen und das Resultat vergleichen.
(¢) Vom Dirichletschen Satz (3.2) Gebrauch machen, den wir spiter nachweisen.
(d) Die folgende halb algebraische Formel benutzen :
aC A, SuL+u°i E{z) =logz Sy E(2)

auBerdem kann man genau die Elemente der Analyse bei den spiteren Verallgemeinerungen
bemerken: Fir dieses Kapitel werden wir das oben erwihnte durch Beispicle erkliren :

(a) 1. 18ui(z)] < §;i(z) liBt sich schreiben, indem man {p| =1 und |p| =24
ins Auge faBt. Wie man spiter feststellen kann, gilt S;7{z) = O (E{2)). .
(ay 2. |Slil F{)| < S; f(z) 1aBt sich schreiben, indem man |yu|==1i , f(z) =0

und f(z) = O (log z) betrachtet. Wie man spiter feststellen kann, erhilt man durch direkte
Berechnung ‘

S;logz = O(E(). ‘
(a) 3. ISM f@ < 5, fla) =05, i(z)) a6t sich schreiben, indem man
|24) = 4, f(z)=0 und F(z) = O (i(z)) betrachict. Wie man auch spiter festlegen
kann, gilt .

8, #z) = O(E@)).
{(b) Ist (U,B) =1 mit einem normierten Polynom U, so gilt
EW) =0 uwnd EUY=1
. .
Bew.: Es sei U= H Pff mit irreduziblen normierten Polynomen P; und natirlichen

j=t
Zahlen e; . Daraus folgt

SO = (o @) = 3, 1@ =[] (Z @)

DIU =1 =0
Da y == y, und reell ist, nimmt es den Wert + 1 oder —1. Dann gilt

c.
T

falls 2!8,‘ 2 pé (P;)f = 1:
F=0

e.
1

o Cofals2 e ) (P =0,

=0

3
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Daraus folgt £(U) > 0 und E(U?) > 1. Auf Grund der Definition von & gilt

S VE@ =58 VEQ@.

Wie man auch spiter herausfinden kann

o pe——— |
SEVE@R = 7 vV E(2) log =
(c) Hilfssatz :

Bs sei { ¢, ) eine abnehmende, positive, gegen Null strebende Folge und { b, ) eine
Folge, fir deren jede Partialsumme B, |B,| < K gilt, wo K> 0 einen Konstanten
darstellt. Wir erhalten daher .

(o)

2 by ¢y = O (cpp)y-

M
wo M eine natiirliche Zahl bedeutet,
Bew.: Auf Grund der Abelschen Summation folgt
z b cn 2 (B,— B,_.) ¢, E B, (e, — ¢+ By ey— By g cp,
M=np=<N M=np=N M=j=N—1 ’

wo M, N natiirliche Zahlen sind. Und fiir jede natiirliche Zahl A gilt

. o0
l Z by e, | 2 ((.}—Cj+1)+CN+C‘M|=2K6’m!—0dﬂran(,'":o(CM).
Zn=N M=j=N—1 M

Resultat : Es sei v eine positive, fiir die Kette der geordneten normierten Polynome abneh-
mende, gegen Null strebende, komplexe arithmetische -, ¢ tiber dem K.orper der rationalen
Funktionen vollstindig multiplikative komplexe Funkt10n und y der N1chthauptchal:akter
der primen Restklassengruppe mod B, Es folgt.

a1 E 2 (LD w(TN=0(y(z)) oder falls w(T) nur von g(T7) abhingt und 2(z)y==g(B),
g(U)gg(z) )
so gilt Z 2w ) =10, wo U die normierten Polynome durchlduft.
g(U)gg(z)
Da man fiir die Annahmen des Hilfssatzes ‘K=(q—i1— +%) p(B) und {w(L)},
{7z} statt [e,}, {b,) annehmen kann, folgt mit Riicksicht auf (2.2), (2.3) dic Rich-

tigkeit von (3.1). AuBerdem ist die Reihe Z z(U) ¢ (U) konvergenit, weil nach (3.1) ihr
U

Rest gegen Null strebt. Es sei §(y, ) = Z 2 (U w(U). Dann gilt
74

Y, 1@ p @ = fG v+ 0(w@)

gy =glz)
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und-

z
5@ Y 2Oy = Y 1@y @ @(T) = Spye ¢ ).
g(U)=g(z) (U)=z(z)
Daraus folgt
Sy @(2) = 22 f(y) + O(B(2) v (2)
oder
Syya-Btvya P2 =0(H() p(z})
Wenn nun 4 und ¢ nur von g (L) abhingen, so gilt fir g(z) > g(B) nach (3.1)
3.2) Sypp—pi-w e 2(2) = 0.
() Fir acA gilt
2.1) logz Sq E(z) = Sq logz E(2) + S, E(2).
Mit Hilfe von logz E(z) = §; E(z), die wir spiter nachweisen, folgt
(3.3 SGL+u0; Efz) = logz S5 E(2).

4. (2) Nun werden wir beweisen, dafl beide folgende Behauptungen (4.1) und (4.2)
zueinander #dquivalent sind : : :

@.1) S 1 E(2) = 0(E(2))

Aip — UTB)
L 1
“? L wey T g@ et ow,
2(Py=g(2)
P=D mod (B)

wobei D ein normiertes Polynom und P die irreduziblen normierten Polynome bezeichnen,
Da (4.2) den Dirichletschen Satz enthélt, kOnnen wir ihn in der gewiinschten Form
darstellen :

Sq fi(a) = O (2),

indem wir beim Ubergehen von f (2) zu f,(z) oben erwihntes Verfahren anwenden. Hier-
mit werden wir die bemerkenswerten Figenschaften dieser Funktionen erhalten, indem wir
feststellen, wie die arithmetisch - linearen Transformationen die Ordnungen der komplexen
Funktionen #indern. Als ein genaues Beispiel dafir kann man den Dirichletschen Satz
erwihnen.

Wie wir spiter nachweisen werden, betrachten wir nun

.3) S, o E@@ —=0(EQz)
4.4) S, E@ — O(E@)
4.5) Sx. E(z)=E(2) log=.

Unter der Betrachtung von iD 158t sich die Linke Seite von (4.1)
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) _ AW
s 1 E@=E@ Y oot — e S EQ).
Ady — o . E() (B "4
D o8 =) 7
U=Dmod {8)

schreiben.
Da 0= 8, — E(z) = O(E@)) ist, so erhilt man

S, T E@=E@ Y, AW AW poy 3 AW—AW)

4 E{U) EU)
g(=g(2) e@N=g(z)
: U=D mod (B)
oder
| AWy A(0)
@.6) E() vy = FO S0y T OEQ).
e(MN=glz) . g(U=g(=)

U“Dmod B U=D mod B

Hiermit folgt aus (4.1} mit Hilfe von (44} und (4.5)

S, 1 Eo=E@ Y AD o0y 1 pg e
A’D_QJ(B) E(U) (

g(U)=gl=)

U—=D mod B

Unter der Beriicksichtigung wvon A erhéilt_man aus (4.1)

Ly
EPP) ¢ (B)
g(P)=g(z) .
P=Dmod B

4.2) fog 7 - O (D).

Und umgekehrt geht man von (4.2) Gber (4.5), (4.3) od. (4.6), (4.4 auf (4.1) iber., Hiermit
sind (4.1} und (4.2) zueinander dquivalent.

(b) MNun betrachten wir die folgenden Behauptungen, die wir spiiter nachweisen :

@ st g% . f (y, +) W0 sl 5, BQ = O0(E).
4.8 Ist gyofpe, A()=0 , sogilt S, ., E@=0(E@)

(4;9) Ist oo, grecll  , sogilt Sy 000, VE@ =0(VER).
(4.10) Sy VE@ = SEVE®@ = {VE® logz. |
(4.11) ' Stio—na E@=0(E@)).

1 i ,
Da ip=cm 2, 7@z st folet
4

EQ Y 43 S, B g T A0Sy, EO+ S, EE)

E(U) Aip (B) Ston
£{U)=g{z} z%o -
UZ=D mod B

oder mit Hilfs von @.6), (4.7, (4.8) und 4 erhdlt man
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Ew Y E2 g Y f;(g}) = | Spa EO— Y, 1) 51 E@)] +0t6)

E@) ¢ (B)
e(P)=g(2) (T <g(z) a(0)=0
P=Dmod B - P=Dmod B

Insbesondere filr D =1 folgt auf Grund von (4.11) und (4.4).

L
0ZE@D Y pmy = —) U0 E() logz+ 0 (EG)),
P=1mod B
2P} = g(2)
wobel ¢ die Anzahl von y mit §(x) = 0 bedeutet. Da g(z) beliebig groB gewdhlt wird,

folgt 0=t 1. Aus B(z) =0 und F(z} = §(3) folgt f(D =0, wo %, B(x) = , B(2)
konjugiert sind, Daraus folgt, dall y mit 0=<z<1 reell sein soll. Auf der anderen Seite
erhilt man aus (4.9). ‘

Sy, sy YE@ = 0(VE@)
oder fir y mit #(y) =0, auf Grund von &

Se VE@) = O(VE@)).

Da g(z) beliebig groB gewihlt - wird, steht das letzte Resuliat zu (4.10) im Widerspruch. .

Hiermit ¢ =0, Dann erhilt man
L 1
EP)  ¢(B)
HP=<s)

P=D mod B

logz + O (1)

Nun betrachten wir die spéter zu beweisenden Beziehungen. Siesind : (4.3) ; 4.4) ; 4.5); (4.7);
(4.8) ; (4.9); (4.10) und (4.11). (4.3); @4 ; 4.7); 4.8); (4.11) driicken aus, daB der Reihe
nach die durch die komplexen arithmetischen Funktionen A— A ; A—7 ; 1d , 2P,
Bl=R0 , zA+i, x5z » B()=0; (z— 4 gebildeten arithmetisch - linearen
Transformationen, die Ordnung von E(z) nicht vergréBern. (4.9) zeigt auch, daB die durch
fr—pB(x)el,? mit recllem y=hy, gebildete Transformation die Ordnung- von \/E~'(z)
~ nicht #ndert. - '

5. Die folgenden Beziehungen kann man durch direkte Rechnung erhalten, mit deren

Hilfe man die oben erwihnten zubeweisenden Beziehungen verwirklicht :

(5.1) SiVE@ = V\i— E(Z)——\f_TI—-T VE@
"(4.5) S8; E(z) = E(z) log z
(5.2) S, 1 i@—E@
T i+ —q—“ £ :
(5.3) S; i(2) = qii E(@)— —
q q
(5.4) SL I(Z) E—— E(Z) IOgZ ﬁw E(Z) -l rl)?ﬁ
-7 _ b g
(5.5) S; logz= i — 1) E(2) 1 log z T—1F

T T e e T T T
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Lemma 3. Su E(z)= O(E(2)).
Bew. : CAus (5.2) und p,i=s , p,e=p ecrhilt man
. g—1 1 ... .
Sp. [Sq—l - J«g I(Z)] :T Jr?' Spl(z).
q q
Aus |p] <7 und (5.3) folgt
Spi(z) = 0(S;i(2)) = O(E@))
oder
_ Se E(@@) = 0(_E(Z))-
Lemma 2. -8, i) = O(E@).

Bew,: Aus A—=1L. g, (54), (45 und i, p =& erhilt man
q .
su {77 B@ losr— T EQ =

%E(z)— L SeE@ + ) Su iz,
Aus Lemma 1, folgt

S, i) = OCE@).

Lemma 3. S, T E(© = 0(E@).
Bew. : Aus den Definitionen von 1 und A ergibt sich

L(P) L) Ly
o < SA.-}}_ E(z) = E(D) Z Em(]’ﬁ) < Efz) E E(f;)e E(z) E E(P) [E(P)—ml]'
e (P) = a(2) e=2
e>1

wo e die nati.'lrlicﬁen Zahlen und P die normierten irrcduziblen Polynome durchlaufen,
Daher gilt

L{) .
0=8 — E(z)< E(z Nk ol S
=8 5 FO<E® ; E) [E@—11°
wo die Summe {ber die normienten Polynome ¥ zu erstrecken ist. Da die Anzahl der
normierten Polynome vom Grade g(U) ¢ ist, folgt

0= 8
Aﬁ

wo n die natiirlichen Zahlen durchlauft, Z ist konvergent und damit ist der

- —1
. r=1
Beweis beendet.

Lemma 4, - hY

' E(2) = 0 (E@).
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Bew. : Aus (53.2) und L =4 oi folgt
1

. g— . 1 on g—1 . 1.,
S, | q—:li&-%e i@ ] =TSL 1(2)+;SA 1(2)——q— S x(z)—? S; i(2).

[

Aus (5.4), Lemma 2, (5.3} und (4.5) erhilt man

S E(zy = O(E@)).

A—i
Lemma 5, Suena £@ = 0(E@) -
Bew. : Aus Definition von yx, folgt
1 falls (U, B) =1,
7o (U) =
0 falls (U, By =1,

wo U die normierten Ponnome durchlduft. Aus Definition von A folgt

, —log P falls (U, B) 1 und U=Pe,
{(xo*t)A](U)=§ *
{0 falls (U, By = 1 oder UskPe,

wo ¢ die natfirliche Zahl und P die normierten irreduziblen Polynome sind. Dann gilt
aus [(g,— A1 (U550, entweder U= Pe oder P/B. Daraus folgt

0= Sy _p, E@=E@ Y LW=d410 . g, Y L@
e=l

HUZR(2) E® - E(Py
P/B
oder da
L(P) _ L)
E(P) EP) —1
e=1 . PiB

konvergent ist, die Richtigkeit der Behauptung.
Lemma 6. Ist y=hy, und F(x) 520, so ist

/(o)
S, E@ .= IO E(@).
Bew, : Setzt man in der Formel (3.2) v = % s =FE und g (x . %—) = 8
fiir g_(z) = g(B), so gilt
6.1} Sy epmp E@ =0,
Andererseits st

(6.2) GDlz—FGe]l =2l D—B8() 2 4.

’ L
Setzt man diesmal in der Formel (3.2) v = ok ¢ = F, so erhilt man

L )_E(z):0

SZ L—cg (Zsf
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oder

’ L
6.3) SxL E@=4 (x, ‘E) E(z).
Aus (6.1), (6.2) und (6.3} gilt

Sya Sy—ae FO =581 40yp4 E@ =0

B

Lemma 7. Ist g4y , Alp)=0 , soist 8, L, E@=0

oder

S E() = E(Z). w.z. b.w.

%A

Bew. : Setzt man « = y in der Formel (3.3) S, E@=Ilogz SqE(2), so

o Ldeagi
erhilt man )

Sypiy.: B =logz Sy E()
und aus f§ () =0 und (6.1)

Sx Ltyat

Da () [y L+ y,7i]= x4+ ist, folgt

E(z=0.

Sys Syrty.i E@ =58, E@=0.

Temma 8. (a) 5, NEAGES 5 VEG — 1 VE(2) logz
Bew. : Aus Definition von & folgt
5 VE@D =VEG ), 1=3VE® logz,
W< Lg ()

wo U ein normiertes Polynom und z eine rationale Funktion bedeuten.
®) Sy et VE@ = O(VEQR) und falls () =0, gilt s, VE() =0E @)

. 1
Bew : Setzi man in (3.2) v = -\/—_E: y © = \/E fiir g(z) >g(B), so erhilt man
(8.1) Sy o, ). VE@ =0

VE
Unter der Beriicksichtigung von (6.1), (5.1) und (8.1) folgt

= Ve [
Stxsioeres VE® =S, g | Vo 1 E(Z)—“"\T_'I VE®D |

1 .
= 7 1 E =0 .
Va—1 'Svfss(x)ma(x,\/—TEJ]E VE@® = 0(VE@)

Ist insbesondere #(z) =0, so ist S V‘T(Z) = 0(\/17?“(5).
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ZWEITES KAPITEL

_ Eine Verallgemeinerung des Dirichletschen Satzes auf den algebraischen Funktionen-
kdrper.

1. Es sei K ein algebraischer Funktionenkiirper und (2} sein endlicher Konstanten-
korper der Ordnung g. Wir bezeichnen mit g das Geschlecht von K. 4, A4, und H bedeuten
der Reihe nach seine Divisorengruppe, Gruppe der Divisoren 0. Grades und Hauptdivisoren-
gruppe. Mit # bezeichnen wir die Klassenzahl —[ A, : H] =h—. Nun kémnen wir ein
vollstdndiges Reprisentaniensystem von der Gruppe A,/H durch die Divisoren 0. Grades
angeben, die wir durch die passenden Primdivisoren p,, »,,..., P, cindeutig bestimmen.
Wir nehmen allgemein die Elemente & (=1, ..., /) aus jeder Klasse von A,/H heraus.
Unter " der Bedingung, da man den Riemann-Rochschen Satz [*] ins Auge faBt und » mog-

. Tichst groB wihlen kann, kana man in jeder Klasse p'(;' #; H die ganzen Divisoren o; (i=1, ..., A)
auffinden, wobei P, [*] ein algemeiner Primdivisor kleinsten Grades und v eine natiirliche.
Zahl bedeuten. Wir bezeichnen mit p; (=1, ..., r) die in g ; (=1, ..., h) als Faktor ent-
haltenden sdmtlichen Primdivisoren, so dafl. fiir die passenden natiirlichen Zahlen #»; (i=1,..., r)

m= P4, pgHG=1.0
pi

0

gelten soll. Es seien Py, P,, die Gruppe der durch die p; (i =0, ..., r) erzeugten Divisoren
0. Grades und der Durchschnitt von P, und H. Einerseits gilt [P, : P;] =< k, weil aus
@, %y & Py mit ay P,gha, Py, « Hesa,H folgt. Andererseils gilt [P, : Py] = &, weil

die Menge {GT’ (i=1,.., h)} (P, cin vollstindiges Reprisentantensystem wvon der
Py
Gruppe A,/H enthilt. Daraus folgt [P, : P ] = & Also kénnen wir jede Klasse von A, fH

durch die Divisoren 0. Grades reprisentieren, dic aus den Primdivisoren p; (i =0, ..., r)
zusammengesetzt sind. Man kann es einsehen, daB P, eine Basis hat und die Anzahl der

Basisclemente # ist, indem man betrachtet, daB die Elemente Prsons 5, cine Basis von P,
bilden, andererseits [P, : P, ] endlich ist und kein Element aus P, ¢ine endliche Ordnung
hat. Nun kénnen wir dieses vollstindiges Reprisentantensystem folgenderart eindeutig bes-

timmen. Nehmen wir nun die Ideinste Potenz von 51 als Faktor enthaltenden Elemente von

P, an die erste Stelle, u.s.w und zuletzt die Ideinste Potenz von p, als Falktor enthaltenden
an die Ietzte Stelle. Betrachten wir jetzt die Ideinste von diesen kleinsten Exponenten. Es

sei p, einer der Primdivisoren, die diesen Exponenten haben und sei o, das Element, das
P, mit diesem Exponenten enthilt. d.h.

. M i o
oy = Pt R

1 b

wo my; (i=1,...,7) ganze Zahlen bedeuten. Die P, enthaltenden Elemente von P,

werden die -ﬁ . nicht enthaltenden, indem man sie mit passender Potenz von w, mu]tipliziert'
Wendet man nun dassclbe Verfahren auf solche Elcmente an, so erhdlt man =z B. den

Primdivisor 9, und das Element w, mit

. pffzz ey Shiter
w, = Py P L

[2] Zahlentheorie, H. Hasse, AkxAp. VERLAG. 'Berlin, (1949),
[*] Von diesemm Kapitel an wird der Grad von p 1 angenommen. Es ist offenbar ohne Einsche

rnnEcung der Aligemeinheit,
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womy (i=2,..,r) ganze Zahlen bedeuten, Unter der Anwendung dieser Methode auf die
P, und- fg nicht enthaltenden Elemente, so ergibt sich

__ TRlgg pRiyg Tftgr
g = P VB

und schliefilich

oy = E;"u e
mit 1 = F<p,

Da sich jedes Element von P, durch ein Produkt von den @ ausdriicken lifit, und jedes
beliebige Produkt .von den o ein Element von P, ist, kommt man zu dem Schluff, dafi
w; {=1,..., r) ein¢ Basis von. P, bilden, Multipliziert man dic vorangehenden Basisele-
mente mit den passenden Potenzen der nachfolgenden, so erfillen die Exponente die
Ungleichungen

O< my; < my 5 i< (Lj=1..,7.
Es gilt m,, > 1, da keiner der P, erzeugenden p; zu H gehort. Die Elemente jzﬁfi 553 o O
{(j=1,..., ) bilden das vollstindige Reprisentantensystem von P,/P, und auch von A,/H,

. ro
wo 0= f; < my; mit ganzen Zahlen f; (=1, ..., r} und H m;y=h ist.
' )
2. Bezeichnen wir mit g(a) den Grad eines Divisors @, Verallgemeinern wir die
Mbbiussche Funktion p auf folgende Weise ; ’

0 , Talls a ein Primdivisorquadrat enthilt
p (o) = ¢ (~-1)", falls a aus r verschiedenen Primdivisoren zusammengesetzt ist
1 , falls o =1,

5
wo @ ein ganzer Divisor ist. Es sei § = H p; und m ein ganzer Divisor mit (m, ) =1,
i=0
Wir bezeichnen die Gruppe der zu m teilerfremden Divisoren 0, Grades, dic Gruppe der
71 m teilerfremden, Divisoren und die Gruppe der zu m teilerfremden Hauptdivisoren der
Reihe nach mit Ay , 4y und Hy. I’ sei die Menge der mit y==1 mod nt zu I

gehorigen Divisoren y, Die Ordmmg der primen Restklassengruppe mod m d.h, [Hy : I'] ist
g (m) = ¢& ™ 11 (1— ! )
g8 (P
- pim

— Verallgemeinerte Eulersche Funktion ¢—, Andererseits ist Ay /Hy = { 7; Hy, (=1,...,5))

und daher [Agy : Hp]=4 Da s, ..., 75 ein  vollstiindiges Reprisentantensystem von
A, fH bilden, so gilt fiir my5ka; 7; Hesa; H und folglich mit (in, Py =1 =; Hyy <k %y Hip
und umgekehrt. Daher ist [Agy : Ay ] = A Auch gilt [Ayy : Hyy 1< 4, weiljedes Element
von Ayy durch Division eines einziges = in Iy, aufgenommen wird, Mithin ist [ Ay, 0 Hipl=A.
Bezeichnen wir cin vollstindiges Reprisentantensystem von Hyy/I' mit ; G=1,.., ¢m),
so bilden

Py %, n =0, T L F2,...; i=L.., ¢k j=1..,¢m

mittelst Py, 7;, @ ; ein vollstindiges Reprisentantensystem von Ay/I".
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) Unter T'(m, q) verstehen wir die Anzahl der zu dem ganzen Divisor q==1 teilerfrem

den, den Grad » > 2g —2 + g(q) besitzenden ganzen Divisoren und unter Tnj o @ B
: j

die Anzahl der in der Klasse pg TR votkommenden, zu m B q teilerfremden, den Grad

n>2g—2 + g(q) besitzenden ganzen Divisoren,

T @)= (—“) — H ( qg(n)) na

Bew: Nach dem Riemann -Rochschen Satz kann man flr jedes n >2g—2 + gly), aus

jeder Klasse von A,/H, einen ganzen Divisor an. Grades herausfinden, Die Anzahl der
a 3

bi; B

Hilfssatz 1.

dim

Elemente des Moduls (%) ist g g == oy /q und 1t ganzer Divisor

ist. T(HT) sei auf folgende Weise definiert - Die Anzahl der ganzen Divisoren o mit

dim %
A e S (i) —d.h T (—}i) A | . Fiir die Anzahl der ganzen Divisoren
11 a a q— 1
¢ mit 2 ¢ (—L D@, @) =1 git also
a’ mi 2 Tl » )= g

: 1

p) ———— ( q
Z @g—1 ¢
u/q
oder unter Berlicksichtigung von

. - | 1N ,,.
Y =0, Emﬂv(lgﬁ)_)q )
e P/

Da fiir die in allen anderen Klassen vorkommenden ganzen Divisoren #n. Grades dasselbe

gilt, erhilt man
Tn, n,
_ (n_ = 1) 1y g&1 H ( g(P) )

Hilfssatz 2.

e e 1) 415 H (- g(qa)) s n>2e-2te@ua

Bew : Nach Hilfssatz 1 gilt fir » > Zgéz +e(Bmaq)

/] 1
T(rz,%mq)=——————71 ! i (1-————);;“
1y &% &)
@D igma 1

also ist T(n, Pmqg) 720 und wichst exponential mit # Daraus 4Bt sich folgern, dal es
mindestens in einer geeigneten Klasse p:]’ LY I' von A/ einenzu Pmq teilerfremden
ganzen Divisor a gibt, Ist also a’” ganz und (a”, $mq) =1, so bestcht cine umkehrbar

r
cindeutige Zuordnung von pL’ spay I'auf ' @ a, 07 € p'; mpw; Il 4——»% € I'. Man kann

die Aniahl der ganzen Divisoren o mit o’ € pz‘ T o i (@, Bq) =1 dadurch gewinnén,




UBER EINE VERLLGEMEINERUNG DES DIRICHLETSCHEN SATZES 93

daff man aus (%) (N I'" die zu P q nicht teilerfremden Divisoren herausnimmt und auch
den Rest von den hjer als Faktor vorkommenden Elementen des Konstantenkdrpers befreit.

Bezeichuen wir die Anzahl der ganzen Divisoren a” mit T [ (%—) M F]. ar-die u|®Bq

und % ar € (:1_1) (N I' gelten, so erhalten wir
' u
T;x,-«xj(n,%mq): Z y(u)T[(—G—)ﬂF]-
| u$ g
Nun berechnen wir T[(f%—)ﬂ Hm] d.h. die Anzahl der ganzen Divisoren a’ mit

o, uy .
Tﬂ E(a )ﬂHm.Esgllt

a
gl —
u : U 1w 1 ( u ) ( 1
-— T = T = - - . 1 )=
T[( a )mf“‘] 2w ( a ) P , 11 gg(p)):#o
o phn
Fiir ein passendes i gilt ’
) 1

Lwemnn (L)

. . . u . . LU
Wir bezeichnen mif T[( a—) Mo I‘:I die Anzahl der ganzen Divisoren a” mit - a’ £

( —]:-) Nea; I'. Nun sei I' die Menge der sfmtlichen FElemente y (=1 mod m), Wihlen

=

PR . N ua’
wir die Basisclemente von (_) ber 0 als 4wy, W ,.., P aus, wo i, @

a dim (i) —1 ¢
u ‘ , S
ist. Da sich jedes Element von (—E—) als
dim (-‘i)_'l
i

. Z Brw: T Bows mit B 2

i=1

ausdriicken LiBt, erhdlt man fir die Elemente von (%) Mo 7 F

dim(i)ﬁl
u/

Z By i o+ Bo vy =y = a; mod mt

i=l1

dim'(i) g
u
2 Bew; + @B, — Dy, =0 mod u

=l

oder
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Daraus 48t sich folgern, daB die Anzahl der Elemente von ( —:-) A jf"' gleich der Anzahl

N

der Elemente von (%—) M (m) mit (u, m) =1 ist. Sie ist also gleich der Anzahl der -

Elemente von ( b c;,m ) , nidmlich qn—g(u)—g(m) . Somit gilt
R -V ey 1
T[(“)M’T]__ G—ng g—1

Da fir jede KI:issp w; I dasselbe gilt, so erhilt man speziell fir die Klasse I'

T [(%) nrl- (q—lgj s L

—1gq g—1
und daher )
1 .
_ fu) — . gt—e()—glm)
Ta; a; (1 Pma) Z (W) a_ngt
u%Bq
oder
Ta. o, (m, Bt g) = - L (1 L )
may ULORA (G—1) g5 1 450 H W T
, #lPa
Unter Berlicksichfigung von ¢ (m) gilt
‘ L
T, Y (n, Pumq) = To T Pma).

Daraus folgt, daB in jeder Klasse 11:’ wy I' zu Pmyq teilerfremde, gleich viele Elemente
vom Grade n > 2g—2 +g (P mq) vorkommen,

3. Die Menge B;; von a sei folgendermaBien definiert :

a .
p—gE-chm.mjf <= a G'B,-j , wo (o, Pm)y=1 , P,=P, T ist
0

Dadurch wird eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von jeder Klasse woa, I' von Agy /T
auf die Divisorenmenge BU hergeste][t. Die Menge {Bl.j s =L ks i=hL00, g (m))
bildet also zu Agy /I’ isomorphe Gruppe. Andererseits besteht eine umkehrbar eindeutige

Zuordnung von der Menge { P, , (o, Pum)y=1 } auf A'?,Sm s WO A;Bm die

_9

o
: p, g .
Gruppe der zu P teilerfremden. Divisoren ist. Die erste bildet zu A"Bm isomorphe

Gruppe.  Wir mdchten  daher den  Dirichletschen  Satz  auf die  Gruppe

{—gi(a)_ P,, (a,Pm) =1 } oder, was aufl dasselbe hinauskommt, auf A$111 erweitern.
Py :
Da zwischen By und der Menge

{ a P.Z} durch a £ B; <«

—_— Pycoy I
pug(a)"'zi !

a

0
pug( )fr,-
eine gewonnene Zuordnung besteht, kann man den Dirichletschen Satz auf die Elemente

. .

:pug(a)“i

i

€ H anwenden, wo a ganze Divisoren durchliuft und (a, f m) = 1 ist.
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Also lautet der Satz:

In jeder Klasse o mod fm glbt ¢s unendlich viele Elemente ———— C H , wo p,

J ( )
P l’ P m die Primdivisoren durchlduft. Dariiber hinaus gilt fiir ein festes w; und ein festes «;
At 1
= 4+ 01
% A T Ega @ oW
g(P)é.&’(Z)
— P, Ty I
g(p) C
und auch fiir eine feste Klasse @ r
> £(p) 1
= ez +o0).
£)=8(2) P )
P
— T ¢ w; I
pog(p);zf _
4. Arithmetisch - linearen Transfofmationén :
- ® sei die Menge der nach dem Grade 7 und der Klasse :x; @ ; I' geordneten zu A‘Bm

gehdrenden ganzen Divisoren, Genau wie im ersten Kapitel 148t sich die arithmetisch - lineare
Transformation, durch eine komplexe Funktion - deren Argumente die' zu-Pm ‘teilerfremden
Divisoren sind und die filr die Argumente negativen Grades verschwindet - und eine kom-
plexe arithmetische Funktion - die nur fir die zu & gehérenden Divisoren definiert ist - auf

folgendé Weise_erkliren :
‘ z
Sa &) = ), (@) f(T),
Tooa

wobei -f eine  komplexe -, « eine komplexe arithmetische Fun.ktion, aC® ound z;
(z, $m) = 1 ein Divisor ist.
A Die Menge der komplexen arithmetischen Funktiohen.
F : Die Menge der komplexen Funktionen.
T Die Menge der arithmetisch - linearen Transformationen.
T und A bilden zwei verschiedene Algebren iiber dem Korper der komplexen Za_hlen.
Die durch « —+ §q definierte, umkehrbar eindeutige Abbildung von der Algebra A4 auf

die 7 ist ein Isomorphismus, wihrend die Multiplikation nicht erhalten bleibt, son_dem die
gewdhnliche Multiplikation zur konvolutischen Gbergeht und umgekehrt d. h.
S :'SGSH . Suﬁ=S¢°Sﬁ

%o B

Beziiglich beider Multiplikationen gelten das assoziative - und _kommutative Gesetz. Fs sei
# eine komplexe Zahl, «, f,y & A und £ C F. Dann gilt

Spa = Sa $f= #Sa f
Saf+ Sgf = Seapf
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x, f=pf,2 (Kommutatives Gesetz)
GEoBloy =, (fop) . (Assoziatives Gesetz)
a8+ =a,fta,y (Distributives Gesetz)

indem man « . f durch die Beziehung
‘San E-‘f = SG Sﬁ f 3
definiert, .
In A kann man beziiglich der beiden Multiplikationen zwei verschiedene Einselemente z
definieren :

@ ¢ ; i(@)=1 , aC ® : Das Einsclement beziiglich gew&hnlicher Multiplikation

1 falls a=1

0 falls askl > a € ® : Das Einselement beziiglich lconvo]ut_iséher

@& & ; (@)=

Multiplikation.

Es gilt e=i,p , wo p eine verallgemeinerte Mobiussche Funktion ist :

0 falls & ein Primdivisorquadrat enthélt.
g(@) = < (—1)" falls a aus r verschiedenen Primdivisoren zusammengesetzt ist
1 falls a =1 ist. '

Definieren wir einige zu A oder zu F gehdrenden Funktionen, die wir spiter benutzen, auf
folgende Weise :

E: E@ = ¢ : Reelle GroBe, wobei z, zu Pm (eilerfremder Divisor nicht nega-
tiven Grades ist. : .
L: L@ =g() fir a C®. Somit ist LC A, Fira,C A gilt Lz A =Lax),p
+x. (LA '

log: logz =g (z) fir die Divisoren z nicht negativen Grades mit (z, P ur) = 1. Somit
istlog €F. Fir f€F , a€ A gilt log z Se f@)=58,, f(2)+ Sag logz f(2), wo z mit
g >0, (z,pm) = 1 ein Divisor ist.

L falis a = p° :
0 falls a==p® ,wo p,p-|Pm ein Primdivisor und e eine
natirliche Zahl ist. Somit gilt A C A und A = L, :

4 i A@) =

L(p) falls a=1p

4 2 d@= }
) 0 falls a=5®  wop, p--Pm ein Primdivisor ist. Somit gilt
A € A, Ist a vollstindig muitiplikativ itber &, so gilt fir #,y € 4

' By =(afm,(=p.
it i@ =1 firz(z Pm) =1 und g(z) 0.

U falls GEB, i—lye, ko3 J— 1, g(u)
o 0 @ = 54 g ag¢ B, ,wou,aC® und u( By ist,

Es sei z der Charakter und y, der Hauptcharakter von der Gruppe {B,.j}. Nun gilt
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. 1 _
= hu;(n_i) Z FACI
%

E=y3.¢ , wo y ein reeller Nichthauptcharakter ist.

Ut

: @ 1 falls o =6® fir o b€ ®
a) = ir o, .
N 0 falls a=k b

urt|

O Istfirz; (z,Pmy=1; gz >0 und gz} > g(z,)
L@ <KL&,

so heift f,(z) = O0(f, ()}, wobei f,, fi € F, K cine feste positive Zahl und z,;
(zo, Puw) =1, g(z,) = 0 ein Divisor ist.
MNach Hilfssatz 1 ist die Anzahl der Divisoren aus ® vom Grade n>2g-2+g (P m)y=d,

. i ( 1 )
" mit g = ———— [ ——-
e ' (0—1) g& 1 H g8
P[P
Da nach Hilfssatz 2 in jeder primen Restklasse mod oder in der zugeordneten Menge

gIelc:h viele zu P m teilerffremde ganze Divisoren & von festem Grade n >d, vor-
kommen, gilt offenbar fir y=ky, , a, €6

Z 2 =0.

dy<g(a)<lg(n,)

Fiir dic Summe Y, x , die iiber den Abschnitt zu erstrecken ist, den man ® durch
a
Abschneiden an beiden Seiten erhalten kann, gilt fiir eine passende feste Zahl K =0

f%:xf<f(-

Der Gedanke iber diese neue Erweiterung des Dirichletschen Satzes stimmt fast mit dem
i Kapitel [ iiberein, Hauptsichlich wenden wir hier die arithmetisch - linearen Transfor-
mationen auf die komplexen Funktionen an und untersuchen, wie sie dic Ordnungen der
komplexen Funktionen nach einer Malfunkfion (z. B. nach .,0”) dndern. Es 1t sich auf
folgende Fille zuriickfiihren :

(a) Die Ordnung der arithmetischen Funktion vergroflern und das Resultat vergleichen.
(b} Eine andere arithmetische Funktion benutzen und das Resultat vergleichen,
(¢} Von dem Dirichletschen Satz (5.1) Gebrauch machen,

6 Sxwo_pui, e ¢ =0
mit f(n )= Y (@y@, aCO;EGPW =156 >d,
a

wobei p eine fiber ® abnehmende, gegen Null strebende, nur vom Grade des Arguments
abhingige, positive arithmetische Funktion, ¢ ecine fiber der Menge der zu P m teilerfremden
Divisoren nicht negativen Grades vollstindig multiplikative, nur vom Grade des Arguments
abhingige komplexe Funktion und y ein Nichthauptcharakter der Gruppe { Bii} ist.
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{d) Die folgende halbalgebraische Formel benutzen :

.2) @ €A, Syia. ?1 if—(-‘i(—;iﬂ ¢ | EGr=logz Sq EC),
1 1

wo z;(z, Pm)y =1, , g(2) >0 und

C{i,E)= Z "Etﬁ —a; 2 1 gelten,

0= g{o)=d, 0<n<d,

Wir werden nun das oben erwdhnte durch Beispiele erkldren :

(a) I. Unter Beriicksichtipung von |p| =1 5 (p]=i gt |Spi@}|< S;i(2).
Wie man spéter feststellen kann, ist S;i{z) = O (E{(2)).

(a) 2. Auf Grund von lrd| =4 und fir £{z) =0, f(z) = O{i{z)) gilt
[ S, f@1 <8, fl5y=0(8, i)
(b) TFiir a E ® ist E(a)=0 und E(a% 3-.1.

&

Bew.: Esseia € ® und a = H p7i seine kanonische Primdivisorzerfegung. Fiir

f==1
a’ €°G® gilt
E@ = (ol (@) = x(a')=]j (Z x@z-)f).
- a’ja je=l =0

Da hier y £y, cin reeller _Ch_aralcter ist, folgt 3 {(p;) = + 1 oder —1, (i=1, ..., s). Dann gilt

@ it

Zx(p,.)f;gl falls  2|e;,

J=0

Se,
4

E g =0 falls 2 e,
=0 :

Manﬁ kann daraus schlieien, daf E(a) =0 und E(a?) = I ist. _ ) .

Aus der Definition von E folgt Sy \/E (z) = S‘é. \/EE . Wie man auch spdter nach-
weisen kann, . . . : o -
Sg VE@ = La,VE@ logz + C{, E) VE@) .

) TN R
© Fie gtz v =g o— 5 f(r, )~ 00 wd 20 >a,

folgt aus (5.1)

S E(z):()

) K=Bhy e
(d) Fir o € 4 gilt '

logz Sy E{z) = 8, logz E(z) + 5, E(2).
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Mit Hilfe der Bezichung S; E(z) =a, .E(z) log z - C{J, E) E(z), die wir spéter nachweisen,
folgt
. I . CWLE '
52) Saltao[ 2 i— 2B s EG) = logz 54 EC)
23} q,
6, Nun werden wir beweisen, dalb folgende Ausdriicke (6.1) und (6.2) zueinander 3qui-
valent sind :

6.1 ' Y E@=O(E
(6.1) S, e A E@) (E(z)
' 1
6.2) » égg = i 0B 7 1 O
' g(p)=<g(2)
ps“’EBij

wir betrachten folgende Bchauptungen, die wir im Kapitel 11, 7 nachwcisen :

(6.3) . St-4 E(@) = KHE()
(6.4 Syt E@z)=0(EQ)
(6.5) S; B(z) = a, E(z) log z + CUi, E)E(z)

Nach Definiton von jyy ist fir die linke Seite von (6.1)

E(z) = E(z) A ) | 1

A z) = z E — f.‘_—

hep(n) HO=e () () ()
' anCBy;

5S4 E(z)

Sithyy —

aus (6.3) folgt

Spmi B =BGy AO_AQ o gy 3 MO AO,

F(a) Efa)
£(0)=z(z) £(0)=g(z)
@, By i
oder
A

65 B0 ), A0 Y 520w,

gl)=g(2) g{)=g(2) '

a,ueR; / QUEB;;
auf Grund von (6.4) und (6.3) ist also

1 1 E Z)y = fI(a_) — ; . -
(6.1) Sai,— e AEE) = E(@) @ e E(z) log z + O (E(z).
. s(a)==g(z)
a,uC B,

Nach Definition von A folgt aus (6.1)

S R A
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\ Ly
(6.2) Z oy W(m) log z + O (1)

g2p)=g(z)
PUCHE;;

Dagegen kann man mit Hilfe (6.3), (6.6), (6.4) und {6.5) von (6.2) zu (6.1) {ibergehen. Also
ist es bewiesen, daB (6.1} und (6.2) zueinander dquivalent sind.

Nun beweisen wir die Behauptung (6.2) mit folgenden Beziehungen ;
(6.3), (6.4), (6.5) auf die wir im Kapitel II. 7 cingehen werden,

#(» %)

(67) 1 %5 %o ﬂ( X%) = 0,50 st Sun ) = —grst B
(©.8) Ist g 70 B0 =0, | so st Sy, 1 B = C("E) CGE) by
6.9) Ist z==4, und reeﬁ, s0 ist Str—poneni VE@ = 0 (VEG E(Z))
(6.10) Se VE@D = 8z VE@ =_% a VG log 7 + €, EWNEG)
611 po—i

.1 .
Mit iy = 7000 D ay sl
%

EQ Y, e~ SmgEO — s N 1O SEE) + g Ston B

E(@
glay="g(z) w0
 GMEB;;
oder aus {6.6), (6.7), (6.8} und (6.11) folgt
L
OB +EG) Y, o EE) Z = -

gM=g(z} gla)=g(2)
G,'EIGB,-J,- a,uEBij

[SAE@— ), 7S | E@]+0ER)

 Thp(m)y
q?(m) sOnmo p

Insbesondere gilt fiilr u =1 und unter Berﬁcksichtigung von (6.3) und (6.4}

L 1 :
0SEQ Y FB = o () E@)logz + 0(EG)
. g(P)=g(z}
a,MEB; ;

wo t die Anzahl von y mit f(y) =0 ist.

Da fiir ein moglichst groBes g{z) 0=<7=<1 gilt und wegen F(x).=F () ausf () =0,
 B(z) =0 folgt muB y mit §(;) =0 reel sein, wobei z, f(z) zu x, #(x) konjugiert sind,
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Andererseits folgt aus (6.9)

Stoi— B0 VE@ = 0 (VEE))

und daher unter Berticksichtigung von f(x) =0 und der Definition von g

St VE@ = 0 (VE@)

Fiir ein mdglichst groBes g(z) steht diese letzte Bezichung im Falle + =1 mit (6.10) im
Widerspruch, Also ist #= 0. Somit erhélt man

| Lp) _
©2 B~ T
gm=g(z)

PMEB;;

Nun betrachien wir die spiter zubeweisenden Bezichungen, Sie sind : (6.3); (6.4), (6.5),
{6.7), (6.9) und (6.10). (6.3}, (6 4), (6.7y und (0.8) driicken aus, daB der Reihe nach die durch

die arithmetischen Funktionen A — A; A—7f; x4, 15 2o A =R0 und x4 +-—1, 52 2os

logz + 01

Pp(x) =0 gebildeten arithmetisch -linearen Transformationen die Ordnung von E(z) nicht
vergroBern. (6.9) zeigt auch, daB die durch [y—J(y}e].i (mit reellem xr-#y,,) gebildete
Transformatlon die Ordoung von y/FE(z) nicht dndert,

7. Die folgenden Bezichungen kann man durch direkte Rechnung erhalten, mit deren
Hilfe man die oben erwihnten Bezichungen verwirklicht :

Vi

7.1) S VEG) = a,—2— v E(z) + CG, \/E) VEG@),
cCiVB = 2, c Wa)— o=
OAg(a)édn\/E( ch o; n=d, ‘/q !
69 SE)-aB@bezt CLEED, CHE= Y ge—a )1
0=g(a)=d, 0=n=d,
(7.2) Sq. o=t Cie 1@ = E@), 6} = E 1 —a, Z 7 — a11
qay gdy ’ 0=g(0)=d, 0=<n=d,
(7.3 S;i(=a, L )iz}
(74 SLi(z)= a‘q E(z) iog z— (q—qi)" E(@) + C(L, 1),
N . ' Cw gq
CL, = 2 ioga—a, Z ng” +q; g—1)

0L gla)<Ld, 0=n=d,




102 {zpeEm CELIK -

(7.5) S;logz=a, (q 5 EG) + CG) log 2+ av e "1) — 2 C(L,i).
Lemma 1. SuE() = OE(E)
Bew.: Aus (7.2) und p,i=c¢ ;. o & = @ erhiilt man
Suls il ==L =L 6 Suite)
" =1, "'-'_Qﬁﬂl Ci, e qda; qay ! &
Qe qa)

aus |p| =27 und (7.3) folgt
SuE(z) = 0 (E(z))
Lemma 2. Spi(z) = O (FE(z)
Bew.: Aus A~ L, p, (T4 und (6.5) erhdlt man

SaAi@) =Sula, q_"l E() logz—a, quf E@) -+ C(L,D] =

(g
q

= —1 l).zSp;E(z)JrC(L W 1) Sl

Aus Lemma 1. folgt
Sai(z) = OEE).
Lemma. 3. Sq—q E@) = O (E(2)

Bew.: Aus den Definitionen von 4 und A ergibt sich

Em) E@py
eg(M=g(z)
ex-1

oz s im—m 3 W n Z D _ re Z Z5)

CEQ) E@1]

wo e die natiirlichen Zahlen und p,p-|- E}}m die Primdivisoren durchlaufen, Daher gilt

0 84T EBE < EG) Y, W%E%ﬁ
a

Da die Anzahl der zu ® gehdrenden Divisoren vom Grade g(a), a, q* (@ ist, folgt

o
0= 8q—4 E(z) << E(Z)ZQT"TI,
=1
w
wo n die natirlichen Zahlen durchlauft, E

a==1

q"—
beendet. -
Lemma : 4. Si— - ¢ E(:) = 0 (E()

Bew.: Aus (7.2) und L= A, folgt

7 T ist konvergent, und damit ist der Beweis
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1

1 . 1 . —1 .. . q-—— ;
1.5 = .4 972 g, s
St a’’ [ et = e 1(2)] qa, Si2) ga, @1 §a i) ga," Sid(2)+

4t qday

q— q

—1 L,
‘c]mf C (i) 5; (2).

Aus (7.4}, Lemma 2, (7.3} und (6.5} erbdlt man
Sqli- Ez) = 0 (E@)).

I ( x,%)

~Lemma 5. Tst y 553, Hx)=k0, so ist Sy E(z) = T

E(z)

: ' . 1 1
Bew.: Setzt man in der Formel (53.1) fir g(z) > d,y =—, ¢ =E, § (x, f) = ()

E
so gilt )
(8.1) Su—epip E(2) = 0.
Andererseits ist
(8.2) G My [1—BQ)e)=2L—B(z) x .

I .
Setzt man diesmal in der Formel (5.1) @ = o ¢ = E, so erhdlt man

St ep (z;r’;)E(z) —0 " oder
L
®3  swre i np EO.
Aus (8.1), (8.2) und (8.3) folgt
Sya Sy B E(z) = Syb-ponyua B =0 oder
L L
SyAE@) = ——LE
%A E(2) A0 ()
Lemma 6, Tst z=Ryy, f(x)=0,s0ist S, L, Ez = ? E(z).
(<3} 1

Bew. : Setzt man & = y in der Formel (5.2) Sur+s, [(IL;—_C_(:"_E)E ]E(:) =logz.S,E(z),
L L

so erhdlt man SKL-FXQI:HLJ" C(%E)s ]E(z) =Tlogz Sy E(z) und aus f(y}=0, (8.1)
L L

Sutvg | 11— S, @) <o,

1, CGE 1, CGE) .
Da (z #), [;CL + 74 (711— —Si—)e)-l =yd 4—?1‘_(@—)8 ist, folgt
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Ci (:;[E ) E)

Saz+ ;-:- 1 B(z) =
Lomma 7. (a) S¢ VEG) = 52 VE@ = - a, VE@ Tog 2 + C, EVER)
Bew, :

Aus Definition § und C(L,E) = Y, 75%)—*“1 T 1 folgt
0=g(a)<d, 0-Znd,

SVEDVEB[ Y ow + Y e — 3 oa]

ey = < pp el
Dzg@= L g OEFEOSEe 0=n=do

(6) Sty—pweloi VED=0 (VEE) und falls f(z) =0, gilt St VE@ =O(/ER)-
Bew. : Setzt man in (5.1) xwl- , = \/E‘, so erhilt man Sy—g (K,V%) e \/ETz)_:O.

VE

Untet der Berticksichtigung von (7.1) und (8.1) folgt

Stx—atpeloi VEE) = Sy—pie [th ‘/!ql E(z) + Cl, VEWEQR) :| =
. g—

= Sts ( vl?) —s: VEG) = 0 (VEE)

a

@ € H mit a Aqyn Zwischen
Pu i

Bemerkung : Es sei G die Menge der Elemente

% und A%m kann man mit Hilfe @ —» eine umkchrbar eindeutige Zuordnung her-

LI
pog(a)ﬂi
stellen. Aus der Herstellung von =, ..., s, folgt, daB die Menge (=, ..., =} beziiglich der Mul-
tiplikation nicht geschlossen ist, Wir kénnen die arithmetisch—linearen Transformationen fiir
® wie im Kapitel IL 4 verallgemeinern, withrend wir den Charakter # nicht definieren kénnen,
weil das Produkt der in « ; F vorkommenden zu & gehorenden Elemente, Gber @ hinaus gehen,
Deswegen ist die Theorie in Kapitel IT fir Aqyy oder fir (B;;} ausgebaut.

8. Vergleichung des Kapitels T mit dem Kapitel 1l :

(2) Die arithmetisch — linearen Transformationen sind. {iber einer beziiglich der Mul-
tiplilcation geschlossenen Menge definiert (Im kapitel I Gber der Menge der normierten Poly-
nome, deren Koeffizienten zu einem endlichen Kérper gehiren: im Kapitel II tber & d.h.
tiber der Menge der zu .m teilerfremden Divisoren.) Hiermit gewinnen wir die Eigenschaften
der arithmetisch — linearen Transformationen sowohl im kapitel I als auch im kapitel II.

(b) Man nimmt ¢" als eine Funktion der Gréle, die nur vom Grade des Arguments
abhiingt. Auf der anderen Seite ist ¢" im Kapitef I die Anzahl der normierten Polynome ». Gra-
des. Im Kapitel IT ist die Anzahl der zu & gehérenden Divisoren vom Grade » > d, a,¢", wo
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g im Kapitel T die Ordnung des Koeffizientenkorpers, und im Kapitel 1T die Ordnung des
Konstantenkrpers, n eine natiirliche Zahl, und a,, d, zwei Konstanten im Kapitel II bezeichnen,

{c} Da es im Kapitel I in jeder primen Restklasse mod 8 gleich viele normierte
Polynome ». Grades, und im Kapitel II in jeder Klasse B;; gleichviele ganze Divisoren n.
Grades vorkommen, wird die Summe 3y beschrinkt, die Gber einen Abschnitt zu erstrecken
ist. (Im Kapitel 1 {iber einen Abschnitt der Kette der normierten Polynome, im Kapitel II fiber
den von &), Somit erhiilt man den Dirichletscheu Satz (5.2) im Kapitel 1, (5.1) im Kapitel TI.

(dy Im Kapitel T wird die halbalgebraische Formel (3.3) und im Kapitel II (5.2} gebraucht.

Nach dicsem Vergleich lassen sich die Rechnungen in den Kapiteln T und TT auf den Gebrauch
der folgenden zuriickfithren : ’

1} von den zu (a) gehdrenden algebraischen Beziehungen und (b}

2} von den zu (a) gehdrenden algebraischen Beziehungen und (c).
Kapitel T unterscheidet sich nicht in (a) vom Kapitel TI, sondern in (b), denn die Funktion
der Grole im Kapitel T ist ¢®, und die Anzahl der zu & gehdirenden Divisoren vom Grade
n>d, ist g, q°, aber fiir n < d, besteht keine explizite Beziehung zwischen ¢" und der Anzahl
der Divisoren n, Grades, Dies 1403t sich besonders beim Vergleich vom Kapitel I, 5 mit dem
Kapitel TI, 7 bemerken, da T {4.5) und II (6.5) sich unterscheiden. Dadurch ergeben sich fol-
‘gende Unterschiede zwischen beiden Kapiteln :

Kapitel I ‘ Kapitel 11

Lemma 5. Sy4—i E(z) = O (E(2)) Lemmad, S;— {% i E(z)=0(E(z)).

. B
Lemma7. Sy1+:E(z2)=0, g{z)>g(B) Lemma 6. Sy4+ hL 1 E(z)= %’) E@z); 5z} > d,
. 1 1

Lemma 8, S% VE@) =% VE(@) log z Lemma 7. St \/E(;j=%a, \/Wz)'logz—}C(i,E)\/@

DRITTES KAPITEL

1. Es sei X der Funktionenkdrper mit dem endlichen Konstantenk&rper £, p,
Primdivisor 1, Grades, und 1-130 der Integrititsbereich der fiir alle Primdivisoren von K auller

P, ganze Elemente, Der Quotientenkdrper dieser Ipo ist offenbar K selber. Wir bezeichnen
mit Ali‘o m, Am’ A, m, Hy und T der Reihe nach, die Gruppe der zu p,m teilerfremden

Divisoren, die Gruppe der zu m teilerfremden Divisoren, die Gruppe der zu m teiler fremden
Divisoren 0, Grades, die Gruppe der zu mn tcilerfremden Hauptdivisoren, die Gruppe der
zu 1 mod m kongruenten Divisoren, wo m; (i, p,) = 1 ein ganzer divisor ist. Wie im Kapitel 11
gelten [d, 3 Hpl =#h, [Hy ;= ¢ (m), wo h die Klassenzahl von A, [ H bedeutet, Wir

definicren L durch L(a) = g(a) fiir den ganzen Divisor o mit {a,p,m) = 1. Dann gilt der Satz 1 :

P
o £

In jeder primen Restklasse mod m von Iy, gibt es unendlich viele Elemente € Ip,

und besteht die folgende asymptotische Formel

i
-
g

I
[
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L) 1
qu@) W Gy 82 O

P
p, &)

g =g

wo P ein Primdivisor z, (z, p, m) =1 ein Divisor und log z = g (z) ist.

€ (Bine der primen Restklassen mod ),

Beweis : Genauso wie im II kann man ein vollstindiges Repriisententensystem von
der Gruppe A, [ Hyy cindeutigerweisc aufbauen. Seien =, 74, ..., 75 das so gebildete voll-
stindige Reprisentantensystem von A,y { Hpy und @, ., zquny das von Hy /I Jeder
Klasse w;« ;T von Ay JI' 14Bt sich eine B; j durch

g(a) Coayml -0 € By; 5 (a, ;Jum)—i
zuordnen. Die Menge { B; 7} bildet bezﬁglich‘ der Multiplikation zu A,y /I’ isomorphe
Gruppe von der Ordnung A ¢ (m). Andererseits ist offenbar die Gruppe Ap, m zu der Gruppe

{ g(a)} mit n & A Pp 1 isomorph. Nach Hilfssatz 2 von I glbt es in ]eder Klasse B
Po

gleich viele ganze Divisoren vom Grade n >>2g—2 | g (p, m) =d,. Also ist die Anzahl der
zu p, m teilerfremden ganzen Divisoren vom Grade n >d, gleich 4,4, wo

h ( 1 ) .

0y = 77—+ P — ist.

g g—1) H g€ ®
- plpout . _

® sci dic Menge der zu p,m teilerfremden, nach Grade und Klassen von A,y /I' geord-

neten ganzen Divisoren, Nun betrachten wir das, was im Kapitel IL 8 angedeutet ist.

(a) Da ® beziiglich der Multiplikation geschlossen ist, kann man iiber ® dic Theorie
der aritmetisch - linearen Transformationen ausbauen und daraus ihre gleiche Eigenschaften
ableiten.

(b) Wie im II kann man im 0L 1 g€} als GréBenfunktion annehmen, wihrend die

Anzahl der zu ® gehdrenden Divisoren vom Grade »>d,, a,q" ist, wo z;(z,p, m)=1
cinen Divisor und g(z) den Grad von z bedeutet. ) -

(c) Bezeichnet man den Charakter der Gruppe {B; I3 durch’ ¥ und den Hauptcha-
rakter durch yx,, ist die Summe £y fir y=fy, beschrinkt, die Uber ® zu erstrecken ist.
Daher gilt der Dirichletsche Satz {iber Reihen genau so wie im friheren Kapitel. Wenn man
dic Konstanten a,, do durch a,, d, ersetzt, so sind die SchluBweisen und Berechnungen in
beiden Kapiteln ganz gleich, Dann gilt

e 1
2 o5~ g 82O

g(p) Ca;l
g(p)ég(z)

Bemerkung @ Beide Kapiteln II und T unterscheiden sich im folgenden wesentlich
voneinander :
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Da im III (m,p,) =1 und im IT (m, P} =1 gilt, ist mt im 101 freier gewihlt, Daher ist
P

P, 3@’)\:1:1-

7, =1 gleiche asymptotische Formel. Ist im III. 1 (m, P) = 1, so enthdlt II, TIT.

I11. 1 allgemeiner als II. 1. Andererseits erhdlt man im 1T fir fir ein festes § z.B.

Satz 2. Ist k eine natiirliche Zahl und ¢ Reprisentant einer Restldasse mod k, so gibt es

in jeder primen Restklassen mod m von K unendlich viele Elemente

(]J) € Iy, mit g(P)=a

mod & und es besteht folgende asymptotische Formel

A 1 )
2 & Khigqm 87T OW
@ T
g(p)=amod (k)

g =gl2)

Beweis : Wir definieren nun die Klasse B; ja durch die Zuordnung :-

g(a) =a mod k

wo a, (0,p, m) =1 ein Divisor ist. Beziglich der Multiplikation bildet die Menge [B; a5
ie=1,.,h/=1,..,¢0);,a=1,..,k} eine abelsche Gruppe, Thre Ordnung ist offenbar

" kh g (m)., Wir bezeichnen Charalkter der Gruppe mit z*¥%. Diesen kénnen wir auf folgende Weise
bestimmen :

¥ =y,

wo 3%, x Charaktere von der additiven Gruppe mod &k und von der Gruppe 4, mIT
bedeuten, fir die die folgenden gelten :

2@ =g Gra; ). o (@, p, W)

a ,
(@) = 2* (ela)) He W e S

I

Die Anzahl der dadurch gewonnenen Charaktere y*y ist & ¢ (m) und keine zwei sind unter

ihnen gleich, Wir nehmen & im Sinne von IT1, 1, dh, die Menge der zu p, m teilerfremden
nach Grade und nach Restlklassen sz j I geordneten ganzen Divisoren. Unter der Betrachtung
von I1.8 kann man folgendes behaupten :

(a) Die Theorie der arithmetisch-linearen Transformationen kann man tiber. ® wie im
M. 1 aufbauen und alle ihre Eigenschaften gewinnen, Wir definieren aber iy auf folgende

Weise :

. 1 Tk " .
iy () T 7;* ) gt ()
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(b) Die GréBenfunktion ist ¢¢# wie im IT, 1 und dic Anzahl der zu @ gehdrenden
ganzen Divisoren vom Grade n >>d, ist a, g™

(¢} Fir g**=ky,** st die Summe 3 y** beschrinkt, die sich ilber den Abschnitt von
& erstrecken 1:iBt. Somit erhalt man den Dirichletschen satz {iber Reihen wie in IT, Wenn
man %, he(m),a,d, durch y**, khe(m), a,d, ersetzt, sind beide Kapitel IT und TIT 2
gleich, Dann folgt

Lp 1
2 2@ khpm @ oW

oem <l
g(p)=a mod (k)
g =gz}

oder fir z =1

Ly 1
2 2O kg @ T oW
p

o
'pl) g(p}\ e ‘x} _'_E

£(p) =« mod (k)
g = g(2)

oder filr m, =1, a=0

Iy b }
2 N T T T R

P
p, € Ce;l
&(m=0mod (k)

gy < g(2)

3. EBssel¢;{c,m==1;g(c)=n>0 ein Divisor und D, (B, M) =1 ein allgemeiner
Divisor. ) ‘

Satz 3. In jeder primen Restklasse mod m gibt es unendlich vicle Elemente c‘? 5 cH

und es besteht asymptotische Beziehungen

L@ 1
Z W:m10g2+0(1)
——cvp 3 Co;I
gp) = g2}

oder insbesondere fiir b == 1
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Ly
X nhqa(m) togz + 0 1)

Tﬁ‘ Cou; I’
g0y =g(2)

wo p Primdivisoren und v nattirliche Zahlen durchlaufen.
¢

Beweis. Es sei u; (o,p, m) =1, g(t) =n, gd) = V,C- :p—?ﬂ und b = pov
P o

Fiir ein Lleinstes s fiir ¢6 € sei C0) = MUt UG T U ... U~ I'. Wir bezeichnen
ko (m))

das vollstindige Rleprz'isentantensystem von Ay m jce) durch B (i: 1, ...
’ K]

und definieren die Klasse ﬁ: ; durch dic Zuordnung

a = —~— , hq) (‘u)
LAYy Iyl (P _ _
st iy Chie/ I'=al By i=1,..,- §
i=0,.,5—1

wo # cine natiirliche Zahl ¢; 0 = ¢ < 5 cine ganze Zahl, a, (a,, m) = 1 ein Divisor ist. Nach

Definition von ¢, 5, o gilt.

a —. o
iy €AY T Gy ey €O peie T
Nun definieren wir B; ; durch

a e =
WE(E’) Yo/ I' -0 € By

Nach Definitoncn von E: i und B; J kommen die zu einer Klasse B;, j—¢ gehbrenden
Divisoren a mit g(0)=nz+v mod {#s) in verschiedenen Klassen E?, ; und umgekehrt.

Somit
Fiir ¢ € By, ’ g(u) =nt+v mod (ns) gilt a € By, ;¢

Far a & BI,J+1,g(a) =n(t+1)+v mod (ns) gilt .a EB:,:_,

Fiit 0 € By, jas 1 @@ =n{t +s—1) +» mod (ns) gilt aeB,T,i'_t.

Die iiber die in der Klasse B,, —¢ vorkommenden Primdivisoren vom Grade <= g{z)

Ly} Lp)
g&®) ProN

erstreckte Summe Z 1Bt sich in s Teile zerlegen. Jeder Teil ist die Summe

die iiber die zu ciner Klasse :é gchﬁrenden und nach Grade inderselben Klasse mod (ws)

liegenden Primdivisoren erstreckt wird, Nach II. 2 gilt fiir die zu Bl ; gehorenden Primdi-
visoren vom Grade g (p) = m‘—i— v mod (ns)
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Z ;7((?) - m logz + @ (1) , daher auch fiir dic in einer Klassc
gm)=g(z)
B i j—t vorkommenden Primdivisoren
LM L) 1
e O ()= | o
2 qé’(P) 5 Z qg(P) | (H e () og z + O (1)
: g(v)_ég(Z) P E‘}ij
PC By e g(p)== nt-+v mod (ns)
ey =g ()

Da ¢ (m) Klassen von Ay /17 aus Hauopidivisoren bestchen, gilt insbesondere

L _ 1
L e ey 200
£p) < £(2)
p N
v cul

Und anch fitr b =1

Lip _ 1
Z gE8® onh g (m) log z + 0 (1)
2(p) < g(z)
Leor

(Dicse Arbeit des Verfassers ist seine Disscrtation und an das Dekanat der naturwissenchaftlichen
Fakultat am 1, Marz 1961 eingereicht worden. Das Manuskript eingegangen am 1. November 1968.)

OZET

Yazarin bu doktera . galigmasinda dnee aritmetik - lineer transformasyonlar yardiumyle

DIRICHLET teoreminin katsayilar cismi sonlu olan rasyonel fonksivonlar cisminin norm-

fanmis polinomlarma, sonra sabitler cismi sonlu olan cebirsel fonksiyvonlar cisminde

aritmetik- lineer transformasyoniar ithal edilip, bunun bir tatbikat: olarak, aym teoremin
cebirsel fonksiyonlar cisminin tam divizérlerine tegmili yapilmaktadir.




