
ÜBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES DIRICHLETSCHEN SATZES [*] 

Ö . Ç E L I K 

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird man versuchen mit Hilfe der arithmetisch - linearen 
Transformationen den Dirichletschen Satz auf normierte Polynome des Körpers der 
rationalen Funktionen vom endlichen Koeffizient enkör per und im zweiten auf ganze 
Divisoren des algebraischen Funktionenkörpers über einem Galoiskörper zu verallgemeinern 

K . Y A M A M O T O [ l ] hat den Dirichletschen Satz mittelst arithmetisch - linearen Trans­
formationen bewiesen : Es gibt in einer arithmetischen Progression 

a - I - bn ; (a,b) = \ ; n = 0, 1, 2 , . . . 

unendlich viele Primzahlen. Sein Verfahren läßt sich auf die ganzen Divisoren des algebra­
ischen Funktionenkörpers über einem Galoiskörper anwenden. Er ist der Überzeugung, daß 
man den Grundgedanken seiner Arbeit auf den algebraischen Zahlenkörper ausdehnen 
kann, indem man statt ganzer Zahlen ganze Ideale benutzt. 

ERSTES KAPITEL 

1. Arithmetisch-lineare Transformationen. 

Die arithmetisch - lineare Transformation läßt sich, durch eine komplexe Funktion - deren 
Argumente nicht negative reelle Zahlen sind und die im Intervall [0,1) verschwindet - und eine 
komplexe arithmetische Funktion - die nur für die natürlichen Zahlen definiert ist - auf fol­
gende Weise erklären : 

n 

wobei / eine komplexe - , « eine komplexe arithmetische Funktion, x eine positive reelle - und 
n eine natürliche Zahl ist. 

Die Menge T der arithmetisch-linearen Transformationen und die' Menge A der 
komplexen arithmetischen Funktionen bilden zwei verschiedene Algebren über dem Körper 
der komplexen Zahlen. 

[*] Meinem verehrten Leiirer Herrn Ord. Prof. Dr. C A I I I T A U F sei hier mein besonderer Dank 
ausgesprochen für seine wertvolle Unterstützung bei der Entstehung dieser Arbeit. 

[ i ] Theory of arithmetic linear transformations and its application to an e lernen tary proof of Dirich-
let's theorem, Journal of the math. soc. of Japan, 7, Supp., Dec., (1955). 
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Die durch « ->- Sa definierte, umkehrbar eindeutige Abbildung von der Algebra A auf 
die T ist ein Isomorphismus, während die Multiplikation nicht erhalten bleibt, sondern die 
gewöhnliche Multiplikation zur konvolutische übergeht und umgekehrt d. h. 

Nach beiden Multiplikationen gelten das assoziative - und kommutative Gesetz. In A kann 

man bezüglich der beiden Multiplikationen zwei verschiedene Einseiemente definieren : 

(a) i ; í ( n ) = - l : Das Einseiement bezüglich gewöhnlicher Multiplikation 
( 1 falls n = 1 

(b) s ; e (») — J ; Das Einselement bezüglich konvolu-
( 0 falls n 1 

tischer Multiplikation, wobei n die natürlichen Zahlen durchläuft. Es gilt e = i 0(i , wo 
fi Möbiussche Funktion ist : 

0 falls n ein Primzahlquadrat enthält 
¡i (/;) = <¡ ( — l ) r falls n aus r verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, 

speziell (i (Í) — 1 für r = 0 . 

2. Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird man versuchen, mit Hilfe der arithmetisch l i ­
nearen Transformationen den Dirichletschen Satz auf normierte Polynome - deren höchste 
Koeffiziente 1 sind-eines Körpers der rationalen Funktionen vom endlichen Koeffizienten­
körper Q zu verallgemeinern. In diesem Zuzammenhang werden wir die im Körper der 
rationalen Zahlen vorkommenden Definitionen und Begriffe und ihre im Körper der rationalen 
Funktionen entsprechenden auf folgende Weise zusammenstellen : 

Komplexe arithmetische Funktionen 
im Körper der rationalen Zahlen. 

Komplexe Funktionen, die für reelles x 
aus [0, + co) erklärt sind und die über 
[0,1) verschwinden. 

Komplexe arithmetische Funktionen im Körper 
der rationalen Funktionen. 

Komplexe Funktionen, die für rationale Funkti­
onen erklärt sind und die für rationale Funk­
tionen negativen Grades verschwinden. 

A : Die Menge der komplexen arithmetischen Funktionen. 
F : Die Menge der komplexen Funktionen. 

Die arithmetische Funktion « läßt sich 
in F einbetten, indem sie für x ^ 0 und 
nicht ganze Zahlen verschwindet. 

x : Reelle Größe und Argument der 
komplexen Funktionen. 

Mit « £ A , f£_F, der reellen x und 
der natürlichen Zahl n läßt sich die 
Transformation Sa auf folgende Weise 
erklären : 

(S9f) (*) = ] T « ( » ) / ( ^ ) -
II 

Dann ist Saf £ F , 

Die arithmetische Funktion « läßt sich in F 
einbetten, indem sie für nicht ganzrationale 
Funktionen verschwindet. 

E{z) = q8<*> : Reelle Größe, wobei q die Ord­
nung des Koeifizientcnkörpers und g (z) der 
Grad der rationalen Funktion z ist. 

Mi t « £ A , f£F, der rationalen Funktion z 
und dem normierten Polynom U läßt sich die 
Transformation Sa auf folgende Weise erklären: 

(Saf)(z) = »(£/)/( ~j 

Dann ist Svf£F. 
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Einige Eigenschaften der arithmetisch - linearen Transformationen 

Es sei •& eine komplexe Zahl, «, ß, y £ A und / ' £ F. Dann gilt 

S^af= SaSf= &Saf 

Saf+Spf=Sa + pf 

• C« 0 / i )oy = * 0 ( 3 0 y ) 

indem man a 0 /? durch die Beziehung 

(Kommutatives Gesetz) 

(Assoziatives Gesetz) 

(Distributives Gesetz), 

definiert. 

( 1 falls ( 7 = 1 B sei für die normierten Polynome U 
auf folgende Weise definiert: / 0 falls U=fsl 

Daraus folgt, daß e ein Emselement des kommutativen Ringes A mit beiden Verknüp­
fungen + , o ist. i sei für die normierten Polynome U auf folgende Weise definiert : 

/ W) = l . 

Daraus folgt, daß i ein Einselement des kommutativen Ringes A mit beiden Verknüpfun­
gen + , • ist. 

Die Möbiussche Funktion fi wird für die normierten Polynome folgendermaßen definiert: 

0 , falls Pf | U für ein P{ 

/* (IT) = { ( — l ) r , falls U=P1...Pr (also U quadratfrei) 
1 , falls U = 1 ist, 

wo Pl,...i PT die verschiedenen normierten Primfaktoren des normierten Polynoms U. 
Daraus folgt 7 0 fi = s . 

L sei eine durch L(n)=log «definierte 
Funktion, während log eine durch 

log x = 
log x falls x^zl 

L sei eine durch L(U)—g(U) definierte Funfition, 
während log eine durch 

\ g{z) falls g(z)^0 
log z ~ { 

( 0 falls g (z) < 0 

definierte Funktion bedeuten soll. 

0 falls [0,1) 

definierte Funktion bedeuten soll. 

Damit ergibt sich L Cz A , log £• F. Für «, ß £ A gilt die Beziehung 

L {x 0 ß) = (L . «) 0 ß + a „ (£ . ß). 

Für reelle Zahl x > 0 , f£F , a. ^ A 
besteht die Formel 

Für rationale Funktion z , « £ A , / £ F bes­
teht die Formel 

(2.1) l o g A - 5 a / ( x ) - Ä a / ( A ) + 5 B logx/Cv) . (2.1) log z S a /(z) - SLa f(z) + Sa log z /(z) . 

¿1 wird auf folgende Weise definiert: A wird auf folgende Weise definiert: 

( log falls n=pe, U n f a l l s U=Pe, 
M " } (0 falls nj*p\ ¡0 falls U^P\ 
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wo p eine Primzahl und e eine natür­
liche Zahl ist. 
Daraus folgt 

A £ A und Lcft = A 

wo P ein normiertes irreduzibles Polynom und 
e eine natürliche Zahl ist. 

A kann auf folgende Weise definiert 
werden : 

A kann auf folgende Weise definiert werden : 

A («) = 
log p falls n = p, 
0 falls nzfrp, 

wo p eine Primzahl ist. 

A(U) = 
g(P) falls U = P, 
0 falls U*j*Pt 

wo -P ein normiertes irreduzibles Polynom ist. 

In einer bezüglich der Multiplikation geschlossenen Menge M, falls eine komplexe 
Funktion f definiert werden kann, sodaß für jedes Elementpaar a, b aus M 

f(a.b)=f{a)-f(b) 

gilt, so heißt / über M vollständig multiplikativ. 

Ist <x (z A und über der Menge der 
natürlichen Zahlen vollständig multipli­
kativ, so gilt für ß, y £ A 

« • ißoY) = (« • /*)„(* • rl 

* i sei eine durch / (x) = 1 definierte 
komplexe Funktion. 

Mit den natürlichen Zahlen a,k (a,/c) = l 
und kann mau die arithmetische Funktion 
ia folgendermaßen definieren : 

Ist « £ A und über der Menge der normierten 
Polynome vollständig multiplikativ, so gilt 
für ß,y£A. 

« • (* o r ) = C* • ß) * (* • r ) -

/ sei eine durch z'(z) = 1 definierte komplexe 
Funktion. 

Mit den normierten Polynome D, B, U und 
{D, B) = 1 kann mau die arithmetische Funk­
tion iD folgendermaßen definieren: 

i a in) = 
^ 1 falls n = a mod (/c) 

l 0 falls « + a mod (/c). 0 0 = 
1 falls U = D mod (5) 
0 falls U^T-D m o d ( ß ) . 

Man bezeichne mit % den Charakter der 
primen Restklassengruppe mod k und 
mit xo ^ n Hauptcharakter. 

Dann gilt 

Man bezeichne mit % den Charakter der pri­
men Restklassengruppe mod B und mit %0 

den Hauptcharakter. 

Dann gilt 

iD ( t / ) « 2 7AD)xW), 

wo <p (&) die Ordnung der primen Rest­
klassengruppe mod k - Eulersche Funktion 

9? : <p (k) — k U ( 1 — — \ — und % zu 
Plk \ p J 

X konjugierter Charakter ist. 

wo q> (B) die Ordnung der primen Restklas-
seu gruppe mod B~ verallgemeinerte Eulersche 

Funktion q? : 

<p (B) = qgW 77 (l _ _ L r " ) — und % zu % 
F/B\ I 

konjugierter Charakter ist. 
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Ist x e m reeller, Nichthauptcharakter 
der primen Restklassengruppe mod k, so sei 

% = Xoi 

Es sei nun % auf folgende Weise definiert: 

Ist x ein reeller, Nichthauptcharakter der 
primen Restklassengruppe mod B, so sei 

Es sei nun | auf folgende Weise definiert : 

1 falls n — m2, 
0 falls n^=m2, 1 0 0 = 

1 falls U= V\ 
0 falls t /=£ V\ 

wobei m, n die natürlichen Zahlen 
durchlaufen. 

Ist x>xa , < K\f2(x)\ 

mit / ( , / s ^ F und zwei positiven Kons­
tanten K, x0 , so sei 

A M = o ( / , (*)>. 

wobei i / , f die normierten Polynome durch­
laufen. 

Ist g(z) >g(z0) , If.iz) | < K \f2{z) | mit 

fi ) /* € P zwei positiven Konstanten 

A 0 0 = o ( / , ( * ) ) . 

Die Anzahl der Polynome n. Grades ist ersichtlich (q~l)qn und die der normierten 
Polynome desselben Grades qn. Für U, n — g ( i / ) ^ g {B) kann man zwei Polynome C und 
A eindeutig bestimmen, sodaß folgendes gilt : 

U=B - C + A , 0 ^ g(Ä) <g(B). 
Darausfolgt Ü=A mod B. Nun zählen wir die Polynome, n. Grades die in derselben Klasse 
liegen wie Ä.r Da die Anzahl der Polynome C (q—-1) q"~^B^ j s t und es zwischen f/und C 
umkehrbar eindeutige Zuordnung gibt, ist die Anzahl der Polynome U n. Grades mit U = A 
mod (ß) (<? — 1) q"~g^ . Ist insbesondere U normiertes Polynom mit U = A mod (ü) und 
{A ,S) = 1, so ist die Anzahl von U q"—s(S) _ Dann ist es Mar, daß in jeder Klasse mod B 
gleich viele normierte Polynome festes Grades tt^g (ß) vorkommen. 

Ist % =ft Xo > s o SÜt mit zwei natürlichen Ordnen wir erst die normierten Polynome nach 
Grade und nach den primen Restklassen mod B. 
Ist % Xo, so gilt mit zwei normierten Poly­
nomen Ul , Ut 

Zahlen nl, n2 

< ?—1 
fi-(i/1)<ff(i7)<f(D-,) 
Ist fi-TO ^g(B) , so gilt 

(2.2) £ ? ; ( L 0 = 0 

Für die Summe ^ Z» die über dem Absch-
u 

nitt erstreckt wird, den man die oben erklär­
ten Kette der geordneten normierten Polynome 
durch Abschneiden an beiden Seiten erhalten 
kann, gilt 

(2.3) 
Ü 

< ~ + 4 - ) , H>. 
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3. Das Verfahren zu analysieren, welches K . Y A M A M O T O in seinem oben erwähnten 
Artikel benutzt, ist zum Nutzen ira Hinblick auf die hiesige Rolle der arithmetisch - linearen 
Transformationen und ihre eventuellen Anwendungen : 

Arithmetisch - lineare Transformationen auf komplexe Funktionen anwenden und unter­
suchen, wie sie die Ordnungen der komplexen Funktionen nach einer Maßfunktion (z. B. 
nach "O") ändern. Wenn man die Arbeit des Verfassers aus diesem Gesichtspunkt betrachtet, 
kann man bemerken, unter Anwendung der arithmetisch - linearen Transformationen auf 
komplexe Funktionen, daß die Ordnungsabschätzung sich auf folgende Fälle zurückführen 
läßt, indem man von sämtlichen algebraischen Eigenschaften der arithmetisch - linearen 
Transformationen Gebrauch macht : 

(a) Die Ordnung der arithmetischen Funktion vergrößern und das Resultat vergleichen. 

(b) Eine andere arithmetische Funktion benutzen und das Resultat vei'gleichen. 

(c) Vom Dirichletschen Satz (3.2) Gebrauch machen, den wir später nachweisen. 

(d) Die folgende halb algebraische Formel benutzen : 

af-A , S a L + a o ; E(z) = log z SaE(z) 

außerdem kann man genau die Elemente der Analyse bei den späteren Verallgemeinerungen 
bemerken. Für dieses Kapitel werden wir das oben erwähnte durch Beispiele erklären : 

(a) 1. | Sy. i (z) \ ^ Sti (z) läßt sich schreiben, indem man und | J ^ r 
ins Auge faßt. Wie man später feststellen kann, gilt S{ i(z) = O (E (z)). 

(a) 2. | Sy}l f(z) \ < S{ f(z) läßt sich schreiben, indem man | %p | ^ i , / (z ) ^ 0 
und f(z)^= O (log z) betrachtet. Wie man später feststellen kann, erhält man durch direkte 
Berechnung 

St logz = 0{E{z)). 

(a) 3. \SXÄ f(z) \ < SÄ f{z) = O (SA z'fz)) läßt sich schreiben, indem man 
| %A j ^ A , f(z) ^ 0 und f(z) = 0(i(z)) betrachtet. Wie man auch später festlegen 
kann, gilt 

SA i{z) = 0{E(z)). 

(b) Ist (U, B) = 1 mit einem normierten Polynom U, so gilt 

l (¡7) ^ 0 und %{U'1) ^ 1. 
s 

Bew. : Es sei U = J"J Pp mit irreduziblen normierten Polynomen P(- und natürlichen 

Zahlen et. Daraus folgt 
s e. 

i 

l(U) = (Xoi)(U) = £ z(D) = n * ( i > i ) / ) 
DIU i = I j=0 

Da % ^ %o und reell ist, nimmt es den Wert + 1 oder — 1 . Dann gilt 
ei 

falls 2\et x CPf)7 ^ 1. 
J=o 

e. i 
falls 2 T e£ £ % (P;)' ^ 0 . 

J=o 
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Daraus folgt % (U) ^ 0 und l ( t / 2 ) ̂  1. Auf Grund der Definition von % gilt 

S% \J E{z) ^ S\ \/E(z) . 

Wie man auch später herausfinden kann 

S% sfEjz) = y y/T(zj log z. 

(c) Hilfssatz : 

Es sei { c„ } eine abnehmende, positive, gegen Null strebende Folge und ( bn } eine 
Folge, für deren jede Partialsumme B m , | Bm \ < K gilt, wo K > 0 einen Konstanten 
darstellt. Wir erhalten daher 

CO 
% b n c n = 0 icM), 
M 

wo M eine natürliche Zahl bedeutet. 

Bew. : Auf Grund der Abelschen Summation folgt 

2 b»c"= Z ißn — Bn-dcn= Bj {Cj — cj+1) + BN C j v — S M _ 1 cM, 

wo M,N natürliche Zahlen sind. Und für jede natürliche Zahl M gilt 

<x> 
| Z bncn | ( c ,— c, + I ) + C j v + | = 2 Ä : C m oder ^ ö„ C f l = 0 ( c M ) . 
M<n<N M < ; < A ' — 1 M 

Resultat : Es sei if> eine positive, für die Kette der geordneten normierten Polynome abneh­
mende, gegen Null strebende, komplexe arithmetische - , <P über dem Körper der rationalen 
Funktionen vollständig multiplikative komplexe Funktion und % der Nichthauptcharakter 
der primen Restklassengruppe mod B. Es folgt. 

(3.1) ^ x (U) V>(U)=0(y(z) ) oder falls y(U) nur von g(U) abhängt und g(z)^g(B), 
u 

g([/)>g(z) 

so gilt ^ % (U) V (V) = u ) wo U die normierten Polynome durchläuft. 
u 

g ( E / » 8 ( z ) 

Da man für die Annahmen des Hilfssatzes .K=^-^-—1-yj ^i(S) und {ip(if)}, 

{ x (U)} statt ( c n } , {b„} annehmen kann, folgt mit Rücksicht auf (2.2), (2.3) die Rich­

tigkeit von (3.1). Außerdem ist die Reihe ^ %(U) V>(U) konvergent, weil nach (3.1) ihr 
u 

Rest gegen Nul l strebt. Es sei ß(%t v ) = ^ x ^ Dann gilt 
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und' 

2 z (£Ov(£0= 2 z(tOv(£0 * (EO * ( - ^ - ) ==-S*** 0 <z). 
B ( £ / ) < g ( 2 ) S(t/)<g(z) 

Daraus folgt 

S*** * W = V) + O ( 0 ( z ) V ( z ) ) 

oder 

^M^-pOc, <J») s # (z) = 0 ( $ (2) y 00 )• 

Wenn nun*y und # nur von #(£/) abhängen, so gilt für g(z) ^g{B) nach (3.1) 

(3.2) J i W - P t t » * ) . <P(z) = 0. 

(d) Für a £ , 4 gilt 

(2.1) log z Sa E(z) = Sa logz E(z) + SLa £(z) . 

Mit Hilfe von logz £ ( z ) = 5 f E(z), die wir später nachweisen, folgt 

(3.3) S t t L + a a l £ < z ) = l o g z SaE(z). 

4. (a) Nun werden wir beweisen, daß beide folgende Behauptungen (4.1) und (4.2) 
zueinander äquivalent sind : 

(4.1) S i E(_z) = 0(E(z)) 

g(P)< f i (r) 
P H D mr>d (-8) 

wobei Z> ein normiertes Polynom und P die irreduziblen normierten Polynome bezeichnen. 
Da (4.2) den Dirichletschen Satz enthält, können wir ihn in der gewünschten Form 
darstellen : 

Safdz) = O(fAz)), 

indem wir beim Übergehen von fK(z) zu / 2 ( z ) oben erwähntes Verfahren anwenden. Hier­
mit werden wir die bemerkenswerten Eigenschaften dieser Funktionen erhalten, indem wir 
feststellen, wie die arithmetisch - linearen Transformationen die Ordnungen der komplexen 
Funktionen ändern. Als ein genaues Beispiel dafür kann man den Dirichletschen Satz 
erwähnen. 

Wie wir später nachweisen werden, betrachten wir nun 

(4.3) SA_j £ (z ) = 0 ( £ ( z ) ) 

(4.4) SA_t E(z) = 0(E(z)) 

(4.5) S E(z) = E(z) logz. 

Unter der Betrachtung von / läßt sich die Linke Seite von (4.1) 
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S i E(z) = E(z) V L.-S E(z) 

U=D mod (B) 

schreiben. 

Da 0^SA

 £ W = 0(E{z)) ist, so erhält man 

A(U)~Ä(U) ^ • V A(U)~MU) _ n 

^ * « = * « z ^ ) ^ z E(U) - w ^ 
g(£/)^jr(z) g ( ü ) < g ( z ) 

i / = D mod (B) 

oder 

^ ^« Z = 2 J $ 
g([/)^g(z) . B(.U)^g(z) 

U~D mod B (7HD mod B 

Hiermit folgt aus (4.1) mit Hilfe von (4.4) und (4.5) 

U^=.D mod B 

Unter der Berücksichtigung von A erhält man aus (4.1) 

g ( p ) < g { Z ) . 

P=D mod B 
Und umgekehrt geht man von (4.2) über (4.5), (4.3) od. (4.6), (4.4) auf (4.1) über. Hiermit 
sind (4.1) und (4.2) zueinander äquivalent. 

(b) Nun betrachten wir die folgenden Behauptungen, die wir später nachweisen : 

(4.7) Ist x^Xo, ß{%, l f ) = / H z ) = £ 0 , so gilt E{z) = £?(£(z)). 

(4.8) Ist z ^ Z o , /?(z) = 0 , so gilt SXA + j E(z) = 0(E(z)). 

(4.9) Ist x ^ Zo , Z r e e I 1 . s o güt ( X ) e ] „ i = O ( V ^ M ) . 

(4.10) S% s/E~(z) ^ S | y ' i i z ) = logz. 

(4.11) S(u-QA E(?) = 0(E(z)). 

D a ^ = 7 b ) E * ^ * i s t > f o l g t 

f i E D mod B 

oder mit Hilfe von (4.6), (4.7), (4.8) und Ä erhält man 
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g(P)£;ir(z) gCi/JiSgOr) p(X)=0 
P H D mod B P H D mod B 

Insbesondere für D = 1 folgt auf Grund von (4.11) und (4.4). 

P H 1 mod B 

wobei f die Anzahl von % mit /? (/) = 0 bedeutet. Da g (z) beliebig groß gewählt wird, 
folgt O ^ / ^ l . Aus 0(;K) = 0 und ^ = /?(jg) folgt /Uz) = 0, wo f, ßfä zu x , /?(*) 
konjugiert sind. Daraus folgt, daß % mit O ^ / ^ l reell sein soll. Auf der anderen Seite 
erhält man aus (4.9). 

oder für % mit ß {%) = 0, auf Grund von | 

Da f (z) beliebig groß gewählt wird, steht das letzte Resultat zu (4.10) im Widerspruch. 
Hiermit t = 0, Dann erhält man 

2 § ^ = i - b > ^ + 0 < i ) 
g{P)^g(2) • 

P H D mod .B 

Nun betrachten wir die später zu beweisenden Beziehungen. Sie.sind : (4.3) ; (4.4) ; (4.5) ; (4.7) ; 
(4.8) ; (4.9) ; (4.10) und (4.11). (4.3); (4.4) ; (4.7) ; (4.8) ; (4.11) drücken aus, daß der Reihe 
nach die durch die komplexen arithmetischen Funktionen A — A ; A — i ; %A , Z T ^ Z U « 

ßix)^1® i X-A + t > X^Z» > ß(x) = 0 ; (Xo — 0 A gebildeten arithmetisch - linearen 
Transformationen, die Ordnung von E(z) nicht vergrößern. (4.9) zeigt auch, daß die durch 

lx — A* Gc) e ] o ' rcüt reellem x Xo gebildete Transformation die Ordnung von S/EJZ) 
nicht ändert. 

5. Die folgenden Beziehungen kann man durch direkte Rechnung erhalten, mit deren 
Hilfe man die oben erwähnten zubeweisenden Beziehungen verwirklicht: 

(5.1) St slEÄz) = -jU— E(z) - 1 y ' ^ i j 
\J q — 1 \lq—\ V 

(4.5) St E(z) = E{z) log z 

(5.2) S j , i(z) = E(z) 
/ + — E 

(5.3) sii(z) = —^-r E ( z ) - 1 

— i . q — 1 

(5.4) sL / w - jzhr * « £ « - fezr«. 

(5.5) S, log , - * W - log , -
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Lemma 1. E(z) = 0(E(z)). 

Bew. : Aus (5.2) und p0i= B , ft0s = fi erhält man 

[Ä j j ( ( 2 ) ] = + — ' 

—~ i + •—- e ' y </ 

Aus \fi\^i und (5.3) folgt 

5^/(2) = 0 ( 5 > i ( z ) ) = 0(E(z)) 

oder 

5^ £(2) = £>(£(*)) . 

Lemma 2. 5^ /(z) = 0 ( £ ( z ) ) . 

Bew. : Aus A = Lc.ft , (5.4) , (4.5) und i 0 (t = s erhält man 

Aus Lemma 1. folgt 

SA i(z) = 0(E(z)). 

Lemma 3. S ^ j E(z) = 0 ( £ ( z ) ) . 

Bew. : Aus den Definitionen von yl und A ergibt sich 

CO 

°^ s A _ T

 E & = * w Z I ^ T ) < E ( z ) Z ^ = Z [ E ( f ) _ i r 

e > 1 P 

wo e die natürlichen Zahlen und P die normierten irrcduziblen Polynome durchlaufen. 
Daher gilt 

o ^ s - E(Z) < £(z> y . — L ^ . — - • 

wo die Summe über die normienten Polynome U zu erstrecken ist. Da die Anzahl der 

normierten Polynome vom Grade g{U) q^^ ist, folgt 

L(P) 

0 ^ 5 - E(z) < E{z) V 
A—A '—i n — 1 

wo n die natürlichen Zahlen durchläuft, y — - — ist konvergent und damit ist der 
LJ ^" — 1 

n—i 
Beweis beendet. 

Lemma 4. SA_t E(z) = 0(E(z)). 
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Bew. : Aus (5.2) und L = A oi folgt 

sA_t isq_x _ , m i - ^ s L m + s i o , * ( * > - - ± - s f m . 
— i - l e H H H H 

Aus (5.4), Lemma 2, (5.3) und (4.5) erhält man 

SA_i E(z) = 0(E(z)). 

Lemma 5. S(n>-» A E(z) = 0{E{z)) • 

Bew.: Aus Definition von %0 folgt 

_ t 1 falls (U,B) = 1, 

'• a [ 0 falls ( ( / , £ )=£ 1, 

wo [/ die normierten Polynome durchläuft. Aus Definition von A folgt 

-logP falls (i/,ß)=jfel und _U=P<>, 
W.X» — ÖA K^O = . _ 

f 0 falls (U,B) = 1 oder U^P», 

wo e die natürliche Zahl und P die normierten irreduziblen Polynome sind. Dann gilt 
aus [(xo — 0-4 ] (CO «jfc 0 , entweder C/ = P» oder P/B. Darausfolgt 

o ^ r * £ ( z ) = E ( Z ) Y [ f a . " 0 i i i ( P ) ^ _ £ ( z j y 

P/B 
oder da 

^ £ ( P ) v , L(P) 

S%A E(z)= — 7 £ ( z ) . 

e = l ' P / S 

konvergent ist, die Richtigkeit der Behauptung. 

Lemma 6. Ist % ^ %0 und ß (%) =fc 0, so ist 

' ( ' 4 : 
CO 

Bew. : Setzt man in der Formel (3.2) y> = ~ > <p = E und ß , -^-^ = ß (#) 

für g (z) ^ # (5), so gilt 

(6.1) S x _ e H % ) E(z) = 0. 

Andererseits ist 

(6.2) (xÄ)0 [% — ß(z)s] = z U o O — ß(x) %A. 

Setzt man diesmal in der Formel (3.2) y> = = E, so erhält man 
E 

S f L \ E{z) = 0 
X L - e 0 (*» — ) V ' 



ÜBER E I N E V E R A L L G E M E I N E R U N G D E S D1RICHLETSCHEN S A T Z E S 89 

oder 

(6.3) S%L E(z)=ß(^x,~) £ ( z ) . 

Aus (6.1), (6.2) und (6.3) gilt 

StA ^ f t ) E £ ( z ) = 5 l H ( z ) 7 J £<z) = 0 

oder 

ß 

Lemma 7. Ist % rf= Xa > ß Gr) = 0 > s o * s t +f E ^ = 0 

Bew. : Setzt man a = % in der Formel (3.3) SaL+a . E(z) = log z Sa E(zj, so 

erhält man 

und aus ß(x) = 0 und (6.1) 

Da (z /*) c [ X L + X o ' ] = X A + ' i st> folgt 

Lemma 8. (a) \/E (z) ^ yjW(z) = \ \jE(z) log z 

Bew. : Aus Definition von f folgt 

^ = 2 1 = i \lElz) log*, 

wo (7 ein normiertes Polynom und z eine rationale Funktion bedeuten. 

(b) S t x _ ß ( x ) s j o , v/tf(z) = O ( V ^ ) ) und falls ß(x) = 0, gilt S^,. v/^fc) -0(\jE(zj). 

Bew : Setzt man in (3.2) y> = • * • , i> = y7"*? für g (z) ̂ g(B) , so erhält man 
V £ 

Unter der Berücksichtigung von (6.1), (5.1) und (8.1) folgt 

Ist insbesondere /? ( z ) = 0, so ist \JEJZ) = O ( SJE(Z)) , 

file:///lElz
file:///JeJz
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ZWEITES KAPITEL 

Eine Verallgemeinerung des Dirichletschen Satzes auf den algebraischen Funktionen­
körper. 

1. Es sei K ein algebraischer Funktionenkörper und Q sein endlicher Konstanten­
körper der Ordnung q. Wir bezeichnen mit g das Geschlecht von K. A, AQ und H bedeuten 
der Reihe nach seine Divisorengruppe, Gruppe der Divisoren 0. Grades und Hauptdivisoren­
gruppe. Mi t h bezeichnen wir die Klassenzahl — [A0 : H] =h—. Nun können wir ein 
vollständiges Repräsentantensystem von der Gruppe AJH durch die Divisoren 0. Grades 
angeben, die wir durch die passenden Primdivisoren p 0 , , pT eindeutig bestimmen. 
Wir nehmen allgemein die Elemente # ; (i = 1 , . . . , h) aus jeder Klasse von AJH heraus. 
Unter der Bedingung, daß man den Riemann-Rochschen Satz [ 2 ] ins Auge faßt und v mög­
lichst groß wählen kann, kann man in jeder Klasse n^ # f H die ganzen Divisoren q . ( i = l f A ) 
auffinden, wobei ü u [*] ein algemeiner Primdivisor kleinsten Grades und v eine natürliche 
Zahl bedeuten. Wir bezeichnen mit p ; (i == 1 , . . . , r) die in qy- ( / = 1, . . . , h) als Faktor ent­
haltenden sämtlichen Primdivisoren, so daß für die passenden natürlichen Zahlen « f (7=1,.. . , r) 

Vi = A eA0 , pt i H(j=i,...,r) 

gelten soll. Es seien P0, Py, die Gruppe der durch die p f (/ = 0, . . . , /•) erzeugten Divisoren 
0. Grades und der Durchschnitt von P0 und H. Einerseits gilt [P0 : Pt] ^ h, weil aus 
«i> « 9 € -Po m ^ « s P i ^ K ä -^n «i H=j^ a a ' i / folgt. Andererseits gilt [P0 : P J ^ h, weil 

die Menge { - ü i - (/ = 1 , . . . , A) } C 
P 0 ein vollständiges Repräsentantensystem von der 

Gruppe AJH enthält. Daraus folgt [P0 : Pt ] = h. Also können wir jede Klasse von Ajl-I 
durch die Divisoren o. Grades repräsentieren, die aus den .Primdivisoren p(. (j =o ,..., r) 
zusammengesetzt .sind. Man kann es einsehen, daß Pt eine Basis hat und die Anzahl der 

Basisciemcnte r ist, indem man betrachtet, daß die Elemente pt,..., p r eine Basis von P0 

bilden, andererseits [Po'.Pi] endlich ist und kein Element aus P0 eine endliche Ordnung 
hat. Nun können wir dieses vollständiges Repräsentantensystem folgenderart eindeutig bes­
timmen. Nehmen wir nun die ldeinste Potenz von p t als Faktor enthaltenden Elemente von 
PL an die erste Stelle, u. s. w und zuletzt die ldeinste Potenz von p r als Faktor enthaltenden 
an die letzte Stelle. Betrachten wir jetzt die ldeinste von diesen kleinsten Exponenten. Es 
sei p t einer der Primdivisoren, die diesen Exponenten haben und sei .a>l das Element, das 
pL mit diesem Exponenten enthält, d.h. 

wo mX£ (i = 1, . . . , c) ganze Zahlen bedeuten. Die » ( enthaltenden Elemente von P1 

werden die \>L nicht enthaltenden, indem man sie mit passender Potenz vonoij multipliziert. 
Wendet man nun dasselbe Verfahren auf solche Elemente an, so erhält man z. B. den 

Primdivisor p 2 und das Element cos mit 

[ 2 ] Zahlentheorie, H . H A S S E , A K A D . V E R L A G . Berlin, (1949). 

[*] Von diesem Kapitel an wird der G r a d von <po 1 angenommen. E s ist offenbar ohne Einsch­

ränkung der Aligemeinheit. 
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wo m a i (/ = 2, . . . , r) ganze Zahlen bedeuten. Unter der Anwendung dieser Methode auf die 
p! und n 2 nicht enthaltenden Elemente, so ergibt sich 

und schließlich 

mit 1 ^ f ^ /*. 

Da sich jedes Element von P, durch ein Produkt von den ro ausdrücken läßt, und jedes 
beliebige Produkt von den co ein Element von PT ist, kommt man zu dem Schluß, daß 
o). (( = l , . . . , r) eine Basis von PT bilden. Multipliziert man die vorangehenden Basisele­
mente mit den passenden Potenzen der nachfolgenden, so erfüllen die Exponente die 
Ungleichungen 

0 ^ mg ^ mjj ; i<j (ij = 1 , . . . , r). 

Es gilt mrr > 1, da keiner der P0 erzeugenden n f zu H gehört. Die Elemente ^j=V^ V?^ ••• Pf 
0 ' = 1 , . . . , h) bilden das vollständige Repräsentantensystem von PJPl und auch von AJH, 

r 
wo 0 ^ fti < mH mit ganzen Zahlen ßt (i = 1 , . . . , /•) und mit = A ist. 

i=l 
2. Bezeichnen wir mit g(a) den Grad eines Divisors a. Verallgemeinern wir die 

Möbiussche Funktion fi auf folgende Weise : 

0 , falls et ein Primdivisorquadrat enthält 

H (a) = ! (—\y , falls a aus r verschiedenen Primdivisoren zusammengesetzt ist 

1 , falls a = 1, 

wo a ein ganzer Divisor ist. Es sei ¥ ~ J [ | Vi m e i n ganzer Divisor mit (tlt, 5ß) = 1. 
(=0 

Wir bezeichnen die Gruppe der zu m teilerfremden Divisoren 0. Grades, die Gruppe der 
zu m teilerfremden. Divisoren und die Gruppe der zu m teilerfremden Hauptdivisoren der 
Reihe nach mit Aom , Am und Hm. r sei die Menge der mit y ̂  1 mod nt zu Hnx 

gehörigen Divisoren y. Die Ordnimg der primen Restklassengruppe modm d.h. [H^a : F] ist 

— Verallgemeinerte Eulersche Funktion 9?—.Andererseits ist Aom/Hm = Hm,(i=l,...,h)} 
und daher [AoXii : H$x ] = h. Da ati... , nh ein vollständiges Repräsentantensystem von 
AJH bilden, so gilt für nt a j nt njH und folglich mit (m, ^ß) = 1 n. Hm =fi sij Hm 

und umgekehrt. Daher ist [ Aoai : HJXI ] ^ h. Auch gilt [ Aoin : Hm ] ^ A, weil jedes Element 
von Aom durch Division eines einziges nk i n i 7 m aufgenommen wird. Mithin ist [Aom : Hm]=h. 
Bezeichnen wir ein vollständiges Repräsentantensystem von Hmjr mit %. (J — 1 , . . . , q>(va)), 
so bilden 

Vq ; » = 0 , + 1, + 2,.. . ; i=l,.,.,h; j = 1, ...,<p (m) 

mittelst p„, nit a,j ein vollständiges Repräsentantensystem von Am{F. 
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Unter 7*(«, q) verstehen wir die Anzahl der zu dem ganzen Divisor q ̂  1 teilerfrem 
den, den Grad n>2g—-2+g(c() besitzenden ganzen Divisoren und unter Ta, a_ («, m q) 

die Anzahl der in der Klasse p" %. n j F vorkommenden, zu m S$ q teilerfremden, den Grad 
« > 2 # — 2 + # ( q ) besitzenden ganzen Divisoren. 

Hilfssatz 1. 

Bew : Nach dem Riemann - Rochschen Satz kann man für jedes n>2g — 2 + g{o), aus 
jeder Klasse von AJH, einen ganzen Divisor a n. Grades herausfinden. Die Anzahl der 

u dim — 

Elemente des Moduls ( — J ist q = qn~~% (n)~(ff—l) , wo u/q und U ganzer Divisor 

ist. T ^ - ^ - ^ sei auf folgende Weise definiert - Die Anzahl der ganzen Divisoren et' mit 

dim 
~ - a' £ (~a~) — ^ ' ̂ ' ^ ^~«~) ~ ~^~q i — ~ " ^ 6 ^ n z a ^ ^ e r ^f-zen Divisoren 

a' mit ~ £ ' ( 0 ' . 0) = 1 gilt also 

u/q 
oder unter Berücksichtigung von 

(q-i) qs~l 

u/q p/c¡ y 

Da für die in allen anderen Klassen vorkommenden ganzen Divisoren n. Grades dasselbe 
gilt, erhält man 

Hilfssatz 2. 

l ? 1 J î 9 p/?ßq q 

Bew : Nach Hilfssatz 1 gilt für B > 2 f - 2 + ff(«(Jmq) 

(9 — 1) J-A V _i(p) 
P/$mq « 

also ist !*(«, $ m i } ) = ^ 0 und wächst exponential mit n. Daraus läßt sich folgern, daß es 

mindestens in einer geeigneten Klasse p" j r £ ô . 7/1 von ^ m / i 1 einen zu 3̂ m q teuerfremden 

ganzen Divisor et gibt. Ist also a' ganz und (et', Sßmq) = 1, so besteht eine umkehrbar 

eindeutige Zuordnung von p'J JT(- ay. r auf V : a, o' £ p^ ^ ay. r -<-->- ~ ~ £ i 7 • Man kann 

die Anzahl der ganzen Divisoren et' mit cT £ p" ^ £ « ;- r , ( a ' , q) = 1 dadurch gewinnen, 
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daß man aus l~l -T die zu Q nicht teilerfremden Divisoren herausnimmt und auch 

den Rest von den hier als Faktor vorkommenden Elementen des Konstantenkörpers befreit. 

Bezeichnen wir die Anzahl der ganzen Divisoren a' mit T ^ H V J , ür die u[ip c\ 

und a' £ ( ~ ~ ) O r gelten, so erhalten wir 

I > £ a , ( , 7 , < J J m q ) = £ f*(u)
 r [ ( v ) n r ] * 

Nun berechnen wir 7" £ ^ " Q ^ ) 1 ^ ^ i t t J n - <^e Anzahl der ganzen Divisoren a' mit 

X ( - H - ) n f l m . E s gilt 

^ [ ( i K ] - E ' « ^ ) - i ^ ' ( : ) - n ( ^ > (9—1) QS 

tö|m ptn 
Für ein passendes «y gilt 

Wir bezeichnen mit ^ [ f ^ ~ ^ H «y . T ] die Anzahl der ganzen Divisoren a' mit a' £ 

( ~a~) O a y ^ • Nun sei r 1 die Menge der sämtlichen Elemente y ( ~ 1 mod m). Wählen 

wir die Basisclemente von ( j über Q als , , . . . , I/J . . aus, wo v„ 

ist. Da sich jedes Element von a ^ s 

HSV1 

^ fr Vi + ßo Vo m i t ft^ß 
(=1 

ausdrücken läßt, erhält man für die Elemente von f"l a y 

2 V i + i o V o S V o = «y mod m 
i=l 

oder 

dim ( | — 1 

h Vi + (A — 1) = 0 mod m. 
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Daraus läßt sich folgern, daß die Anzahl der'Elemente von O %jF gleich der Anzahl 

der Elemente von ^ ~ ^ (~) (m) mit (iE, m) = 1 ist. Sie ist also gleich der Anzahl der 

Elemente von ( ^ ^ ) . nämlich q"—^)—g(^) , Somit gilt 

T r ( ± ) n « r 1 = ^ r • q " - ^ ) - ^ . 

Da für jede Klasse J 1 dasselbe gilt, so erhält man speziell für die Klasse P 

T i i — \ n r 1 = • - — • a n — # ( m ) _ _ L _ 
7 1 1 a ) n i J { ^ - 1 ) ^ - 1 9 9 - 1 

und daher 

oder 

r , . « . di, $ m q ) = V (u) ^ . ^ « W i m ) 

u|1pq 

^ . a , ( « J » l l l ) = - 1 , , , TT (l W W " -

Unter Berücksichtigung von tp (m) gilt 

7 - , £ „ . («,Sßmq) = - ^ - r ( « , ^ m q ) . 

Daraus folgt, daß in jeder Klasse n" ni a. j r zu Sß m q teilerfremde, gleich viele Elemente 
vom Grade n > 2g — 2 + g (Sß nt q) vorkommen. 

3. Die Menge B{j von a sei folgendermaßen definiert : 

~~*?W P ' C ^ r ^ ° ^ 5 , >' ' W ° ( ° ' ̂  " l ) ^ * ' F°- = P ° n r l S t' Vo 
Dadurch wird eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von jeder Klasse n.tXj r von A„mfr 
auf die Divisorenmenge By hergestellt. Die Menge [By , i = i,..., h ; J = 1,..., q? (m) } 
bildet also zu AoKXir isomorphe Gruppe. Andererseits besteht eine umkehrbar eindeutige 

Zuordnung von der Menge | ^y P2 , (et, ^ m) = 1 | auf A^m , wo ^ i ß m die 
Vll 

Gruppe der zu Sßm teilerfrcmden Divisoren ist. Die erste bildet zu A^m isomorphe 

Gruppe. Wir möchten daher den Dirichletschen Satz auf die Gruppe 

| —̂ —y- P2 , (a, m) = 1 | oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf A^ni erweitern. 
Vo 

Da zwischen By und der Menge 

i P» 1 durch a e B„ o P . c « , r 

eine gewonnene Zuordnung besteht, kann man den Dirichletschen Satz auf die Elemente 

^ • £ H anwenden, wo et ganze Divisoren durchläuft und (et, m) = 1 ist. 
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Also lautet der Satz : 

i n jeder Klasse mod m gibt es unendlich viele Elemente — — £ H , wo p, 
P<> *i 

m die Primdivisoren durchlauft. Darüber hinaus gilt für ein festes ni und ein festes u,. 

g(\»^g(z) q 

und auch für eine feste Klasse %j V 

g(V)^) / t P ) vOn) 

4. Arithmetisch-linearen Transformationen: 

© sei die Menge der nach dem Grade n und der Klasse ; i f 7̂  geordneten zu A<jßm 

gehörenden ganzen Divisoren. Genau wie im ersten Kapitel läßt sich die arithmetisch - lineare 
Transformation, durch eine komplexe Funktion - deren Argumente die zu Sß m teilerfremden 
Divisoren sind und die für die Argumente negativen Grades verschwindet - und eine kom­
plexe arithmetische Funktion - die nur für die zu © gehörenden Divisoren definiert ist-auf 
folgende Weise. erldären : 

s«m= £ «(<*)/(-5-} 

wobei / eine komplexe - , « eine komplexe arithmetische Funktion, Ci £ © und z ; 
(z, tu) = 1 ein Divisor ist. 

A 

F 

T 

Die Menge der komplexen arithmetischen Funktionen. 

Die Menge der komplexen Funktionen. 

Die Menge der arithmetisch - linearen Transformationen. 

T und Ä bilden zwei verschiedene Algebren über dem Körper der komplexen Zahlen. 
Die durch ,« Sa definierte, umkehrbar eindeutige Abbildung von der Algebra Ä auf 
die T äst ein Isomorphismus, während die Multiplikation nicht erhalten bleibt, sondern die 
gewöhnliche Multiplikation zur konvolutischen übergeht und umgekehrt d. Ii. 

Bezüglich beider Multiplikationen gelten das assoziative - und kommutative Gesetz. Es sei 
1? eine komplexe Zahl, «, ß, y £ Ä und / £ F. Dann gilt 

Sfta = S^ttf = & Saf 

S«f+ £ß/ = Sa + ?f 
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<*• o ß = ß o » (Kommutatives Gesetz) 

(.'¿0 ß) oY = * o (A' o 7 ) (Assoziatives Gesetz) 

« o + }') = a o ß + K o 7 (Distributives Gesetz) 

indem man « Q ß durch die Beziehung 

definiert. 
In Ä kann man bezüglich der beiden Multiplikationen zwei verschiedene Einselemente 

definieren : 

(¿1) i ; /' (ci) = 1 , et £ (Ö : Das Einsclement bezüglich gewöhnlicher Multiplikation 

t 1 falls a = 1 
(b) e : B (a) ~ < > a f © : Das Einselement bezüglich konvolutischer 

/ 0 falls et 1 
Multiplikation. 

Es gilt e = i0p , wo fi eine verallgemeinerte Möbiussche Funktion ist : 

0 falls et ein Primdivisorquadrat enthält. 
1» (0) = { ( — l ) r falls et aus /• verschiedenen Primdivisoren zusammengesetzt ist 

1 falls et = 1 ist.' 

Definieren wir einige zu Ä oder zu F gehörenden Funktionen, die wir später benutzen, auf 
folgende Weise : 

E : E(z) = q^ : Reelle Größe, wobei z. zu nt teilerfremder Divisor nicht nega­
tiven Grades ist. 

L : L(a)=g(a) für et £ <£. Somit ist L £ Ä . Für a, ß £ Ä gilt L{% 0 ß) ~ (JL a.) Qß 
+ cc0(Lß), . 

log : log z = g (z) für die Divisoren z nicht negativen Grades mit (z, 'iß m) = 1. Somit 
ist log £F. Für / £ F , * € Ä gilt log z 5« f(z) = 5 ^ / ( z ) + Sa log z / (z) , wo z mit 
^(z) > 0, (z, Sßm) = 1 ein Divisor ist. 

A . A(a)=\ L ( V ) f a I i s ° 

jj 0 falls a p e , wo n , p - |- ?ß m ein Primdivisor und e eine 
natürliche Zahl ist. Somit gilt A £ Ä und A = L 0 /t. 

( .L(p) falls a = p 
J. : yl (a) = j ^ 

^ 0 falls et «jfa p , wo p , p - | - 'iß m ein Primdivisor ist. Somit gilt 
Ä (z A. Ist a vollständig multiplikativ über (5, so gilt für ß , y £ Ä • 

• *{ß0y) = ( « / D . ( « y ) . 

i : /(z) == 1 . für z, (z, Sß m) = 1 und ^(z) ^ 0 . 

( 1 falls ä f_ By i = 1 , . . . , h ; / = 1 , . . . , q> (m) 
/ u : / u (a) = 3 0 f a l l s a $ Bf/ t w o U j a € © «nd u £ ist, 

Es sei % der Charakter und ;/„ der Hauptcharakter von der Gruppe { B y } . Nun gilt 
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? : % = 7. o i t w o 7. e ' n reeller Nichthauptcharakter ist. 

C 1 falls et = h 2 

1 : l (a) = ] n , „ , , , für a , b £ © . 
( 0 falls et b~ 

O : Ist für 2 ; ( 2 , ^ m) = 1 ; i ( z ) > 0 und g (z) > £ (z0) 

|/ L<*)| < Ä : | / ä ( 2 ) | , 

so heißt A (z) = O (/,, (z)) , wobei fL, j \ £ F , eine feste positive Zahl und z 0 ; 
(z 0 , m) = 1, 5- (z 0) ^ 0 ein Divisor ist. 

Nach Hilfssatz 1 ist die Anzahl der Divisoren aus © vom Grade n~>2g~2-\-g(^ 111)— d0 

at q" mit o, = — r TT (l— — ) * 

Da nach Hilfssatz 2 in jeder primen Restklasse mod in oder in der zugeordneten Menge 
By gleich viele zu 1$ m teilerfremde ganze Divisoren tt von festem Grade n > dü vor­
kommen, gilt offenbar für . % =f= %ü , 0 1 £ © 

4 , < .?(«)< ^ ( u j 

Für die Summe 2j X , die über den Abschnitt zu erstrecken ist, den man fö durch 
n 

Abschneiden an beiden Seiten erhalten kann, gilt für eine passende feste Zahl K > 0 

14<K-
et 

Der Gedanke über diese neue Erweiterung des Dirichletschen Satzes stimmt fast mit dem 
im Kapitel l überein. Hauptsächlich wenden wir hier die arithmetisch - linearen Transfor­
mationen auf die komplexen Funktionen an und untersuchen, wie sie die Ordnungen der 
komplexen Funktionen nach einer Maßfunklion (z. B. nach „O") ändern. Es läßt sich auf 
folgende Fälle zurückführen : 

(a) Die Ordnung der arithmetischen Funktion vergrößern und das Resultat vergleichen. 
(b) Eine andere arithmetische Funktion benutzen und das Resultat vergleichen. 
(c) Von dem Dirichletschen Satz (5.1) Gebrauch machen, 

(5.1) St* $ ,_ß<X,i |0a #(z) = 0 

mit ß(z,y)= 2 > a<z® ; ( z . $ » Ü = 1 g(z)>do, 
a 

wobei y eine über © abnehmende, gegen Null strebende, nur vom Grade des Arguments 
abhängige, positive arithmetische Funktion, 0 eine über der Menge der zu Sß, m teilerfremden 
Divisoren nicht negativen Grades vollständig multiplikative, nur vom Grade des Arguments 
abhängige komplexe Funktion und % ein Nichthauptcharakter der Gruppe { } ist. 
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(d) Die folgende halbalgebraische Formel benutzen : 

(5.2) , SaL + „ a E(z)^logz SaE(z), 

wo z ; (z, m) = 1, , g (z) > 0 und 

co-,£)= j 2 1 gelten-

Wir werden nun das oben erwähnte durch Betspiele erklären : 

(a) 1. Unter Berücksichtigung von | (i | ^ 1 ; | ¡1 j ^ i gilt | Sp i (z) | < 5,- /(z). 
Wie man später feststellen kann, ist Sf/(z) = 0 ( £ ( z ) ) . 

(a) 2. Auf Grund von \%A\^A und für / ( z ) 0, / ( z ) = O ( < (z)) gilt 

\SxA m \ < SA f{z) = 0(SÄ i{z)) 

(b) Für o £ © ist | (et) ^ 0 und l (a2) ^ 1. 

Bew. : Es sei a £ © und a j j p^ seine kanonische Primdivisorzeriegung. Für 
(=1 

a' € © gilt 

l ( a ) = ( z o 0 ( a ) - ^
 x C a 0 = r i (E 

o'jn f^ t j=o 

Da hier x^ Xo ein reeller Charakter ist, folgt x (Pi) = + 1 oder — 1 , ( ( = 1 , . . . , s). Dann gilt 

i 
' 2 z ( P i ) y ^ 0 falls 2 - | - C i . 

Mann kann daraus schließen, daß |(ct) ^ 0 und ^ (it s) ^ 1 ist. 

Aus der Definition von l folgt \jE(z) ^ 5 | s/F(z) . Wie man auch später nach­

weisen kann, 

S^S/ETÖ = \ai\jE!Ä logz + C( i , £ ) \ / ^ . 

(c) Für ^ Z o , v = l , $ = £ ; ß(x , ~ ^ = ß(x) und ^(z) > rf0 

folgt aus (5.1) 

(d) Für « £ ,4 gilt 

logz 5c, E(z) = 5 K l o g z £ ( z ) + S L A E(z). 
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Mit Hilfe der Beziehung St E(z) = aL E(z) log z ~\- C(i, E) E{z), die wir später nachweisen, 
folgt 

(5.2) saL+ao\—i — Q ^ B ]E(z) = \ogzSaE(2) 

6. Nun werden wir beweisen, daß folgende Ausdrücke (6.1) und (6.2) zueinander äqui­
valent sind : 

(6-1) s A l — A E(z) = ° (EO)) 

wir betrachten folgende Behauptungen, die wir im Kapitel I I . 7 nachweisen : 

(6.3) SA-rA~ E(z) = <KE{z)) 

(6.4) SA~J-< F(z) = 0(£(z) ) 
"1 

(6.5) S{ E(z) = aL E(z) log z + C{i, E) E{z) 

Nach Definiton von ?u ist für die linke Seite von (6.1) 

a , u £ B i ; 

aus (6.3) folgt 

E(a) - w
 U E(a) 

g(a)^g(z) g(a)^g{z) 

oder 

a,\t£BtJ « A t ^ f y 

auf Grund von (6.4) und (6.5) ist also 

^(f i )^^(z) 

Nach Definition von A folgt aus (6.1) 
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™ z M ^ ^ + o m 

gip)^g(z) 

Dagegen kann man mit Hilfe (6.3), (6.6), (6.4) und (6.5) von (6.2) zu (6.1) übergehen. Also 
ist es bewiesen, daß (6.1) und (6.2) zueinander äquivalent sind. 

Nun beweisen wir die Behauptung (6:2) mit folgenden Beziehungen : 
(6.3), (6.4), (6.5) auf die wir im Kapitel IT. 7 eingehen werden, 

/ T \ ß(*>lk) 
(6.7) Ist % + ß{X,-g)=ß(x)=tO,&o ist Sy^E(z) = K — E(z) 

(6.8) • Ist Z o . ß(z) - 0, so ist S J_ i E(z) = 

(6.9) Ist ^ z « , und reell, so ist Si%-^E]j \/W) ^ O (s/Mzj). 

(6.10) 5 E sjEjzj^Sl \ß(z) = -~ 0 l \ß&]ogz + C{i,E)\j~E(Ä 

(6.11) 

M i t i « = ^ ) E ^ u ^ g i I t 

e « z i & ^ v ^ ^ z ^ ^ + w ^ * » 

o,u e B l ­

öder aus (6.6), (6.7), (6.8) und (6.11) folgt 

o o m + m E m ~ m Z H = 
f (a )^^(z) 

Insbesondere gilt für u = 1 und unter Berücksichtigung von (6.3) und (6.4) 

f ( « ) ^ ( z ) 

wo / die Anzahl von % mit /?(#) = 0 ist. 

Da für ein möglichst großes g (z) O ^ f ä l gilt und wegen ß (/). = ß (%) aus ß {%) = 0, 

ß (z) = 0 folgt m u ß 2 mÜ ß(z) — 0 reel sein, wobei %, ß{%) zu %, ß{%) konjugiert sind. 
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Andererseits folgt aus (6.9) 

und daher unter Berücksichtigung von ß{%) = 0 und der Definition von % 

Für ein möglichst großes g(z) steht diese letzte Beziehung im Falle t = 1 mit (6.10) im 
Widerspruch. Also ist t = 0. Somit erhält man 

Nun betrachten wir die später zubeweisenden Beziehungen. Sie sind : (6.3); (6.4), (6.5), 
(6.7), (6.9) und (6.10). (6.3), (6.4), (6.7) und (6.8) drücken aus, daß der Reihe nach, die durch 

die arithmetischen Funktionen A — A\ A — i; %A, ß(x)^0 und #4 + — /, %0, 

ß(%) = o gebildeten arithmetisch - linearen Transformationen die Ordnung von E(z) nicht 
vergrößern. (6.9) zeigt auch, daß die durch [% — ß(x)s]J (mit reellem x&Xo) gebildete 
Transformation die Ordnung von \Jk{z) nicht ändert. 

7. Die folgenden Beziehungen kann man durch direkte Rechnung erhalten, mit deren 
Hilfe man die oben erwähnten Beziehungen verwirklicht: 

(7.1) St \jE{z) = at .ÎG E{z) + C(i, s/E) S/E{Z), 
V i — i 

0^g(a)^d0

v Q^n^du 

(6.5) SiE(z) = aLE(z)logz+C(i,E)E(z), C(i,E)^ £ £^)_Ö1 E 1 

0^g(a)^d0 0^n^d0 

(7.2) ^ , _ - ! = î c ^ m = E ^ m A = E 1 - " ' 2 ^-¡¡=1 

(7.3) St i GO = a, E{z) + C(i, i) i (z) 

OA) SLi(z) = al-^-jE(z) i o g z — ö l ^ - ^ £ ( z ) + C(L,i), 

C(L,t)= 2 iofio — a i E n q n + 9iteZjyi 
0^g(a)^d0 0^n^d0 
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(7.5) St log z = a^fy £ 0 ) + C(i, i) log z + aL - 2 C(L,i). 

Lemma 1. = O (E(z)) 

Bew. : Aus (7.2) und \x 0 i = s ; /i0e = p erhält man 

^ ( _ 1=1 C ( i,„ '»i =l=r - ^ C f t o * *> 

aus \ft\^i und (7.3) folgt 

Sv.E(z) = 0(E(z)) 

Lemma 2. 5 A i(z) = 0 (£(z)) 

Bew. : Aus _d = L 0 fi, (7.4) und (6.5) erhält man 

i (z) = [aL - ^ y E(z) log z — ö l -|- C (L, /)] = 

q a^ T^xi S* + C(L> 0 ^ 

Aus Lemma 1. folgt 

5- Ai(z) = 0 ( £ ( z ) ) . 

Lemma. 3. 5^ —Ä E(z) = O (E(z)) 

Bew. : Aus den Definitionen von A und A ergibt sich 

£(p) Z J E(V)« Z J £(p)[£(p)—1] 
^ ( p H f W . e=2 P 

e > t p 

wo e die natürlichen Zahlen und p, p - j - '•ßm die Primdivisoren durchlaufen. Daher gilt 

Q^SÄ-7E{z)<E{z)^ i ( Q ) 

£ ( o ) [ £ ( o ) — 1 ] 
n 

Da die Anzahl der zu © gehörenden Divisoren vom Grade g(a),ai q8^ ist, folgt 

0^SA-ÄE(z)<E(z) 
q" — l 

wo 7/ die natürlichen Zahlen durchläuft. V • „ • ist konvergent, und damit ist der Beweis 

i£j qn.— 1 

beendet. 

Lemma : 4. SÄ i E(z) = O (E(z)) 
Ol 

Bew. : Aus (7.2) und L = A0 i folgt 
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9 - 1 
9^! 

Aus (7.4), Lemma 2, (7.3) und (6.5) erhält man 

SÄi-i±E{z) = 0(E(z)). 

ß ( 4 ) 
. Lemma 5. Ist % Z o , /J(z) 0, so ist S%K E(z) = ^ £(z) 

Bew.: Setzt man in der Formel (5.1) für g(z)> d0i y> = ~ , <2> = £•,/? = /? (/.), 

so gilt 

(8.1) 5 x _ E ß ( X ) E ( z ) = 0. 

Andererseits ist 

(8.2) (XA)a lz — ßiz)*]=2t> — ß(z)zA< 

Setzt man diesmal in der Formel (5.1) ip = ~ , $ = E, so erhält man 
E 

S%L~t$ (v:,^E(z) = 0 oder 

(8.3) SiLE{z) = ß^%,^jE(z). 

Aus (8.1), (8.2) und (8.3) folgt 

S%A Sx-mU E(Z) = stC -ßOOXA. E(Z) = 0 oder 

W G 0 = * ^ j - ^ t z ) 

Lemma 6. Ist ß (z) = 0. so ist S%A + _L l E{z) = £(z). 

ai "i 

Bew. : Setzt man « = y in der Formel (5.2) f-L/ —3t?>s 1 £(-) = logzS a E{z ) , 

so erhält man SjL+xJ—l- VOO = l o g z ^ x E(z) und aus £(*)=* 0, (8.1) 
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SAX+ - l E(z) == E(z) 
in aL 

Lemma 7. (o) ^ $i \/E(z) = - i - a, s/£(z)" log z + C(/, E) y/£(z) 

Bew. : 

Aus Definition 1 und C(i,E) = ^ " F ^ Q J - Ö [ 2 1 f o ! g t 

(b) S i % - ^ 7 > ] o i \/m=0 (sJWzj) und falls /J(Z) = 0, gilt Ä , , V^ i? ) = O(\/£(z))-

Bew. : Setzt man in (5.1) i/> = ~~ , $ = \j E , so erhält man ^—^j s \/E{Z)~0. 

Unter der Berücksichtigung von (7.1) und (8.1) folgt 

Äft-ßCxfcW v / ^ ) = Sx-efe)« [0^ £(z) + C(i, \ß) sjWz) 1 = 

= 5 [ P ( Z , ^ L ) -ß(*>]< V ^ ) = O (\jE(z)) 

Bemerkung : Es sei © die Menge der Elemente ~— £ H mit a £ ^Qjtn Zwischen 

© und Aqtm kann man mit Hilfe ct->- • eine umlcchrbar eindeutige Zuordnung her¬

stellen. Aus der Herstellung von w , , i n folgt, daß die Menge ..„ bezüglich der Mul­

tiplikation nicht geschlossen ist. Wir können die arithmetisch —linearen Transformationen für 

© wie im Kapitel I L 4 verallgemeinern, während wir den Charakter % nicht definieren können, 

weil das Produkt der in a j F vorkommenden zu © gehörenden Elemente, über © hinaus gehen. 
Deswegen ist die Theorie in Kapitel I I für / i i ß i n oder für ausgebaut. 

8. Vergleichung des Kapitels I mit dem Kapitel H : 

(a) Die arithmetisch — linearen Transformationen sind- über einer bezüglich der Mul ­
tiplikation geschlossenen Menge definiert (Im kapitel I über der Menge der normierten Poly­
nome, deren Koeffizienten zu einem endlichen Körper gehören; im Kapitel I I über © d.h. 
über der Menge der zu 'p.m teälerfremden Divisoren.) Hiermit gewinnen wir die Eigenschaften 
der arithmetisch — linearen Transformationen sowohl im kapitel I als auch im kapitel I I . 

(b) Man nimmt q" als eine Funktion der Größe, die nur vom Grade des Arguments 
abhängt. Auf der anderen Seite ist q" im Kapitel I die Anzahl der normierten Polynome n. Gra­
des. Im Kapitel I I ist die Anzahl der zu © gehörenden Divisoren vom Grade n > t/„ aL qn, wo 
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q im Kapitel I die Ordnung des Koeffizientenkörpers, und im Kapitel I I die Ordnung des 
Konstantenkörpers, n eine natürliche Zahl, und alt d0 zwei Konstanten im Kapitel I I bezeichnen. 

(c) Da es im Kapitel I in jeder primen Restklasse mod B gleich viele normierte 
Polynome n. Grades, und im Kapitel I I in jeder Klasse B{j gleichviel ganze Divisoren n. 
Grades vorkommen, wird die Summe X'/. beschränkt, die über einen Abschnitt zu erstrecken 
ist. (Im Kapitel 1 über einen Abschnitt der Kette der normierten Polynome, im Kapitel I I über 
den von ©). Somit erhält man den Dirichletscheu Satz (5.2) im Kapitel I , (5.1) im Kapitel I I . 

(d) Im Kapitel I wird die halbalgebraische Formel (3.3) und im Kapitel I I (5.2) gebraucht. 
Nach diesem Vergleich lassen sich die Rechnungen in den Kapiteln I und I I auf den Gebrauch 
der folgenden zurückführen : 

1) von den zu (a) gehörenden algebraischen Beziehungen und (b) 

2) von den zu (a) gehörenden algebraischen Beziehungen und (c). 
Kapitel I unterscheidet sich nicht in (a) vom Kapitel I I , sondern in (b), denn die Funktion 
der Größe im Kapitel I I ist q", und die Anzahl der zu (5 gehörenden Divisoren vom Grade 
n>d0 ist q", aber für n^d0 besteht keine explizite Beziehung zwischen q" und der Anzahl 
der Divisoren //. Grades. Dies läßt sich besonders beim Vergleich vom Kapitel I . 5 mit dem 
Kapitel I I . 7 bemerken, da I (4.5) und I I (6.5) sich unterscheiden. Dadurch ergeben sich fol­
gende Unterschiede zwischen beiden Kapiteln : 

Kapitel I Kapitel I I 

Lemma 5. SA—I E(Z) = O (E(z)) Lemma 4. 

Lemma 7, 5 M + i E(z) = 0, g(z) ^g(B) Lemma 6. 

Lemma 8. S~{ \/E{zj = ~ \JE{z) log z Lemma 7. 

SA-J-iE(z)=--0(E(z)). 
"I 

SXA + • 1 • / E(z) = E{z); g(z) > d0 

Sl sJW)=~o1slW)\o%z+C\i,E)\lE(z) 

DRITTES KAPITEL 

1. Es sei K der Funktionenkörper mit dem endlichen Konstantenkörper Q, p 0 

Primdivisor 1. Grades, und Lp o der Integritätsbereich der für alle Primdivisoren von K außer 
p 0 ganze Elemente. Der Quotientenkörper dieser I p o ist offenbar K selber. Wir bezeichnen 
mit Apa m^ ANX} Aa tUj Hm und i 1 der Reihe nach, die Gruppe der zu p 0 m teilerfremden 
Divisoren, die Gruppe der zu m teilerfremden Divisoren, die Gruppe der zu m teiler fremden 
Divisoren 0. Grades, die Gruppe der zu in tcilerfremden Hauptdivisoren, die Gruppe der 
zu 1 mod m kongruenten Divisoren, wo m ; (m, p„) = 1 ein ganzer divisor ist. Wie im Kapitel I I 
gelten [At] m ; Hm\ = h, [Hm ; /*] = q> (m), wo h die Klassenzahl von A0 / H bedeutet. Wir 
definicren L durch L(a) =g(ü) für den ganzen Divisor o mit (a,p 0 m) = 1. Dann gilt der Satz 1 : 

I n jeder primen Restklasse mod m von /„ gibt es unendlich viele Elemente —^r^- f In 

und besteht die folgende asymptotische Formel 
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1 . f < ? U * i o g Z + o a ) 

^ £ (Eine der primen Restklassen mod til), 
P o ^ > 

^ ( p ) ^ £ - ( z ) 

wo p ein Primdivisor z, (z, p 0 m) = 1 ein Divisor und logz =g(z) ist. 

Beweis : Genauso wie im I I kann man ein vollständiges Repräsententensystem von 
der Gruppe A0 m / i ? m cindeutigerweisc aufbauen. Seien » „ « s , n h das so gebildete voll­
ständige Repräsentantensystem von A0 ! t t / Hni und aL>a<p{!n) das von JFT^ / r. Jeder 
Klasse r von A0 I r läßt sieb eine B$ j durch 

zuordnen. Die Menge bildet bezüglich der Multiplikation zu Aom/r isomorphe 
Gruppe von der Ordnung h ̂  (m). Andererseits ist offenbar die Gruppe Apv m zu der Gruppe 

| — | mit n £ A p o m isomorph. Nach Hilfssatz 2 von I I gibt es in jeder Klasse B{. 

gleich viele ganze Divisoren vom Grade n ~>2g — 1 + g (p 0 n\)~dL. Also ist die Anzahl der 
zu p 0 m teilerfremden ganzen Divisoren vom Grade n>dL gleich a2q", wo 

1 - r - r - ist. 

pjpoHt 

© sei die Menge der zu p 0 m teilerfremden, nach Grade und Klassen von Aoml V geord­
neten ganzen Divisoren. Nun betrachten wir das, was im Kapitel I I . 8 angedeutet ist. 

(a) Da © bezüglich der Multiplikation geschlossen ist, kann man über © die Theorie 
der aritmetisch - linearen Transformationen ausbauen und daraus ihre gleiche Eigenschaften 
ableiten. 

(b) Wie im I I kann man im I I I . 1 qs^ als Größenfunktion annehmen, während die 
Anzahl der zu © gehörenden Divisoren vom Grade n>dl, a2qn ist, wo z;(z, p 0 nl) = 1 
einen Divisor und g(z) den Grad von z bedeutet. 

(c) Bezeichnet man den Charakter der Gruppe ( } durch % und den Hauptcha­
rakter durch %o i ist die Summe X % für x^f3 Xv beschränkt, die über © zu erstrecken ist. 
Daher gilt der Dirichletsche Satz über Reihen genau so wie im früheren Kapitel. Wenn man 
die Konstanten a„ do durch at, dL ersetzt, so sind die Schlußweisen und Berechnungen in 
beiden Kapiteln ganz gleich. Dann gilt 

V £ 0 » 1 tag,+ 0 0 

P 

g(V)^g(z) 

Bemerkung : Beide Kapiteln I I und I I I unterscheiden sich im folgenden wesentlich 
voneinander: 
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Da im I I I (m, p„) = 1 und im I I (tlt, Sß) = 1 gilt, ist nt im I I I freier gewählt. Daher ist 

I I I . 1 allgemeiner als I I . 1. Andererseits erhält man im I I für ^—— für ein festes i z.B. 
p u g<X>)xt 

itL = 1 gleiche asymptotische Formel. Ist im I I I . 1 (m,^ß) = 1, so enthält I I , I I I . 

Satz 2. Ist k eine natürliche Zahl und q Repräsentant einer Restklasse mod k, so gibt es 

in jeder primen Restklassen mod m von K unendlich viele Elemente — ^ — £ J« mit g(p) = a 
p 0 g(P) r u 

mod k und es besteht folgende asymptotische Formel 

U qg{p) Kh q> (m) 
log z+O (1) 

p 0 ^ ( p ) 
#(p) = omod(/c) 
g(V)^g{z) 

Beweis: Wir definieren nun die Klasse Btja durch die Zuordnung: 

g(a)=a mod k 

wo n, (ci, p„ m) = 1 ein Divisor ist. Bezüglich der Multiplikation bildet die Menge [Bijam, 
i — 1 , h ;j = 1 , . . . , <p (nt) ; , a = 1 , k ] eine abelsche Gruppe, Ihre Ordnung ist offenbar 
kh y (nt). Wir bezeichnen Charakter der Gruppe mit Diesen können wir auf folgende Weise 
bestimmen:. 

wo % Charaktere von der additiven Gruppe mod k und von der Gruppe Aonxir 
bedeuten, für die die folgenden gelten : 

X (") = X (SW) p0 giß) J 

Die Anzahl der dadurch gewonnenen Charaktere %*% l s i k V (m) uad kerne zwei sind unter 
ihnen gleich. Wir nehmen © im Sinne von I I I . 1. d.h. die Menge der zu p„ m teilerfremden 
nach Grade und nach Restklassen nt y.j r geordneten ganzen Divisoren. Unter der Betrachtung 
von I I .8 kann man folgendes behaupten : 

(a) Die Theorie der arithmetisch-linearen Transformationen kann man über © wie im 
I I I . 1 aufbauen und alle ihre Eigenschaften gewinnen. Wir definieren aber i U auf folgende 
Weise : 
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(b) Die Größenfunktion ist qs^x) wie im I I I . 1 und die Anzahl der zu © gehörenden 
ganzen Divisoren vom Grade n~>dt ist Ö 2 q". 

(c) Für %**sfez0** ist die Summe 2 x** beschränkt, die sich über den Abschnitt von 
© erstrecken läßt. Somit erhält man den Dirichletschen satz über Reihen wie in I I . Wenn 
man %,h<p(m),altd0 durch y**, kh<p(m), ai,d1 ersetzt, sind beide Kapitel I I und I I I 2 
gleich. Dann folgt 

2 ^ = r a ^ ) + 0 ( 1 ' 

^(p) = araod(/i) 

g(V) i= g(z) 

oder für aL = l 

2 
P 

- € a ; r 
Po « W 1 

f ( P ) S a mod (fc) 
giV)t^g(z) 

giz) + 0(l) 

oder für ^ = 1, a = 0 

Po ^ 
g(P)=0mod(/c) 
gm^giz) 

3. Es sei c ; (c, m) = 1 ; g(t) = n>0 ein Divisor und b, (b, m) = 1 ein allgemeiner 
Divisor. 

Satz 3. In jeder primen Restklasse mod m gibt es unendlich viele Elemente ~~ £ H 

und es besteht asymptotische Beziehungen 

oder insbesondere für 0 = 1 



ÜBER EINE V E R L L G EMEIN ERUNG DES DIR! C H L E T S C H E N SATZES 109 

m 1 togz + O O ) gg(p) nh q> (m) 

g(V)^g(z) 

wo o Primdivisoren und v natürliche Zahlen durchlaufen. 

c - c 
Beweis. Es sei u ; (a, p 0 m) = 1, g(t) = n, g(b) = v,t — ~^ und b = — . 

Po Po 

Für ein kleinstes s für c s £ r s e i c ( c ) = T U c r U c2 r U ... Ü c * - 1 F. Wir bezeichnen 

das vollständige Repräsentantensystem von Aa nt/C(c) durch ß{ = 1, ^ ^ Qüj^ | 

und definieren die Klasse B{j durch die Zuordnung 

; = o , . . . , s—l 

wo m eine natürliche Zahl t; 0 ̂  t < s eine ganze Zahl, a, (a, p 0 m) = 1 ein Divisor ist. Nach 

Definition von c, 5, b gilt. 

a 
-.mit i í ñ i + v - e A c'r<> - ^ T T b G ( Ö ) - 1 ftc'-*r. 

Nun definieren wir Btj durch 

Po' 

Nach Defänitoncn von und Btj kommen die zu einer Klasse Bi,j~t gehörenden 

Divisoren a mit f ( a ) = n /+vmod (ns) in verschiedenen Klassen B^ und umgekehrt. 

Somit 

Für ft £ ß^y, g(a) =nt + v mod (ns) gilt o £ 5 f ,y_ f 

Für Q ^ + , ^ f a ) = « ( i + l ) + v mod (ns) gilt a £BU}_t 

Für a £ . f l ( > y + a — i , ^(a) = « ( r + s — 1 ) + v mod (ns) gilt a£Bu-_t. 

Die über die in der Klasse B&j—t vorkommenden Primdivisoren vom Grade ^g(z) 

erstreckte Summe V läßt sich in 5 Teile zerlegen. Jeder Teil ist die Summe V > 
^ qg(P) qSW) 
P 

die über die zu einer Klasse Btj gehörenden und nach Grade inderselben Klasse mod (ns) 

liegenden Primdivisoren erstreckt wird. Nach I I I . 2 gilt für die zu Bi} gehörenden Primdi­
visoren vom Grade g (p) = nt + v mod (ns) 
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Z L = —, * , . logz + O (1) , daher auch für die in einer Klasse 
qg(ç) iish<p(ß\) 

g(a)^g(z) 

Bi,j—t vorkommenden Primdivisoren 

L(v) _ L(v) , 1 J ^ L = S V ±fr--l-0 (1) = log z + O (1) 

P€ b i, j—t g(v) = nt+vmoä (ns) 
g(?)^g(z) 

Da <p(m) Klassen von A o m \V aus Hauptdivisoren bestehen, gilt insbesondere 

V L (P) 1 

Li qg($) nh<p(m) 
g(P)^g(z) 

Und anch für b = 1 

^ L(f» 1 

log z + O (1) 

Z J qg(p) nhq>(m) 
g(V)^g(z) 

logz + 0 (1) 

(Diese Arbeit des Verfassers ist seine Dissertation und an das Dekanat der naturwissenchaftliehen 
Fakultät am 1. März 1961 eingereicht worden. Das Manuskript eingegangen am 1. November 19680 

ÖZET 

Yazarın bu doktora çalışmasında önce aritmetik - lineer transformasyonlar yardımıyle 
DiRiCHLET teoreminin katsayılar cismi sonlu olan rasyonel fonksiyonlar cisminin norm-
Jannıtş polmonılarma, sonra sabitler cismi sonlu olan cebirsel fonksiyonlar cisminde 
aritmetik- lineer transformasyonlar ithal edilip, bunun bir tatbikatı olarak, aynı teoremin 

cebirsel fonksiyonlar cisminin tam divizörlerine teşmili yapılmaktadır. 


