UBER DIE GROSENORDNUNG DER KOEFFIZIENTEN EINIGER IN DER THEORIE
DER ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN VORKOMMENDER POLYNOME

0. S. Igen

Es werden die Absolutbetrige der Zahlenkoeffizienten der Polynome P, (@ (), 82 8
welche im der Multiplikationsforme| der Weierstrassschen clliptischen Funktionen aufireien,

nach cben abgeschiitzt. Dabei wird eine oberc Schranke der Form £00r?) pewonnen.
Daraus wird eine obere Schranke dersclben Formn fiir die Zahlenkocffizienten der
Polynome R, Sn hergeleitet, wobei

© iy — Zm (P, 82,20)

Sm (53 W), a2, 83}

eine Darstellung von £ (##) als Quotient von zwei Polynomen in () ,g:,8,
mit ganzen rationalen, insgesamt ieilerfremden Koeffizienten ist,

In dieser Note handelt es sich um die in der Multiplikationsformel der Weierstrafischen
elliptischen Funktion @ (r; £2,8,) = £ (v) auftretenden Polynome P,
Es ist ndmlich fiir m > 1

l@(u)m—{;%——% , falls m gerade
¢} Pln) = rrong "
@(u);@ @ P’"";‘ L1 , falls m ungerade, wobei
P
@ Py =40w’ —g, HW—g

ist, und Pp, = Pp ((0), 82, 83) = P (%, &2, ) mitx = O @) (m = 1,2,...) Polynome in
drei Variablen 0 (#) = x,£,, g, mit rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Diese Polynome
gehorchen dem in (3) und (4) unten gegebenen Induktionsgesetz :

p,=1,P=—1P :3;54_15, x?— 3¢ xﬁ’iﬂf,
1 ¥ 2 > o 2 2 B 16
&)
o 5 14 8 5 22, 1 : &
Py =—2x" + 5 gxt + 108" - £ o a8 8" 550

wobel 0 (w) = x gesetzt wurde,

und
@) P _JI¢ (@) Py P — P'uy, P, , falls n gerade
! amb Poyy Pt e ') PPry, Pay . [alls n ungerade
1C)) n>=2)

@) Pyp=—2~r (Pn+2P2n41_Pen+1 Pn—:;) (n=>=3),

wobei ()" als-laut (2)-durch (4x® — g,x— g,)* ersetzt zu denken ist [*,58].
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64 0. igen

Wir wollen im folgenden die Absolutbetrige der rationalen Zahlenkoeffizienten von
P, (x, g, ,g,) nach oben abschitzen, wobei eine obere Schranke derselben von der Form ecm?,
mit einer numerisch berechenbaren Konstanten ¢ > 0 sich ergeben wird. Dann mit Hilfe einer
bekannten Abschitzung des Hauptnenners dieser Koeffizienten ergibt sich auch eine obere Ab-
schitzung fiir die Absolutbetrdge der Zihler derselben, woraus wir auf cine obere Abschitzung
vont der Form ¢O(m?) der Koeffizienten von R, (x, g,, gy und S, (x, g,, &y in

R
® S )

schlieBen kénnen, wobei (5) eins Darstellung von (mu) als Quotient von zwei Polynomen

R (0, 85, 29) = Ry (%, 85, £2) und Sy (200), £4, £2) = S (X, £4,85) mit ganzen rationalen,
insgesamt teilerfremden Zahlenkoeffizienten ist.

Es werden jetzt einige leichte Vorbereitungen eingeschaltet,
Definition und Eigenschaften des Symbols || || .

Es sei ein Polynom
© ' A= A5 3,2) = Y cupy £ 9P 2

in drei Variablen x, y, z und mit rationalen Koeffizienten cup, gegeben, Wir definieren ||A [}
als das Maximum der Absolutbetrige aller Koeffizienten von A, d. h.

) A = max | capy |
% Ry

Das so definierte Symbol || || hat folgende Eigenschaften :
1. |jid|l=|%].]} 4], wobei } eine rationale Zahl bedeutet,
I |ld,+ As+ o + Al A+ 1 As]] + oo + | 4g ]|, wobei

6] A;=A;(x,3,2) = ng_r x* B2 (= 1,0,k

k Polynome in drei Variablen x, y, z und mit rationalen Koeffizienten bedeuten. Allgemeiner :

UL || 2,d, + et Rpedr [l 22 1A LA TR T4l Aot TR - H AR |l

wobei i ,..., 4 K rationale Zahlen bedeuten.

IV, || Aydgedp | £ UG, 4+ DG, + 1) (Gr + DI L[| Al Y Ae]] e | AR Y|, wobel Gy
den Gesamtgrad von A; nach x, p, z bezeichnet (7 = 1,...,k).

Beweis. I, IT, III sind klar . Zu IV :

Es sei
© A Ay Ay = dem A8 o

gesetzt, Dabei muB wegen (8)

1) Tn einem leicht verschiedenen Zusammenhang, d.h. fiir cin Polynom ciner Variablen und mit komplexen
Koeffizienten kommt dieses Symbol z.B. in [2,124] vor.
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2 . (1 {2) (k)
(10) oy E Carpire Canpare’ " Canprvs
o teat oy =1
Bi1tBet...TEE=P
vityototye=r

sein. Die Anzahl der iiberhaupt moglichen 3k-tupeln  (xye2py 7,y By ¥y aeees Y2} Mt
0L oy, Bry e =G =1, .0, k) ist {(G, 4+ DG, + 1)...(G), -I- 11" Also kann die Anzahl
der Glieder rechts von {10) diese letztgenannte Zahl nicht Oberschreiten, Dies, verbunden

mit |c(f) V=140l ¢=1, ..., %) (wegen (7), (8)) gibt uns

o BiYi
an | Fdupy | < HG, + DGy + 1D(Gr + DY [A (AL [ A ]

fiir alle @, f, y. Aus {11) und der Definition (7} folgt nun die Behauptung IV,

Wit geben jetzt zwel bekannte Bigenschaften des Polynoms P,, in einer im folgenden zu
benutzenden Form ({%,172] und [%,78]).

Lemma f. Der Gesamigrad des Polynoms P,, nach x, g,, g, geniigt der Abschiitzung :
(12) Grad von (P,) = 3m(n — 1) (m=1,2,.)

(Wenn im folgenden von dem Grad eines Polynoms in drei Variablen die Rede sein wird, wird
darunter immer der Gesamigrad verstanden).

Bewels. Fir m = 1,2, 3, 4 aus den Formeln (3) klar. Fiir m > 4 wollen wir die Rekur-
sionsformeln {4) benutzen, um den Induktionsbeweis zu beenden : Es sei nun (12) fiir die-
jenigen Polynome schon bewiesen, deren Index einen kleineren Wert hat als m. Um jetzt die Be-
hauptung fiir m zu beweisen, unterscheiden wir zwel Fiille, je nachdem s ungerade oder gerade
ist,

Falls m ungerade, d.h. m = 2n + 1 (# > 2) ist, daan ist der Grad von (P, .., P?)=12n*+6,
und derjenige von P, _ | P, _, ist ebenfalls <2125°4-6. Da der Grad von £7()* (als ein Polynom
inx, g,, g, laut (2) gleich 6 ist, folgt aus (4,), daB, der Grad von (P,,4+ ) =124+ 12, Da
aber 125% 4 12 = 3 {dn? 1+ 4) == 32n + 1) 20 fir n==2 ist, folgt : Grad von {P,,) == 3m{m—1)
firm=2n+1(n>2).

Falls m gerade, d.h. m» = 2n{n > 3}ist, dann ist der Grad von (P, P4, P%,—)) = 12n*
— 121 + 18 und ebenfalls ist: Grad von (P, P4, P, o) < 120 —12a + 18, Aus (4,)
folgt hiernach : Grad von (P,,) = 12n* — 125 + 18, Da aber 124° — 121 + 18 = 12n°—6n
=320 @2n— 1ty = 3m(m— 1) fur n >3 ist, folgt die Gultigkeit von (12) auch fiir m = 2n
und damit allgemein.

Lemma 2. Fir den Nenner des Polynoms P,, gilt
(13) Nenner von (P,) | 2m6n—1

(Unter dem Nenner eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten verstehen wir den Haupt-
nenner dieser Koeffizienten),

Beweis. Tir m = 1,2, 3, 4 aus den Formeln (3) klar. Fiir 11 > 4 badienen wir uns eines,
dem obigen #hnlichen, Induktionsschlufies mit Hilfe der Formeln (4}, (4,).
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Per Fall m = 2pn 4 1 (# = 2) : Fassen wir uns (4,) ins Auge, Laut Induktionsvorausset-
zung werden die Koefizienten von Py, P,* durch Multiplikation mit 20+ (r41) fan (a—1)
= 247742 diejenigen von P4,y P, durch Multiplikation mit 28421} a+(r—1) (n—2) — gin24p2
ganz. Da " («)* laut (2) ganzzahlige Koeffizienten hat, wird die rechte Seite von {4,) und damit

auch P,, ., durch Multiplikation mit 2**+? pangze Koeffizienten erhalten. Da 4n® 4 2
== 2n(2n + 1) fiir 77 == 2 gilt, wird das Polynom 2t"Gn+0d p_ . gm (m—1) P, erst recht ganze
rationale Koeffizienten haben, Also ist (13) im Falle m = 2n + 1 (a > 2) giiltig, falls es fiir
kleinere Werte des Indexes als mr giltig ist,

Der Fall m = 2n (n > 3) : Auf gleiche Weise wie oben wird gezeigt, daB das Polynom

21n%—in 10 Pga ganze rationale Koeffizienten haben wird, falls (13) fiir kleinere Werte des In-
dexes als m gilt, Da aber 4n® —dn 4+ 6 = 2n 20— 1) fir n > 3 ist, wird 22" (2"—[)1’2“
— gmlm—1) p. erst recht ganze rationale Koeffizienten haben. Damit ist der Induktionsbeweis
beendet,

Nun kommen wir zum Haﬁptziel dieser Note :
Satz. Es gilt mit einem passenden, von m anabhc';ngfgen reellen Zahl T > 1
a4 | Pl == T lm—2) (m—2) m=1,2..)
Beweis. Wir bedienen uns wieder einer Induktion nach m unter Benutzung der Formeln
(3) und @).

Laut (3} ist | P, |=1L || Peil=1, | Ps]l=3, } P,|| =10, und die ersten vier Werte
von (m — 1)} (m— 2) sind der Reihe nach 0, 0, 2, 6. Falls wir nun 7 der Bedingung.

11
* 7= Max (1, 3%, 107)
unterwerfen, wird (14) fir m = 1, 2, 3, 4 erfilllt. Pamit ist der erste Induktionsschritt beendet,

Zum zweiten Induktionsschritt (Beweis fiir m > 4) unter Heranziechung von (4) brauchen
wir einige Vorbereitungen :

Es gilt zundchst

(15,) Grad von (@ )Y =6
(15) und '
U5y @@l =140 —g @ —g)ll=16
Andererseits folgt mit Hilfe von Lemma 1 oben und Eigenschaft IV von || ||, der Refhe
nach
I Pris PR 2 1B+ 2+ D)+ DG G—1) + DO || Paseg L 2, 11S,
erst recht
(16) N Pur e PP liZ cym®™ | Pyl Nl Py | (n=12)

(Es werden hier und im folgenden ¢y, ¢s, ..., &4, ¢ numerisch berechenbare, konstante positive
reelle Zahlen bedeuten, Es kann z. B. ¢, = (270)° genommen werden.},

an [P P A = "R A F S R (n=2),
(18) “PnPn+2P2n—1" ét.‘si't“- i Pn i - "Pn+2 ”'iEPn—1 EE2 (”::3):
19 1Py Pragy Pyg i Z ey n®™ - (P - | Pt 1P Paez | (n=3)
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Nochmalige Anwendung von Eigenschaft IV von || || mitk =2 aufl das Paar 4, = ()
und Az = Pnp4» Pa? unter Benutzung von (15,) und Lemma 1 gibt

(20 1 §0°G* Pryo PR Zesn < || 07 i+ || Puye Pt ll (n=12),
woraus man in Verbindung von (155) und (16) folgendes erhiilt :
2n | 827 Prosa PoP |l == cg 2 ¢ || Progo il - [ P22 (n>=12).

Wenn man dasselbe Verfahren mit dem Paar A4, = p" (i)', A, = P*, 1 P,_, wiederholt
und dabei (16) sinngemii durch (17) ersetzt, erhiilt man

(2 I C* PPy Pyl = e @ (| P IS0 |l Py |l (n==2).
Nun folgt fiir n > 2 unter Benutzung der Eigenschaften I mit 4 = —1 und II mit

k=2von || || aus (4,), @) und (37}, bzw. (4,), (16) und (22) :

(@3 P il = ey 2 2 || Pagp |l - | Poil ® + com®™ || Poay | Py, falls 0 gerade, baw,

CH Pl Zeon™ W Pagall ol Pall® + o™ (| P L2 Wl Paey ||, falls
ungerade.

Unter Benutzung derselben Eigenschaften von || || folgt fiir # = 3 aus (4;), (18) und (19):

@5 NPyl ey m™* | Ppll - [l Paea |l I Ppema 1+ e n®™ e [ Pyl l Pren 170 [ Praal]
. Nun kénnen (23) und (24) vereinigt werden zu
(26) I Pong Il = ca 80 Cll Pugeg 1+ (1P 1P 4 T Py L5 ] Py 1D =2
(Es geniigt ¢, = Max (¢, , ¢, ¢, ¢7) Zu setzen), umd aus (25) ergibt sich
@7 N Paall L (Pl [ Patall < I Paen 12+ Py ll < I Prgc i Pas i) (222 3)
(Es genigt ¢, — Max (c, . €,) Zu setzen.).
Nun kehren wir zum zweiten Induktionsschritt zuriick, und setzen wir voraus, die Behaup-

tung (14) sei fiir kleinere Werte des Indexes als m(m > 4) richtig. Wir wollen unter dieser Vo-
raussetzung beweisen , dall sie auch fiir m richtig ist,

1. Fali: m ungerade, db. m =2+ 1 (m=2).

Da wir jetzt auf die Polynome P,4,, Payy s Pn, Pn_, rechts von (26) die Induktions-
voraussetzumg anwenden kénnen, ergibt sich daraus
(28) [l Paatq “ £ 2eg. ni?, Tinz —8n v 6 (n=2).
Unterwerfen wir nun T der weiteren Einschrinkung
1
6 — 6
* T Sup Qen’)

"= 2,3, ..

(Das Supremum rechis von (**) existiert als eine endliche Zahl, denn die Folge rechts von Sup
ist beschrinkt, weil sie fiir # —co den Limes 1 hat), so wird (28) zu

(29) iEP2n+i!ié THR—8 T4dp? — B4+ 6 — T4n?2— Zn (IIEZ)_,

d.h.
(30) Py <2 Tl — Do — 2} filrm=2n+1(n > 2).
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2. Fall : m gerade, d.h. m = 2n(n > 3).

Da wir jetzt auf die Polynome P,4,s Put1s Pn» Pa—i s Pa—s . rechts von (27) die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden kénnen, ergibt sich daraus
(G Pyl =2 ¢ nt Tdn? — 12 + 14 (= 3).

Unterwerfen wir jetzt T der noch weiteren Einschrinkung
.
: 6n— 12
(F*%) T > Sup (¢, n*%) " .
a=24,..

(Auch hier ist das Supremum rechts cine endliche Zahl, aus demselben Grund wie bei(**)),

so wird (31) zu

(32) | Pop || == T 6r—12 Thn? — 124 14 o T4 0% — 6u + 2 (= 3)
d.h.
(33) [P pll= T (m—1)fm—2) fir m = 2n (m=13).

Es ist offenbar méglich, ein T > I so zu wiihlen, daff (*), (**) und (*#*) gleichzeitig erfillt
sind. Mit diesem Wert von T zeigen uns (30) und (33), daB (14) auch fiir den Index m (s >4}
richtig ist, falls dessen Richtigkeit fiir kleinere Werte des Indexes als m vorausgesetzt wird. Damit
ist auch der zweitc Induktionsschritt bewiesen ; folglich ist der Beweis des Satzes beendet.

Folgerung. Es gilt mit einem numerisch berechenbaren ¢ > ¢
G4 1P mll< eom? (m = 1,2,...).
Fiir den Beweis geniigt ¢s log T = ¢ zu sefzen.

Aus dem Satz oben wollen wir nun cine Abschitzung der Absolutbetrdge der Zahlenkoef-
fizienten von R,, (x, &5, 8u)s Sm (X, &2 5 &) in der Darstellung (5} von 2(mur) herleiten.

Laut (1) gilt fir s> 1

[T 2
Q) P Pr®— Pry Py , [alls m gerade

() P2
(35) SO (mu) — . @ (H) m
. Jl 2
SO(H) P £ (f) Pmter Py , falls m ungerade,
P
Aus Lemma 1, dem Satz und der Eigenschaft TV von || || folgt zundchst
(6 | P 1l G — D+ 1 || P 1? = oq '™, T2 ()

(Hier und im folgenden bedeuten e,y , ¢,y ,..s, Wie oben, numerisch berchenbare posilive
Konstanten, z. B, fir ¢,, kann man 3" nehmen.).

Ahnlicherweise folgt

@7 | Pt s Py 0y 't TOmt) 4 m2dim )
Aus (2) und (36) unter Verwendung derselben Eigenschaft von || || erhdlt man
'(33) I gof(u)e CPLE| = oy mt? . Tl —1) (m-z2}

und aus (2) und (37) ergibt sich dhnlicherweise
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(39) “ ‘@r(u)z Pt P H écla mis . Tm(m—l)+(m_2) {m_a} .

Andererseits gitt, wegen 1| () () Pp® || =1l ') P2 | 1l @) Pr® Il = || P’ 1 und der
Eigenschaft III von || ||, folgendes

40) | @) §7()* Prp® — Py P | 2 || @7 Pp® || + || Prgg P Il

“1n | 300 P — 7" Pyt Pra—s = [P+ 11 () Pty Py [ -

Falls wir jetzt, wie bei (35), iog T = ¢ setzen, so werden (36) - (39) nach leichter Umformung zu

(47) % “Pm2 “éech? ] ”Pn':-’rxpm‘—l”é"f"cmmE H

I} @ @ Py Il = &, | @7 Py Py |1 £ €770

Aus (40), (41) und (42) ergibt sich nun

(43) 3 [ o) /()7 Pry? — Py Prpy || 252 1877

| goue) Pre? — 27 (u? Prngey Py || 22 €519

Falls man Max (€,, , €1q » €1y s €14) = Cg SctzZt, sicht man, daB die rationalzahiigen Koeffizi-
enten itn Zihler und Nenner von (s in der Darstellung (35) in beiden Fillen dem Absolut-
betrage nach == ¢%:™2 sind, Andererscits haben die im Nenner stehenden Polynome den “nume-
rischen” Nenner v, | 22m #n—1) wegen Lemma 2 und der Ganzheit der Kocffizienten von £y
=4 B (1)* — g, § () — gy, Aus demselben Grund haben die im Zahler stehenden Polynome den
«numerischen» Nenner #, | 2wmT—wm+2 Hiernach werden sowohl im Nenner als auch im i
Zihler von (35) stehende Polynome in beiden Fillen durch Multiplikation mit 2®m3—2m+2
ganzzahlige Koeffizienten erhalten. Die nach der Multiplikation erhaltenenen Zihler - und
Nennerpolynome haben also die Eigenschaften von R, (@ (1), £, £5), S0 (82 (@), g, , £2) bis ;
auf einen Proportionalititsfaktor, der eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl ist.

Nach diesen Ausfiihrungen ist also

49 [ R Iy | S ff = 22m*—mez | geaomi® (n =23,...),
woraus
@5) IR [ S fl = @Fuimt (n=2,3,..)

folgt. Da flir m =1 R,, = P () = x, 8, = 1 ist, gilt (45) trivialerweise auch in diesem Fall,
Wir kénnen danach unser letztes Ergebnis so formulieren :

«Es gibt eine numerisch berechenbare positive Konstante C, derart, daB
| B |l 5 1] S || = €Cm? (m=12,.)

gilt»

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB wir die Abschiitzungen in der vorangehenden Note micht
allzu sparsam gehalten haben, da es fiir uns vielmehr um den Nachweis der Existenz von obe-
ren Schranken der Form ¢C(#*) mit einer numerisch berechenbaren Konstanten in O han-
delte, als moglichst kleine Werte flir diese Konstanten zu finden '),

£y Herr P, Bunpscaul hat mir inzwischen mitgeteilt, dag er die Berechnung dieser Konstanien schirfee
durchgefihrt und das Ergebnis in einer demnéichst im Journal Filr die reinc und angew. Mathematik zu erscheinenden
Arsbeit verwendet hat,
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MaTemaTik EnsTitiis
IsTANBUL - TURKIYE

OZET

Bua MNoita 59 W8y, 8) = fv) (1) WeierstraAAss eliptik forksiyonlarnin garpim for-
miillerinde gegen P polinomlarimin sayisal katsayilaninm 2O{m?} geklinde bir fist smirt :
verilmekte, buradan da

R (0 (), £, 8
Sy (SO (), L ga)

gosteriligindeki tam rasyoncl katsayit Rm ve Sm polinomlasimin katsayilar: igin ayn: tipte
bir fist smur elde edilmektedir

P {mu) =




