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Dans ce travail ou étudie quelques applications constructives des courbes planes qui se ra

mènent aux constructions des surfaces réglées. On démonire aussi la possibilité de la déter

mination des courbes de direction d'une correspondance, dont on donne un nombre d'élé

ments suffisants. 

1. Soient données une parabole p, une de ses tangentes d au point Te t une droite / pas

sant par Tparallèlement à l'axe de la parabole (F/g. 1). Considérons un faisceau de droites pa

rallèles à une direction donnée, par exemple à la direction perpendiculaire à l'axe de la parabole. 

Chaque droite m du faisceau coupe p en un couple de points M,M, et / en M', qui est le point 

homologue du couple. Projetions sur d les couples obtenus sur p, du point à l'infini de la 

parabole. Désignons les par M',M/. Entre ces couples et leur homologues sur /, i l y a une 

correspondance (2,1). Si l'on projette ces couples et leurs homologues à partir de deux points 

D et L du plan de p, on obtient deux faisceaux de droites (D) et (L) liés entre eux par une corres

pondance (2,1). p est la courbe de direction de cette correspondance. L a résultante de cette 

correspondance est une courbe plane k du troisième ordre qui a un point double en D et qui 

passe par L et T. 

Fig. 1 

Les deux tangentes i t et i2 de la courbe k en D correspondent au rayon LD du faisceau 

(L). L a tangente tL eu L correspond à la droite DL. L a deuxième tangente tt de k passant par 
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L est la droite qui correspond au rayon s du faisceau (D) déterminé par la projection S' du 

sommet S de la parabole sur d. L a troisième tangente / s menée par L est parallèle à / et elle cor

respond au rayon /• du faisceau (D), parallèle à d, 

L a correspondance (2, 1) entre les faisceaux (D) et (L) fournit en (D) une involution quad

ratique dont r et s sont les rayons doubles. 

Plus généralement, soient données une hyperbole p et une droite d. Soit / une de ses di

rections asymptotiques, (Fig, 2). Chaque rayon m du faisceau, parallèle à d rencontre p aux points 

M, M± et / au point M', Projetions M, Mt parallèlement h ! sur d et faisons correspondre les 

points de projection au point M'. Nous obtenons ainsi une correspondance (2,1) entre les points 

de d et ceux de /. Si l'on projette les points homologues de d et de / à partir des points D et L 

situés sur le plan de p, la correspondance (2,1) obtenue entre les faisceaux (D) et (L) donne une 

courbe plane du troisième ordre k dont D est le point double. Les deux tangentes de k au point 

D sont les rayons qui correspondent à LD. L a tangente au point L correspond à DL. Les deux 

autres tangentes passant par le point L correspondent aux rayons doubles de I 'involution four

nie par la correspondance (2,1) en (D). 

Les droites d et ! peuvent passer par le même point de p. 

Fig. 2 

Soient donnés les points D, \, 2, 3, 4, 5, 6 quelconques situés sur un plan. Appelons 6 = L 

et traçons les droites d et / passant par 2, respectivement parallèles aux droites C l , LI, (Fig, 3). 

Traçons une droite parallèles à.J_par le point 3 qui est le point de rencontre de Z)3 et d et une 

droite parallèle à d par le point 3, où L3 coupe /. Nous obtenons le point 3' . Appliquons la 

même construction aux points 4 et 5; les points obtenus 3', 4', 5' et le point à l'infini /' de /, 

avec 2 = 2 ' déterminent une hyperbole p qui est la courbe de direction de la correspondance 

(2,1) définie entre les faisceaux (D) et (L) par cinq points données 1, 2, 3, 4, 5. Cette correspon

dance donne une cubique rationnelle plane qui a un point double en D et qui passe par les 6 

points donnés 1, 2, 3, 4, 5, L = 6. Cette courbe est unique et elle ne dépend pas du choix de d 

et de /. 
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Envisageons dans i'espace deux droites gauches d, l et cinq points quelconques I, I I , I I I , 

IV , V. Soient D, L les traces de d et de / sur un plan -/ et 1, 2, 3, 4, 5 celles des droites qui 

passent par les points I, I I , I I I , IV , V et qui rencontrent d et 7. On considère la cubique plane 

ayant un point double en D et passant par les points 1, 2, 3,4, 5, L comme la section plane 

d'une surface réglée gauche du troisième ordre dont d et 7 sont respectivement les directrices 

double et simple. Les droites qui s'appuient sur la cubique et sur les deux droites d et / sont 

les génératrices de la surface. 

2. Soient deux points T, X et une droite d qui sont tous situés sur h plan de la cubique 

plane p ayant un point double D (Fig. 4). Chaque droite, par exemple m , du faisceau (X) 

rencontre p en trois points Â, B,C . Soient Au fi„ Cv les projections sur d de ces points, faites 

du point Z>. Faisons correspondre m aux droites TAlt TAt, TAa. Chaque droite du faisceau 

(X) nous fournit ainsi une correspondance (3,1) entre les faisceaux de droites (7") et (X) dont la 

résultante est une courbe plane rationnelle du quatrième ordre k qui a un point triple en T. 

Les tangentes de k en Tsont les droites tv = 7T„ / 2 = TTît /„ = TTS qui correspondent au 

rayon XT du faisceau (X). L a tangente XXt en X est celle qui correspond à TX en (X). Les 

autres tangentes de k passant par X sont aussi tangentes à p. Les quatre points de k sur d sont 

les trois points communs à p et à d, et le point d'intersection de XD avec d. U n point commun 

aux courbes k et p se trouve sur TD. 

Soient donnés les points coplanaires T, X, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 d'une façon quelconques (Fig. 5). 

Nous voulons construire la courbe de direction de la correspondance (3,1) entre les faisceaux 

(T) et (X) déterminée par les sept points donnés. Appelons d la droite 12 et D le point d'intersec

tion de T3 et X I . Soit 4' le point d'intersection de la droite X4 et de celle qui joint Je point commun 

de T4 et de d, au point D, E n faisant la même construction pour les autres points 5, 6, 7, nous 

obtenons les points 5', 6', 7'. L a cubique plane p déterminée par les points D (point double) 

et 2 = 2', 3', 4', 5', 6', 7' est la courbe de direction. 

A l'aide de p et de d, on peut construire la courbe plane k du 4" ordre qui a un point triple 

T et qui passe par X, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Cette courbe est unique et elle ne dépend pas du choix des 

éléments de direction. 

\ 

Fig. 3 
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Fig. 5 



DÉTERMINATION DES COURBES D E DIRECTION 

Considérons dans l'espace, deux droites gauches ( et x et sept points tout à fait quelconques. 

Soient T, X les traces respectives de / et de x sur un pian « et 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 celles des droites 

qui passent par les points donnés et qui rencontrent / et x. On peut considérer la courbe du 4 S 

ordre k tracée sur a qui a un point triple T et qui passe par X, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 comme inter

section plane d'une surface réglée gauche du 4" ordre qui a une directrice triple / et une direct-

trice simple x. Les génératrices de la surface sont les droites qui passent par les points de k et 

qui rencontrent / et x. 

I l est évident que dans le cas où t et x sont concourantes, la surface est un cône dont la 

génératrice triple est f. 

3. Soient donnés une courbe planep du 4e ordre ayant un point triple T, deux points K,Y 

et une droite cl qui sont tous situés sur le pian de p, (Fig. 6). Projetons à partir de T les quatre 

points d'intersection de chaque rayon du faisceau (Y) avec p sur d et joignons ces projections 

à K. Nous obtenons ainsi une correspondance (4,1) entre les faisceaux (K)et (Y). L a résul

tante est une courbe plane du 5 e ordre k qui a un point quadruple en K et qui passe par Y. 

Fig. 6 

Les quatre tangentes de k en K sont les droites qui correspondent à YK. L a tangente au point 

Y, correspond à KY. Quatre autres tangentes de k passant par Y sont les tangentes de p 

menées par Y. k passe par les points communs de p et de d. Le cinquième point de k sur d est 

le point commun de KY et de d. U n point commun de k et de p se trouve sur la droite KT. 

Soient donnés maintenant sur un plan « íes points K, Y et i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, On peut 

obtenir la courbe de direction de la correspondance comme au TSfo. 2. Elle est du 4 f l ordre dont 

le point triple T'est, par exemple, le point de rencontre de K2 et de Yl et passe par les points 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

L a courbe k est unique, elle ne dépend pas du choix des éléments de direction. 
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Considérons dans l'espace deux droites gauches k, y et neuf points I, I I , I I I , IV , V, V I , 

VIÏ , V I I I , I X . Soient K, r e t 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, les traces sur un plan a dek,y et celles des 

droites qui passent par les neuf points données et qui rencontrent k, y . Les sécantes communes 

issues des points de la courbe du 53 ordre définie par le point quadruple K et les points I', 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sont les génératrices d'une surface réglée gauche du 5^ ordre dont les 

droites k et y sont respectivement les directrices quadruple et simple. 

4. Prenons sur un plan « une conique p, une droite d et trois points Du D.,, 0, (Fig. 7). 

Projetons sur d, à partir de 0, les points d'intersection d'une droite du faisceau (D^) avec p 

et les joignons à Dt . Répétons cette construction pour chaque droite du faisceau (D,). Nous 

obtenons ainsi une correspondance (2, 2) entre les faisceaux (/),) et (D2). Appelons Z>3 le point 

où D t 0 rencontre d. D , D 8 et D2Da se correspondent deux fois. L a résultante de cette corres

pondance est une courbe plane du 4 e ordre k passant par les points communs de p et de d, 

ayant trois points doubles en D„ D.,, Da. Les tangentes de k en Dt et en D2 sont les rayons 

homologues de DtDi dans (D^ et de DLD2 dans (D2). Deux tangentes de /( menées par Dt sont 

aussi tangentes à p. Les deu* tangentes de k menées par D2 sont déterminées par les tangentes 

de p issues de 0. 

Fig. 7 
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Soient de même donnés les points coplanaires tout à fait quelconques Dit Dt, Ds, 1, 2, 3, 

4, 5. Fixons un point 0 sur la droite Z^ZV Soit par exemple Da\ = d. Appelons 2' le point d'in

tersection de la droite Dt2 avec la droite qui joint le point commun 2 de £¡¡2 avec cl au point 0. 

Si l'on opère de la même manière avec les peints 3, 4, 5., la conique ainsi déterminés par 

1 == 1', 2', 4', 5' sera la courbe de direction de la correspondance. 

L a courbe k ne dépend pas du choix de p et de d. 0 peut être le point à l'infini de DiDt. 

Les coniques obtenues sont tangentes aux droites DLV, D,V'et passent par les points /'et .S"sur d. 

Considérons finalement d2ns l'espace trois droites deux à deux gauches a, bt u et trois 

points I, I I , I I I . Soient £>„ D2, DA les points d'intersection d'un plana passant par «avec la cubi

que gauche q définie par les quadriques déterminées à l'aide de «, a, I, ÏI, I I I et u, b, I, I I , I I I . 

Soient 4, 5, 1, 2, 3, les traces respectives de a, b et les bi-sécantes de q menées par I, I I , I I I , sur 

le plan x. On peut considérer la courbe k du 4" ordre ayant trois points doubles Dt, £)„, Da et 

passant par 1, 2, 3, 4, 5 comme la section plane d'une surface réglée gauche du 4 a ordre dont la 

courbe double est q. Les cinq génératrices de la surface sont les bi-sécantes de q issues de I, I!ï, 

I I I et les droites a, b ' ) . Les autres génératrices sont les bi-sécantes de q passant par les points 

de k. L a droite u n'est pas une génératrice, mais une bi-sécante de q. 

' ) Une surface réglée du 4e ordre ayant une cubique gauclie comme courbe double est déterminée par 5 géné

ratrices et une bisécante de sa courbe double. ( E . M Ü L L E R - L . KKAMÜRS, Vorlesungen über Darst. Geo. I H ) . 

Ö Z E T 

Bu çalışmada bâzı regle yüzeylerin elde edilmesine yarayan düzlemsel eğrilerin korrespon-

d a us .prensibi ile çizimini inceliyor ve yeter elemanı üe verilmiş bir korresp ondan sın doğrultu 

eğrilerinin belirlenmesini gösteriyoruz. 

I S T A N B U L T E K N I K Ü N Î V E R S Î T E S İ 

ı S T A N B U L - T Ü R K Î Y F . 

(Manuscrit reçu 30 Juin 1970) 


