SUR LA REPRESENTATION CONFORME DU CERCLE
SUR UN DOMAINE SEMI - CIRCULAIRE SIMPLEMENT CONNEXE

TALAT TUNCER

Dans l¢ présent travail, on détermine: approximativement la fonction w=JF{z) qui donne

la représentation conforme d'un cercle quelconque By de plan z sur un domaine sim-

plement connexe By presque circulaire da plan w, 4 laids de [a fonction P{0) de Péqua-
tion polaire R=P(0) (0=0<n) du contour Cy du domaine Byy.

Introduction. "En physique théorique, il s'agit parfois’ de déterminer la fonction qui rép-
résente deux domaines simplement connexes 1'un sur I'autre. Le théoréme de RIEMANN assure
l'existence et sous certaines conditions 1'anicité d'une telle fonction.

Soient B, et By les domaines simplement connexes respectifs du plan z.et du plan w.
Dans le cas ot By, est un cercle, la fonction de représentation w = f(z) posséde quelques prop-
riétés intéressantes qui fournissent des méthodes d'application pratigue.

Par contre, si le domaine B, est un cercle et By un domaine simplement connexe quel-
conque, ces propriétés extrémales disparaissent, On n'a pas encore proposé une méthode de
calcul pour ce cas.

Dans le travail suivant, nous donnerons une méthode «pour la représentation conforme
du cercleunité sur un domaine semi-circulaire simplement connexe», On peut supposer le domai-
ne B semi-circulatre sans restreindre la généralité du probléme, c¢ar il est possible de. représen-
ter un domaine simplemznt connexe quelconque sur un domaine semi-circulaire # 1'aide des fonc-
tions élémentaires.

1. Désignons par By le demaine semi-circulpive dans le plan w, Soit la courbe C, dont
la tangente est continue par intervalles et soit

(L.1) R =P, 0Z0<2n

son éguation en coordonnées polaires, P(0) étant une fonction donnée univalente et périedigue.

Supposons gue la fonction P(0) soit bornée par les conditions
(1.2 0< B, <P LR, <<

et w = 0 soit un point intérieur de By

| P (8)/p ()} étant la tangente del’angle du rayon vecteur qui joint l'origine au point
w = R e avec la normale extérieure en ce point, la condition de semi-circularité sera
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P’ (6)

(1.3) - F | £e<L

Ceci fournit un angle plus petit que /4, Le nombre O caractérise la semi-circularité
de Cy.

" Nous pouvons considérer -le cercle B, comme le cercle-unité |z | << 1; sinon nous
pouvons le réaliser par une transformation de similitude.

La fonction w = F(z) qui représente le cercle [z| << 1 sur le domaine By, sera entiére-
ment définie sous les conditions F(0) =0, F'(0) > 0.

Nous donnerons une méthode qui déterminera approximativement la fonction F(z) &
I*aide de la fonction P (8). Pour cela, si l'on détermine la correspondance entre le contour du
cercle-| z| << 1 et le contour Cp, du domaine By, ¢'est-d-dire la fonction

(L4 ' ) 0=0(p) (z=¢),
les valeurs prises par logj—{—(?- ,dans le cercle [z| << | seront entiérement déterminées, car on

\ . . z
connait la valeur de la fonction analytique log'{(T)— sur le contour.

2, 8i la fonction w = f(z), f(0) = 0, f'(0) > 0, représente conformément le cercle-unité
|z <2 1 sur un domaine convexe, la fonction

(2.1) Fiz) =z f(2)
représente le méme cercle sur un domaine étoilé par rapport au point w=0 (Théoréme de STUDY).

En désignant par «(#), I’angle que fait la tangente de la courbe convexe, image du
cercle |z| =1, avec I’axe réelle, et en posant

arg w = @, arg z = ¥
nous obtenons de (2.1)

2.2) 8 () =« (P — uz’i
d’od
(2.3) d0(8) = d = (),

Soit P, le polygone dé n ¢Otés inscrit dans le domaine convexe, Sil'on désigne par
e (r=1,2,3, 1)

les angles extérieures du polygone, on a

(2.4) 0 < py <1, 2 By =2.
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La fonction w == f,(z) désignant la fonction qui représente le cercle-unité |z | <z 1 sur le
polygone P, ., la formule de ScEwArz-CHRISTOFFEL donne

0 =1

(2.5 ' @)= C, f H (1 —m =iy 1)—H gt |

Les points z = ¢f?v correspondent aux sommets du polygone P,.

(2.5) fournit

[

, o .
(2.6) 108/ () — log Cn — — Z 7y log (1 — e~ iv2),

y=1

En considérant cette derniére intégrale comme une intégrale de STIELTIES, on obtient 4
fa limite

2.7 logf’ (z) =log C—-«Jl—z Cf) log (} —e—idz) dx ().
];;:l
Exprimons ce résultat comme une lemme .

Lemme. Si la fonction F(z) ot F(0) = 0, F'(0)>-0, représente le cercle-unité | z <1 stur un
domaine By étoilé par rapport ai poimt w = 0, on a

FQ

(2.8) g g%( Jog (1 —e—i% ) d B (D),
iz '

=1
ot C = F (0) et O (D) est la fonction qui érablit la correspondance.

L’existence de la fonction 9(#) est assurée par le théoréme de RIEMANN. En outre cette
fonction vérifie les relations suivantes : :

2x 2r ) - i

f Oy—ndr = f logP—(BC(’ldr;—OJ
0 i}
2.9) 2n 2r P@)

' @) — 1) di = [log —-] dr,
/ [
a0

dr >0,

3. Utilisons les abréviations ci-dessous:

p#) =log P())—log C,
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2

tog G = 5= [ Gog PC@ueat,
0

Pn(?) =log P (8, (1) —log C,,
4(8) = p' (b),

2u(t) = g8, (1)),

. X
sm

1 .
K, ) = - o2 2

En égalant les parties réelles pour z = % on tire de (2.8)
. . ) . - 2 ) .
3.0 | [ xeovwa=proep,
0

ol la fonction posséde la singularité logarithmique pour r = ¢, On peut cependant démontrer
facilement l'existence de I'intégrale (3.1). En la dérivant par rapport au paramétre ¢, puis en
Pintégrant par partic nous obtenons

2r
(32) [ xepvoa——a0emoo.
J _

Pour déterminer la correspondance entre les contours, c'est-d-dire pour calculer Ia fonc-
tion & (), nous proposons la formule d’itération ci-dessous :

2r )
g f K(t:(p‘)en(t) dt = pn—l ((P)a 1= ls 23 CAAd

3.3) H

\ Oy (@) =g
8i l'on connait la fonction 8,_, (¢), la relation (3.3) sera alors une équation intégrale de
premiére espéce pour la fonction &, ().

Notons que le noyau de I'équation intégrale (3.3) est symétrique et que ses valeurs prop-
res sont connues,

Nous pouvons résoudre I'équation intégrale (3.3) en partant de &, = g ot nous obtenons
ainsi la suite fonctionelle

(34 0,0, n=0,1,2... .

Si I'on démontre la convergence uniforme de cette suite fonctionelle, il sera établi que la
fonction limite vérifie I’équation intégrale non-linéaire (3.1).—Dans la suite nous la désigne-
rons par @& (¢) la solution de I’équation non linéaire (3.1).——De plus, il faut démontrer 1'uni-
cité de la solution. T
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4. Pour démontrer I'unicité, tirons de (3.2) et de (3.3):

n

@.1) [ xens@i=—a.e o
[+

Si nous employons pour norme
Ir
irue= [ rroda
0
on a

Hafv H P2t H anle;i'.—.l “’

Nous obtenons de (1.3) :

4.2) NOalf? <2z + @0, I ®
puis :
2n
. ’ . 2k -
{4.3) 8% < 20 E Q% <
. k=0

On a ainsi démontré la convergence uniforme de la suite (|| 0x]]}, ce qui est la condition
suffisante pour l'existence de la solution,

5, Pour démontrer la convergence de la suite (3.4) il faut d'abord prouver la proposition
suivante :

A an nombre positif e, quelcongue, on pest faire correspondre un nombre entier nye),
tel que pour toul uw > ny (5) on ait

.1 7 N84r—0,li<<e, k=12, ..
En l‘gisant usage de (1.3) on trouve de (3.3):
80— Ol <l — oy 7 < Q71 8 0, 11
L’obtention de (5.1) & ‘partir de cetie derniére égalité est immédiate. Défnontl;ons

maintenant la continuité uniforme de la suite (3.4). Pour cela on déduit de l'inégalité
de ScawaRrz la relation

. b : - ‘;0-
@t e = ([ Goa) <e—p [ @0a<@-w1%1"
Pao Pa

[18; 1] étant uniformément bornée, nous en déduisons la convergence uniforme de la
suite {9, (¢)}. : : :

Posons

(5.3) ,llijl;l; B, (9) = Bg).
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Pour démontrer que cette fonction limite vérifie I'équation intégrale non-linéaire (3.1),
transformons la relation (3.3) en

2

1 1—q -
(5.4) i f cotg — 8, ()dt=—2log2
1]

s;n%|+p,._l(e(rp)), 0<g<2n.

La suite fonctionelle étant uniformément convergente, nous pouvons passer i la limite
sous le signe d’intégrale; nous obtenons ainsi

2x

1
(5.5) 2—’; f cotg

0

Bmmﬁ_ngsm—¢+muw,m<m<u)

qui est une forme différente de I’égalité (3.1)
Nous connaissons l'existence et 1'unicité de cette solution d’aprés le théoréme de RIEMANN.

Supposons maintenant qu'il existe une solution §(q¢) différente de la fonction limite
8 () du (5.3).

Pour prouver l'unicité de la solution, nous devons démontrer que la fonction limite (5.3)
est identique & 8 (p). Dans ce but on déduit de 3.1,

lB—eliz<Qllo—8l*
d’oti 'on tire de .
[0—0f5k0 oub==0,
1 <0,

Mais ce résultat est contraire 4 1'hypothése, donc

() =0(p).

6. Nous allons démontrer par une autre méthode, la convergence de la suite fonctionelle
{0,(9)}, obtenue par la résolution successive de 1’équation intégrale (3.3) en mettant en évidence
I'erreur commise aprés le » iéme pas.

Considérons la relation

2w

6.1) - [ xentiwa=p (.. w)

0

comme une transformation entre 0,_; et 0,.

Ecrivons I'équation (6.1) pour #-1 et retranchons-la de (6.1) :

f K(t, ) 107 (0— 0y 1 dt = P00 (@) — P (Do),
0
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Draprés le théoréme des accroissements {inis, nous pouvons écrire le second membre

sous la forme suivante:

PRy g — p0,—y () = 70—, () — 0,2 (gD,

ol )
_ - P{® =
=p’ (¥} = — et 0, <4 <0,_,;
T=p"(v) Yo e
ce qui donne
2 - ‘
(6.2) f Kt 90) (05 () — 85, (0} dr =+ (B (#) — B () .
g

En tenant compte de l'inégalité ()7 << @2, on tire de (6.2)

Ii 9ll'_e"“'l “ < Q2 “ 9”4.1 —Gn—'z ” '

ou en utilisant ["abréviation

Q(Gm 9;;—1) = ﬂ 3,,-—-9,,_1 ” B

on obtient la relation de contraction

63 0000, ) < Q¢ 0nrsy Guy.

Enfin, on déduit de la relation {6.3)

(64) (0,0, < 0 "2 (0,,0,).

Maintenant démontrons que la suite {8, est une suite fondamentale dans ['espace métrique g,

¢’est-#-dire pour #, m tendant & U'infini

o0,

De l'inégalité entre les cbtés d'un triangle on trouve en supposant m > n

(6.5) Q(em, en) =g (em: em—l) +e (em—u em—a) + )

0, —» 0.

80— O} + ... + (8,41, 9,,)

Fn appliquant [a relation (6.4) & chaque terme de I'inégalité (6.5), on obtient
o8m, 0 < (@™ + Q™ + O™ 4 L+ QM e(0,, 8,)

=i+ 0+ + ... + Q"' e(ﬂ., Bu)'

ou

(0, 0p) << Q"

1___-men
1—g °

90,9,
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On en dédujt que le second membre tend vers zéro pour m,n — oo, cest-d-dire

lim e85, 8,) = 0.
N0
"o

Ainsi [e critere de Cavcuy sera verifié.

Démontrons l'unicité de la suite {0,). Supposons qui'f existe deux limites différentes 0, 0

07, 8 sont des points invariants de la transformation A4, c'est-d-dire

A =19,
A0y =0
De (6.3) on trouve
08y, &) = oAby, Ady) < Ce(®y, ).
8, 0y étant différc.nts, on obtient '
1<0,
ce qui est contraire & notre hypothése @ < 1. Par suite g0, B“) =0, donc 61 = 0y

Diésignons donc lim 0, par 0 et pour estimer l'erreur commise par la méthode d‘itéra-
m-—rco ' .

tion, faisons tendre m vers I’infini dans I’expression

1 _ m-_ R
Q(Brm en) < Q" 'TQQ_T_ Q(elv eo);
nous obtenons :

(66) o0, 0 < -

0 e, 08,).

Alnsi, on voit que 'erreur commise apres # pas dans la formule d’itération (3.3), est moin-
dre que O"/(1— ) (0, 0,). On observe gu'autant O est petit, autant ona besoin d'un plus
petit nombre de pas dans ['itération, ¢’est-a-dire que la suite converge rapidement.

7. Prenons, pour le domaine By, une ellipse, dont les longueurs des demi-axes sont a et
b et dont Ie centre se trouve & l'origine. Soit

ab
'\/b* + ¢* sin® [}

I'équation de cette ellipse en coordonnées polaires; si nous posons

¢t 1 —bF
a=lgw = =M

cette équation prend la forme
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1

(7.1) P=c———
Vi + Asin? B

En dérivant logarithmiguement (7.1) on trouve

P’ it sin2 0
2 A B (= EF TN

Dérivons cette expression encere une fois pour chercher les valeurs extrémales :

(g_ " 1— {2 + 2% sin® @
P) N (1 + i%sin 0)°

Les racines de la dérivée sont

sin@ = F ————
* V2 1+ &

B
d’otlt nous trouvons

8, = arcsin L0, =n—8,0, =x408,9, =27—0.

24+ A0
Ainsi de (7.2) fournit
P ‘ LI ey
=| Max -— | = - ze s

@ l P 2Vl + 10 25

(1.3)
Qn _ im - (i — bz)n
0 r i T Cyi T Tty 2G4
it o
La condition (1.3) prend la forme —_—— < |, d’ol
241 + 8

a4 D i< 2(V24 ) ou WZ1<b< L

Ecrivons maintenent 1'équation intégrale (5.4) sous la forme

sin ‘7’;“ IB;,(t)d.f, p=12,..,

pL
1
Pa—1 0(@)) = — ~ log?2
(7.5 * (;[

() =¢g.

Adinsi 4 1'aide de (7.1) les expressions que nous avons données pour les abréviations au § 3

prennent la forme
1 .
ply) = — 5 logll + 27 sin® ) — log C,,

ou en posant
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S(@) =log (1 + A%sin® ¢)
on a

) Plg) = — 5 f(g) —log C,

Maintenant développons la fonction f(¢) en série de Fourier dans lintervalle (0,2) :

o

a .
a.n Sy = —:-20— + Z ay cosryp + by sinve

v=1

| 2n 2t [ 2 n
. 1 , .

ay = ff(qr)‘a’cp, ay = Tf f(g) cosrg dg, by = - ff(tp) sinvep dp .
0 ) 0 i

Pour calculer ces intégrales, formons 1'expression

o
Iy = n(ay A iby) = f Fg) e dop,
’ 0

En intégrant par partics

vy i 1 anf )
- o T I < 1 ) s
Iy = ! S0p) Ty 7y f d_lp eV dg
ou en tenant comfe de
| df(g) _ 2A%ing cosp
dy 1+ A%sin%p
on trouve
2 2x
2 . sing cosg
. - = cL AL (e —" i I
(7 8) Iv iy f ¢ T FE) sm”rp d

Calculons l'intégrale (7.8) par la méthode des résidus. Posons

ei? = 2z,
ona
dpm g L E
¥ =g SNP = Ty CoSP = T
L’intégrale (7.8) prend la forme
V—1 (g
Iy = 2i 222 (z 1) 5 dz.
' (1) (=+5 1)

Posons
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VIR (O
o Y-
les pdles sont tous simples et ont les expressions suivantes :
- L+l 42 1+6
v A T ¥Yi1—p
I S A Iy S I=F 1
2= z AN
et Ik 2R RV A et I 5
s = 2 NI TR
I St 4 SR SRR A = O
W= F} i—b

En raison de « > 1, les pdles z, et z, seuls sont situés dans le cercle| z| = 1.

Lintégrale cherhée sera alors de la forme

: N—Ifd
Iv:-z—l z (Z 1) dZ’.
- EnET
3 o
|z|=1
Posons .
Nzt —1
#) = b
-2 a2 —_— A —_—
= (o) (4 )
o= 1 1 -zt —1)
= — ~ 1. s
2 ( zﬁi z+__l__) z?—2
@ o
ct

Y z4 - 1) ,

¢ — a?

G(2)= J;f. .

£(z) prend la forme

1
g(z):cr(z)( L )

La somine des résidus est

i
i
1
|
1
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~6()——-6(H) = o5 )u+ =
i v .
— 5 () e
et Vexpression de [y devient’
4 ¥
R = G A
D'aprés ce résultat, nous trouvons

Iy =X+, =0 pour »r=2k-+1,

b

n /1 N\ 29 /1 —b\E
IVMI};‘_*EE(T) -2—--——;(—(14_[’) pOLll'".-—Zk.
Le dévelopment (7.7) prend ainsi la formz.
o
a
(1.9) _ @ =3+ Y aycoslkg,
. k=l
ou
1 I 2 /1—bk
G = T kT T AT 18
et en posant o — 1—5
P "T Tt
: k
Ayl = — a“- wk .

Das expression que nous avons utilisées pour abréger les notations dans § 3, on tire

in 2
a,

1 1
tog €= 5 [ logrydy —— - [ s@rdp=— 2.
0 . 0.

Par conséquent, on obtient de (7.9)

(7.10) Dlp) = Z % cos 2k ¢

Considérons maintenant le second mzmbre de l'équation (7.5); on a
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Lop—t | cos s (p—1)
log 2 | sin 3 l = — 2 e
== ’
Pour la fonction inconnue 8, (r), posons :
o
(7.11} 8, (/) = 2 (%y cOS 1 + Bysinve).
v=0

En dérivant les deux m:mbres de (7.11), on a

[=-]
() = Z(~ #ie ShIPYF -} v 3y cosyt) .

v==

Ainsi L’équation (7.5) prend alors Ia forme

2z oo oo . )

1 cos mlg — 1} o 2 '

plp) = = f Z — Zl (— vzy siny! + %y cosrt) dt
0 m=1 v= :

ou en tenant compte de la convergence uniforme, on trouve

" 2n 00 | )
7. —_— A ERNEIT . .
712 2 {(¢) - f [ ( - COS fiigp COS i 1 — sin mg sin m!)
0 m=1
oo . !
E (— vuy siner + 23, cosrr}} dr.
v=I ) !

Prautre part, en remplagant les expressions suivantes :

2n
0, mehy
f cos mf cos ¢t dt :{ o
w,m =y
o
2r
f cos mrsinyl dt =0,
0
2
L, O.mfay
f sin mt sinyt dt = { *
w,m=y
0

par leurs valeurs et en considérant 'expression p(¢) de (7.10), I'équation (7.12) prend Ia forme
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(3]
cos 2kp = Z (B COS 111p — &, Si0 )

PH"‘l

Ma

T‘

b
I

D’oft {'on trouve

wk . ;
ﬁm=ﬂ2k:?’“m=¢2k:0 sim =2k, i

m=Pokt,1 =0, &y =0, =0 sim=2% 41

L’expression (7.11) prend donc la forme ci-dessous pour n = 1:

o0

; k
(7.13) 0y(p) = Z fk— sin 2k .
k=1

8. Calculons maintenant, 1'erreur commise, En posant # = 1 dans la formule (6.6), on
voit que l'erreur commise est plus petite que

__ @
EI_I_Q Q(UU BG)'

Ona

2 7
g'®, 0,) = j (91 - 0,,)2 dq)
0

et en posant la valuer de 0, dans la formule (7.13) et prenant 0, — ¢, on trouve

10, Y [ (3 % e )
( o El) = Z T sin 2kg —g ) de.
0 k=1

D’autre part, dans le développement

[ee]
1 .
F@) = - @+ E (a cosyt -+ by sinet),
v=1

en raison de

T = ~a +E @y + by?)

v=}%

1
JT

cg"'"na

bl

oty =2k, ay =0, by = % , on obtient
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21: o [#+]
1—Q z j’ ]: ( wk | )? wk
—=.E) = ZH—SLH.ZIC —2 Z——sm?.ka 2 ]d
( 0 1) fa P id X 7+ ¥
4] k=1 k=1
<D
[ ok l 2 2% ! Bzx]
=| n —_ = cos 2k sin —_—
ka o+ -0 k vl +3|W%
ou
H &> EAY 13
(‘*_Q ,El)=,, @) o 1B
2] k 3
k=1 k=1
En raison de @ < 1 et har suite ® <7 1, on trouve
o0 (=] o0
1—Q ? 1 1 8 1 8
((52m)< E DI TR e R
=1 k=l k=l
— b2 .
ou en posant 0 = ANCT e et en utilisant
oo
2 1 =
k2 6
k=1
on voit que 1'errer commise st plus petite que
' 2mw 9
ES == F3 d
BTra—1
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MATEMATIK ENsTiTUSU
IsTANBUL, TURKIYE

OZET

Bu galiymada, z diizlemindeki herhangi bir B, dairesinin, w diizlemindeki daireye yalin B,,
basit bagumli bdlgesi Gzerine, By, nin Cy gevresinin R = P(n) (0 = ¢ < Zn) kutupsal denk-

lemi yardimiyla konform tasvirini veren w = F{z) fonksiyonu yaklagk olarak belirlenir,




