
SUR L A REPRÉSENTATION CONFORME D U CERCLE 
SUR U N DOMAINE SEMI - CIRCULAIRE SIMPLEMENT CONNEXE 

TALÂT TUNCER 

Dans le présent travail, on détermine approximativement la fonction w=>F(z) qui donne 
la représentation conforme d'un cercle quelconque B r du plan z sur un domaine sim­
plement connexe Bw presque circulaire du pian w, à l'aida de la fonction P(o) de l'équa­

tion polaire fi=P (Q) (0<0 <n) du contour C¡p du domaine J?n>. 

Introduction. En physique théorique, i l s'agit parfois'de déterminer la fonction qui rep­
résente deux domaines simplement connexes l 'un sur l'autre. Le théorème de RIEMANN assure 
l'existence et sous certaines conditions l'unicité d'une telle fonction. 

Soient Bt et BM les domaines simplement connexes respectifs du plan z^tt du plan w. 
Dans le cas où Bw est un cercle, la fonction de représentation w = f(z) possède quelques prop­
riétés intéressantes qui fournissent des méthodes d'application pratique. 

Par contre, si le domaine Bx est un cercle et Bw un domaine simplement connexe quel­
conque, ces propriétés extrémales disparaissent. On n'a pas encore proposé une méthode de 
calcul pour ce cas. 

Dans le travail suivant, nous donnerons une méthode «pour la représentation conforme 
du cercle-unité sur un domaine semi-circulaire simplement connexe». On peut supposer le domai­
ne B semi-circulaire sans restreindre la généralité du problème, car i l est possible de. représen­
ter un domaine simplement connexe quelconque sur un domaine semi-circulaire à l'aide des fonc­
tions élémentaires. 

1. Désignons par Bw le domaine semi-circulaire dans le plan w. Soit la courbe C,„ dont 
la tangente est continue par intervalles et soit 

(1.1) R = P(Q), 0 ^ 9 < 2 i r 

son équation en coordonnées polaires, P(0) étant une fonction donnée univalente et périodique. 

Supposons que la fonction P(0) soit bornée par les conditions 

(1.2) 0 < B1 ^ P(6) ^ JÍ, < oo 

et iv = 0 soit un point intérieur de Bw . 

| P' (9)//'(0) | étant la tangente de l'angle du rayon vecteur qui joint l'origine au point 
w = R ei0 avec la normale extérieure en ce point, la condition de semi-circularité sera 
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Ceci fournit un angle plus petit que .-r/4. Le nombre Q caractérise la semi-circulanié 
de C». 

Nous pouvons considérer le cercle Be comme le cercle-unité \ z \ < 1 ; sinon nous 
pouvons le réaliser par une transformation de similitude. 

La fonction if = F(z) qui représente le cercle | z \ < 1 sur le domaine Bw, sera entière­
ment définie sous les conditions F(0) — 0, F' (0) > 0. 

Nous donnerons une méthode qui déterminera approximativement la fonction F(z) à 
l'aide de la fonction P(8). Pour cela, si l 'on détermine la correspondance entre le contour du 
cercle | z \ < 1 et le contour Cw du domaine Bw> c'est-à-dire la fonction 

(1.4) 0 = 0(70 (2 - e™), 

les valeurs prises par log*—^-, dans le cercle ( z \ < 1 seront entièrement déterminées, car on 

connaît la valeur de la fonction analytique log '^-^- sur le contour. 

2. Si la fonction w =f (z), /(0) = 0, f (0) > 0, représente conformément le cercle-unité 
] z \ < 1 sur un domaine convexe, la fonction 

(2.1) F(z) = zf(z) 

représente le même cercle sur un domaine étoile par rapport au point w~0 (Théorème de STUDY). 

En désignant par a(#), l'angle que fait la tangente de la courbe convexe, image du 
cercle \ z\ = 1, avec l'axe réelle, et en posant 

arg w — 0, arg z — & 

nous obtenons de (2.1) 

(2.2) 6(0) = * ( * ) - - J -

d'oii 

(2.3) dQ(t>) = dx(9). 

Soit Fn le polygone dé n côtés inscrit dans le domaine convexe. Si l'on désigne par 

fiw n ' (y = 1, 2, 3, n) 

les angles extérieures du polygone, on a 

II 

(2.4) 0 < / t v < l , ^ P v = 2 . 
v = l 
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La fonction w = fn(z) désignant la fonction qui représente le cercle-unité | z | < 1 sur le 
polygone Pn , la formule de SCHWARZ-CHRISTOFFEL donne 

Z II 

(2.5) / „ ( z ) = C„y J] ( l - c - ' f t » / ) - ^ r f / . 
0 v=l 

Les points z = e'Ov correspondent aux sommets du polygone P„. 

(2.5) fournit 

n 

(2.6) log/Uz) = log C — 2 » /*vlog( l —e- 'f tvz). 
v=l 

En considérant cette dernière intégrale comme une intégrale de STIELTJES, on obtient à 
la limite 

(2.7) ] 0 g / ' ( z ) = !ogC— ~ (j> log( l — e-iVz)dx.(&). 

Exprimons ce résultat comme une lemme . 

Lemmc. Si la fonction F(z) où F(0) ~ 0, F' (0)>0, représente le cercle-unité] z\<\ sur un 
domaine B™ étoile par rapport au point w = 0, on a 

(2.8) log ^ = — — (f> Jog( l— e-itz)dfS({>), 
C z n J 

où C = F' (0) et 0 (£*) est la fonction qui établit la correspondance. 

L'existence de la fonction 0(i?) est assurée par le théorème de R I E M A N N . En outre cette 
fonction vérifie les relations suivantes : 

(2.9) 

2K 

f ( D W _ 0 * - / l o g i f » r f , = 0. 

2« 2« 

y ( 0 ( , ) - o ' ¿ ' = / [ î o g ^ - j r f / . 

dt . > 0, 

3. Utilisons les abréviations ci-dessous: 

P m = l o g P ( 0 ) — log C, 
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2rc 

l o g C n = ^ y (log P(Ut))dt: 

/>«(/) = log i> (0„ (/)) —log C„, 

1 
log 2 sm •v — y 

En égalant les parties réelles pour z = e'*P on tire de (2.Í 

2K 

(3.0 I JS:(r,?)e'(i)rf/=.p(0(9O), 
o 

où la fonction possède la singularité logarithmique pour t = cp. On peut cependant démontrer 
facilement l'existence de l'intégrale (3.1). En la dérivant par rapport au paramètre ç», puis en 
l'intégrant par partie nous obtenons 

2K 

(3.2) f K(i, 9») 0" (0 rfi = — q (0 ( V ) ) 0' (g-.). 

Pour déterminer la correspondance entre les contours, c'est-à-dire pour calculer la fonc­
tion 0 (<p\ nous proposons la formule d'itération ci-dessous : 

(3.3) 

2K 

j K(tlV)Ui)dt = ^ , . - 1 OïO, n = 1,2, ... 

V 0U (?) = V* 

Si l'on connaît la fonction 0,,-j. (<j0> la relation (3.3) sera alors une équation intégrale de 
première espèce pour la fonction 0J, (y). 

Notons que le noyau de l'équation intégrale (3.3) est symétrique et que ses valeurs prop­
res sont connues. 

Nous pouvons résoudre l'équation intégrale (3.3) en partant de 0O = <p et nous obtenons 
ainsi la suite fonctioneile 

(3.4) {ôn (<?)}, « - 0 , 1 , 2 , . . . . 

Si l'on démontre la convergence uniforme de cette suite fonctioneile, i l sera établi que la 
fonction limite vérifie l'équation intégrale non-linéaire (3.1).—Dans la suite nous la désigne­
rons par 0 (q>) la solution de l'équation non linéaire (3.1).—De plus, i l faut démontrer l'uni­
cité de la solution. 
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4. Pour démontrer l'unicité, tirons de (3.2) et de (3.3) : 

(4.1) f K(t, y ) 6Î (0 dt = - ga^ (y) 6; ,^ (y), 
o 

Si nous employons pour norme 

Il f Il ' = / f2 (0 
0 

on a 

H e i i l » - 2 . 1 - i l ^ e ' ^ j p . 

Nous obtenons de (1.3) : 

(4.2) I I 8 ; 1 | | î < 2 . I + Q , I IO; 1_ 1 I I Î 

puis : 
w 

(4.3) P i l l ^ Z * £ Q L K < ÎZTQ*-
A—o 

On a ainsi démontré la convergence uniforme de la suite { | i 0« H }, ce qui est la condition 
suffisante pour l'existence de la solution, 

5. Pour démontrer la convergence de la suite (3.4) i l faut d'abord prouver la proposilion 
suivante : 

A un nombre positif e, quelconque, on peut faire correspondre un nombre entier nfa), 
tel que pour tout n > «j («) on ait 

(5.i) P B + * — e „ l i < e > * = i , 2 , . . . 

En faisant usage de (1.3) on trouve de (3.3) : 

¡1 e„+ V - B„ n * < n P N - P N - T \\*<Q* ¡1 e„ - e „ w \\ \ 

L'obtention de (5.1) à partir de cette dernière égalité est immédiate. Démontrons 
maintenant la continuité uniforme de la suite (3.4). Pour cela on déduit de l'inégalité 
de SCHWARZ la relation 

9> <P 

( e n ( < ï 0 - ° f f ( n ) ) s = ( / KiOdtJ < f W{f)àt<(<e~<pa)\Wn\\*-

|| 8,', || étant uniformément bornée, nous en déduisons la convergence uniforme de la 

suite {8„ i m ­

posons 

(5.3) lim 9„ (?) = 
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Pour démontrer que cette fonction limite vérifie l'équation intégrale non-linéaire (3.1), 
transformons la relation (3,3) en 

2* 

(5.4) ~ j c o t g - ^ - ^ e „ ( / ) i / / = — 2 log 2 + (6(7-)), 0 < v < In, 

La suite fonctionelle étant uniformément convergente, nous pouvons passer à la limite 
sous le signe d'intégrale; nous obtenons ainsi 

(5.5) 
¿71 

y cotg ^ = ^ - e ( / ) r f / = —21og2 
+ P$ (</')), (0 < cp < 2 *), 

qui est une forme différente de l'égalité (3.1) 

Nous connaissons l'existence et l'unicité de cette solution d'après le théorème de RIEMANN. 

Supposons maintenant qu'il existe une solution 8(<ï0 différente de la fonction limite 
e (</0 du (5.3). 

Pour prouver l'unicité de la solution, nous devons démontrer que la fonction limite (5.3) 
est identique à 9 (ç>). Dans ce but on déduit de (3.1). 

d'où l'on tire de 

¡I o _ e y i= o ou e *ja e, 

1 <<2 î . 

Mais ce résultat est contraire à l'hypothèse, donc 

6. Nous allons démontrer par une autre méthode, la convergence de la suite fonctionelle 
{9/iOiO}» obtenue par la résolution successive de l'équation intégrale (3.3) en mettant en évidence 
l'erreur commise après le n ième pas. 

Considérons la relation 

2TC 

(6.1) f m^KiOdt^p^-Av)) 

comme une transformation entre 0 n - ! et 0„. 

Écrivons l'équation (6.1) pour n-l et retranchons-la de (6.1) : 

2K 

J K(t, V) [% ( 0 - 0^,(0] dt =• i>(0„_ t (&) - p (On-2te))4 
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D'après le théorème des accroissements finis, nous pouvons écrire le second membre 
sous la forme suivante: 

P$„-I (?')) —/*efl_a (9»)) = i (e„_, (<r) — G„_a (<,/)), 
où 

T = P ' ( ï ) > = ^ 4 ? et e „ _ 1 < ô < e n _ î ; 

ce qui donne 

2« 

(6.2) y 9») (8U0 — ' ( f l » - ! ^ ) — 0 « - i ( v ) ) . 
0 

En tenant compte de l'inégalité (f)* < g 1 , on tire de (6.2) 

H e, I -e n - I | | '<<2 , i ie ( , - 1 -o ( 1 _ s ! r 
ou en utilisant l'abréviation 

e(e„, e„_,) = |l 0„ — M, 
on obtient la relation de contraction 

(6.3) e ( e n , 9 n - , ) < e e ( û „ - „ U . 

Enfin, on déduit de la relation (6.3) 

(6.4) ii(9n.0,1-1)<Q',-,e(91,eo). 
Maintenant démontrons que la suite (B„j est une suite fondamentale dans l'espace métrique Q, 
c'est-à-dire pour //, m tendant à l'infini 

e(0m> 9») o. 

De l'inégalité entre les côtés d'un triangle on trouve en supposant m > n 

(6.5) t»(8m, e„) ^ f> (8 m , 6„,_ 1 ) -h e (Qm-L, 0 m + 

e ( 8 m - 2 , 8 „ , - B ) + ... + e ( 8 „ + l , 8„). 

En appliquant la relation (6.4) à chaque terme de l'inégalité (6.5), on obtient 

Q0m, 9«) < ( G " ' - 1 + QM~* + QM^ + ... + QN) e ie„ 8U) . 

= fiB(i + G + fi* + - + Q">->~") e(e„ 8U) 

e(Q«. eB) < Q"1 , j g " e(0„ e,)-
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On en déduit que le second membre tend vers zéro pour m,n -»- co, c'est-à-dire 

lim (K9m, 0„) = 0 . 
il)-*") 

Ainsi le critère de CAUCHY sera vérifié. 

Démontrons l'unicité de la suite {0„}. Supposons qui'! existe deux limites différentes 0 i t-

Oj, 8|j sont des points invariants de la transformation A , c'est-à-dire 

A Pj = 0!, 

A e ( l = 0 H . 

De (6.3) on trouve 

Ô u) = Q(AQV ABN) < QQ{\, 0 U ) . 

0V étant différents, on obtient 

1 < Q, 

ce qui est contraire à notre hypothèse Q < ] . Par suite #(0^, 0j,) = 0, donc 0 r = 0 H . 

Désignons donc l im 0„, par 0 et pour estimer l'erreur commise par la méthode d'itéra¬

tion, faisons tendre m vers l ' infini dans l'expression 

e (9 m , e „ ) < Q" 1 Y-Q~N E(0" E°); 

nous obtenons : 

(6.6) e ( M „ X ï ^ g ^ x > e u ) . 

Ainsi, on voit que l'erreur commise après n pas dans la formule d'itération (3.3), est moin­
dre que Q"i{\ — Q) e(9„ 0O). On observe qu'autant Q est petit, autant on a besoin d'un plus 
petit nombre de pas dans l'itération, c'est-à-dire que la suite converge rapidement. 

7. Prenons, pour le domaine Bw, une ellipse, dont les longueurs des demi-axes sont a et 
b et dont le centre se trouve à l'origine. Soit 

V è 1 + c* sin* 0 

l'équation de cette ellipse en coordonnées polaires; si nous posons 

c » 1 — b* „ 

cette équation prend la forme 
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1 
\Ji + X'sin'Q 

En dérivant logarithiniquement (7.1) on trouve 

P' X"1 sin 2 0 
(7.2) P 2 (1 + Xî sin- 0) 

Dérivons cette expression encore une fois pour chercher les valeurs extrémales ; 

P J (1 + Xs sin 0)' 

Les racines de la dérivée sont 

sin 0 =- +• 1 

S¡2 + V 

d'où nous trouvons 

1 
= arc sin 

Ainsi de (7.2) fournit 

, 0 2 — 6 1 ( 0, = « H- flA = 2 T E — 0 ( . 

(7.3) 

P' I . A * 1 ~ ¿ 3 

Max --

Qn Xs" _ f i — ¿>T 
1 - Q 2 " - ~ V ( T + X T z : T ( 2 v / f T T ' - ^ ) 2"-'/>"-'(6* + 2 i > - l ) • 

La condition (1.3) prend la forme , -— -— < 1, d'où 
2\¿l + X2 

(7.4) 0 < X2 < 2 ( v r 2 + 1) ou V ^ - K K l . 

Ecrivons maintenent l'équation intégrale (5.4) sous la forme 

P n - L (0(y)) - — — / log 2 I sin - 2 ^ - 1 0;,(í) rf/, » = 1,2,... 

(7.5) j " o ; 1 2 ' 
0o(q?) = ç> . 

Ainsi à l'aide de (7.1) les expressions que nous avons données pour les abréviations 
prennent la forme 

P(f) = — \ log 0 + * ' sin* y) — log C 0 , 

ou en posant 
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A<p) = log (1 + * 2 sin 2 ç») 

on a 

(7.6) pfy) = — ~ /(y) — log C 0 . 

Maintenant développons la fonction /(<p) en série de FOURIER dans l'intervalle (0,2») 

(7.7) /(<;/) = ~ - + ^ cosj'7> + è v sinvip 
v = l 

OÙ 

2K 2K 2K 

au = — / f($')'d<p, av = / f(rp) cosyç; d<p, bv = — / f(<p) s'mvip dq>. 

0 0 0 

Pour calculer ces intégrales, formons l'expression 

/ v = "<av \- îbs) = y f(q>) e!v<P dy. 
o 

En intégrant par parties 

2K 2K 

~ f ^ e ^ d v 
iv J d<p 

o o 
ou en tenant comte de 

df(qt) 2A2sinç> cosç> 
i/o? 1 + A2 sinV 

on trouve 

(7-8) / v = - A £ J ^ W - rfv . 
0 

Calculons l'intégrale (7.8) par la méthode des résidus. Posons 

= z, 

on a 
dz . z 3 — 1 + 1 

' ^ 7 7 ' s m 9 , = " 2 7 r ' 

L'intégrale (7.8) prend la forme 

2/ 

1*M 

Posons 



DÉTERMINATION DES COURBES DE DIRECTION 

les pôles sont tous simples et ont les expressions suivantes : 

z, = 

1 ^ T ^ b = % ' 

X ~ Y 1 + /> 

X V 1 -h ô * ' 

1 — 6 

En raison de « > 1, les pôles z2 et z 3 seuls sont situés dans le cercle | z\ = 1. 

L'intégrale cherhée sera alors de la forme 

, 2i i z*~'(z4~ 1) 

Posons 

1/1=1 

« / 1 1 \ z v - '(z 4 — J ) 

et 

g(z) prend la forme 

2 1 1 , 1 
z — — z H  

a « 

2 z 2 — « 2 

1 1 

z z H  
a a 

La somme des résidus est 
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2 » - res | + res ~ 0(JL)_ C(_-L) 

G ( ^ ) - ( ~ , ) v " G ( ^ ) - G ( v ) ' 1 + < - | > , J 

i ( v ) 
e( l'expression de 7V devient 

V [1 + (— 1)*J 

D'après ce résultat, nous trouvons 

/v = hk + i = 0 P o u r v = 2 & + J> 

— } . 2 = . _ v f _ _ j p o u r , « 2 * . 

Le development (7.7) prend ainsi la forms. 

CO 

(7.9) f(q>) = -Ç- + X *** C O S 2 A ? i ' 

OÙ 

1 T 2 ( X ~ b \ k 

o i k - — /si T V 7 T & 7 

et en posant «J = 
1 + b 

k 

Dzs expression que nous avons utilisées pour abréger les notations dans § 3, on tire 

2rt 2rc 

l o g Q = — y l 0 g J P ( 9 ? ) i / 7 J = - i ? y / ( ç , ) ^ ^ - - ^ 

0 0 

Par conséquent, on obtient de (7.9) 

00 

(7.10) p(sp)= J] " f - cos 2 t v . 

Considérons maintenant le second membre de l'équation (7.5); on a 
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log 2 sm — - — 
— 2 

cos m (iy — f) 

Pour la fonction inconnue 0„ (/), posons : 

co 

(7.11) e „ ( / ) = J (^vcosr/ +f}ysmy't). 
0 

En dérivant les deux membres de (7.II), on a 

oo 

d'„(t) = ^ ( — , , y - Y
 s m ' ' ' "H v^v cosv/) . 

Ainsi L'équation (7.5) prend alors la forme 
2T. CO CO 

p(V) = ±-f 2 <™ ^ ( - « ¥ sinW + cos,/) dt 
0 = I v = l 

ou en tenant compte de la convergence uniforme, on trouve 

2re oo 

(7.12) /• (?) = — y ^ cos /iïtp cos mi + — sin my sin mt^j 
0 m = l 

DO 

J] (— sinrr + ) ' ^ v coS)7) j 
v = l 

D'autre part, en remplaçant les expressions suivantes : 

2* 

/ cos mt cos i'f (// — i l 
0, m s£ v 

2it 

y cos mi sin vt dt = 0, 
o 

2* 

y" sin mi sin vt dt = j '̂ 0, m =£ v 

par leurs valeurs et en considérant l'expression p(<p) de (7.10), l'équation (7.12) prend la forme 
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(0* «-^ 

—j— COS 2krp = 2j (3 m c o s m9 — xm Sin " î f ) . 
A=l »1 = 1 

D'où l'on trouve 

Pm = - « m = «Sfc = 0 SI m = 2 £ , 

0m = hk+ 1 = 0. * m = *SAr+ i = 0 si m = 2k + 1 . 

L'expression (7.11) prend donc la forme ci-dessous pour n ~ 1 : 

A=l 
(7.13) 0I(T) = 2J - ^ s i n 2 / C ^ . 

8. Calculons maintenant, l'erreur commise. En posant /; = 1 dans la formule (6.6), on 
voit que l'erreur commise est plus petite que 

On a 

27! 

e'Oi, U = / ( 0 i - 0 » ) 3 ^ 
0 

et en posant la valuer de ôl dans la formule (7.13) et prenant 0„ = q>, on trouve 

2« 

0 fc=l 

D'autre part, dans le développement 

oo 

2 
v = I 

en raison de 

2n 

~ f PU) dt = - i - + ( V + V ) 
0 v = i 

où y = 2k, av = 0, bv = —;— , on obtient 
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27t 

0 ft=l fc=l 

1 ^ ' ~ 2 L ~k~ -jj— y cos + s m 

*=1 
0 3 

S Ä T 

OO CO 

En raison de « < 1 et par suite O J S < 1, on trouve 

OO DO CO 

Ar==l / t= l 

1 — Ä 3 

ou en posant Q = —=-;— et en utilisant 
¿o 

1 ^ « a 

A* 6 

on voit que l'errer commise est plus petite que 
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O Z E T 

Bu çalışmada, z düzlemindeki herhangi bir Bz dairesinin, w düzlemindeki daireye yakın BiV 

basit bağımlı böîgesi üzerine, Bw nin Cw çevresinin R = P(o) (0 ^ 0 < 2rc) kutupsal denk­

lemi yardımıyla konform tasvirini veren w = F(z) fonksiyonu yaklaşık olarak belirlenir. 


