UBER DIE TUNKTIONSWERTE DER p-ADISCH ELLIPTISCHEN
FUNKTIONEN II

OruaN §. Teen

In der vorliegenden Arbeit, die ¢ine Fortsetzung des gleichnamigen 1. Teiles bildet, werden,
unter eventueller Verallgemeinerung der im I. Teil gegebenen Hilfsmittel, einige weitere
Transzendenzresultate Gber p-adisch clliptische und verwandte Funktionen bewiesen, die
schwache p-adische Analoga zu den (in der Einleitung des I. Teiles erwihnten) Schneiderschen
Transzendenzergebnissen iber komplexe elliptische Funktionen bilden, Dabei werden wir
uns, statt des in IgEn [t] gegebenen Kriteriums fir die Algebraizitit im arithmetischen
Sinne von einer Funktion, eines Spezialfalles von einem in derselben Arcbeit gepgebenen Satz
fitr die algebraische Abhingigkeit im arithmetischen Sinne von mehreren Funktionen bedienen.
Im §§ unten wird die p-adische &Funktion definiert und einige Eigenschaften derselben und
anderer verwandten Funktionen gegeben.
Im § 2 werden einige Lemmata vom § 2 des L Teiles verallgemeinert.
Im §3 werden zunichst di¢ entsprechenden Lemmata vom §3 des I. Teiles verallgemeinert,
und dann einen Satz (Satz 11) iber die Funktionswerte der p-adischen Funktion

) =rz+pt@) (. Konstante, p == 0)
hergeleitet.
Endlich wird im § 4 zunichst einen zusammenfassenden Sate (Satz IV) bewiesen, und daraus
eine Anzahl von FErgebnissen hergeleitet, die schwache p-adische Analoga zu den oben
erwahnten Schneiderschen Satzen bilden.

Fiir weitere Einzelheiten sei auf den Wortlaut dieser Sitze im Text verwiesen. Siehe auch die
Einleitung zum I. Teil dieser Arbeit,

§ 1. Analytische Vorbereitung

Da wir die p-adisch elliptische Funktion @(n;g,.g) = () im §1 vom ersten Teil
dieser Arbeit schon definiert hatten, wollen wir hier das p-adische Analogon der komplexen
£-Funktion, die wir hier mit demselben Symbol bezeichnen, definieren, und zwar als die
analytische Lisung von

di

0 L ——p ),

wobei die Integrationskonstante gleich 0 gesetzt wird. Es ist hiernach

@“ .
— ! Oa o1
@ C = Z S

n=0

wobei 8, dieselbe Bedeutung hat wie in (33) von § 1. Teil I. Auch {(x) konvergiert also mindes-
tens fiir 0 < Ju],<Cr,, und erst recht fix 0<<|u|,<<vry. (ry,7, hier haben dicsclbe
Bedeutung wie bei (32) und (62) vom § 1, Teil I).

39
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Bilden wir nun die Funktion
()] gy =tu+p@

wobei 4, ¢ zwei Konstante aus dem p-adischen Gebiet bedeuten, mit =20, (Dieses g hat
mit g aus (3) vom §1, Teil I nichts zu tun. Das dortige ¢ wird im folgenden nicht verwendet.)
¢ () ist danach von vier Parametern g,,g,,4,p abhingig, so dass wir priziser
qg@)=qu;g:,8,,%, 1) schreiben kénnen, und ist mindestens fiir 0. < | ]p < 1, , also erst
recht filr 0<Z | |‘D < ry konvergent. Es ist speziell

2380085, 0, D) = £ ().

Wir wollen unten einige Eigenschaften. der Funktionen £ (), q(x) zusammenstellen,
die wir im folgenden gebrauchen werden.

Eigenschaft 1. Fir ein genigend klein gewihltes vy = r, (g, 8, 4 1 8) mit 0 < r == ry ist
@ - . . ¢ () F= 0 fir alle umit 0 << {'M']P <1,

Beweis. Es ist fiir 0< |u !p < Fy

©) ' 7 = ( L4 (u))
mit @ ) = ;;— 0t — E Tra—'}‘j u 2n+2:

Da ¢ (0) =0 ist, folgt aus der Stetigkeit von ¢ (4) an der Stelle ¢ = 0, dass mit einem passen-
den r, , wobei 0<C r, =, , folgendes gilt

© ' lg @]p<< 1 fiie {u]p<r,.

Daraus folgt |q(u)}p =l%

p fUr0<<|u|,<<ry, da fir diese u-Werte|1 + @ ()|, =1

wegen (6), sein wird, Weil p =520, ist also |¢g (&) |p5=0 fur 0<|ulp<<r,, woraus (4) folat.

Eigenschaft 2. Est Kisst sich das Addifionstheorem von q(tt) im komplexen Fall auf das
p-adische Gebiet iibertragen, das wiy in folgender From schreiben ;

M [0 — £ gl -+ vy — o() — g()] — % (') — Pl =0

Sfiir w0, vaQ, w4+ vgR0,

(Fiir das Additionstheorem von g(«) im Komp]cxen vgl. z. B. SieqeL . Transcendental Num~
bers, Princeton 1949, 8. 88). :

Beweis. Das Additionstheorem (7) im p-adischen wird durch eine #hnliche Uberlegung
wie beim Beweise des Additionstheorems der p-adischen g-Funktion (Eigenschaft 4 vom §l,
Teil T) aus. dem Additionstheorem im komplexen hergeleitet, wobei zu beachten ist, dass jetzt
die Koeffizienten von Potenzprodukien wivk Polynome mit rationalen Zahlenkoeffizienten
in g,, g, 4, p statt nur in g, , g, sind (Das hiesige j¢ hat mit dem dortigen Index g natiirlich
nichts zu tun).
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Eigenschaft 3. Es gelten fiir 0<]u| Py folgende Beziehungen water den Funkiions-
werten von q fiir die Vielfachen eines Argumentes -
' . B 6pm)—g,l2
1] g{mu) = 2q{nut) | 3 ') )

falls m =2,

G ) — gaf2 n " Q) — ()
o' (e 2 Emy— folwy -

® glm) = 2g(mn) + q(u) + 4(21- .

Jalls m=2un+1,

wobei m, n natirliche Zallen bedeuten, m >> 1, sonsf beliebig.

Beweis. Im komplexen Fall sind (8) und (9) unmittelbare Folgerungen des Additions-
theorems von g(x). Durch eine dhnliche Uberlegung wie beim Beweise der Figenschaft 5 vom
§1, Teil T schliesst man auf die Glltigkeit vor (8) und (), wobei beachtet wird, dass fur
0 <|u |’J <ty @u)=EQ, ©Qu) — H(a)==0 (wegen Eigenschaften 3 und 1 vom §i,
Teil I) sind. .

Eigenschaft 4. Fir 0 < |u/| p < las Wobel 1y =1y (g,.845,4, 1) efne passende reelle
Zahl mit 0<C r; < vy bedeuter, ist ‘ '

‘ 1

10 ——— = Au A Ayt et g™ e,

( ) (]{H) L 2z

wobei U, (== 1,2,...) passende Elemente des p-adischen Gebiets bedenten nnd die rechte
Seite mindestens fiir |u|, << r; konvergent ist.

Bewcis. Aus (5) folgt fiir 0< fu|, < ry:
i "
g p(l+ g@) ‘
Durch eine dhnliche Uberlegung wie bei (6) oBen kinnen wir ein r; = #; (g5, 85, 4, ) mit
, 1 . . . .

0 << 1y == 1, 5o bestimmen, dass fir Ju|, < v, 90|, < - gilt Hiernach konvergiert die
Reihe

— 1

1+ ¢l

gleichmissig in-w fir |u| p < ¥ Also kdnnen wir (nach dem WeERsTRASS schen Doppelreihen-
satz im p-adischen) dic obige Reihe flir dieselben #-Werte nach den Potenzen von i anordunen,
woraus fur Ju |, << ry

1-— ) + @) —=+ ++ (= D" (@)™ 4+

i

S S I ST T I ST A,
T+ o Ay + A, w4 + A 1t |

folgt, wobei die Koeffizienten rechts mit A, , A)l seres Apy 4. bezeichnet wurden.

Daraus ergibt sich unter Verwendung der am Anfang des Beweisés gegebenen Formel .-

0w A+ A +ooet At 000,

~

‘ . 1
wobei . 4, = o Ans (n=1, 2, ...) gesetzt wurde.
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1 -1
—  — und ) = ————
IO A S S = 2 $822 85 b 1)
wobei g, , g, dieselben Werte in f(u) und fx) haben, besteht aquch im p-adischen keine algeb-

raische Abhéingigkeit im arithmetischen Sinne, falls g, .2, , 1 , u alle algebraisch sind.

Eigenschaft 5, Zwischen f,(u) =

Beweis. Wiren dic p-adischen Funktionen f,(u), f,(#) algebraisch abhingig 1.2.5., so
gibe es nicht simtlich verschwindende rationale Zahlen

i=0,.,7
Y\ p=0,.,m)’
[

¥ e Gl (e = 0
LE=0,0
identisch in # gilt, woraus die weitere Relation

derart, dass

[N
an D e (@E) la)ymk =0
ik=0,0

identisch in # (mit u == 0) folgen wiirde. Die linke Seite von (11} wird aber durch Multip-
likation mit einer gentigend hohen y-Potenz zu einer Taylorreihe, deren Koeffizienten Polynome
in g,, £;, 4, p mit rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Wegen der Voraussetmng iiber
g1 ,8; » 4, i sind also die Koeffizienten der Taylorreihe algebraische Zahlen. Die identische Giiltig-
keit der Relation {11) wiirde das Verschwinden aller dieser Koeffizienten nach sich ziehen. Wenn
wir nun zum komplexen Gebiet iibergehen, also fiir # komplexe Werte statt p-adischer einsetzen,
werden diese Koeffizienten wegen ihrer Algebraizitdt beibehalten. Also ' verschwinden alle
Koeffizienten auch im komplexen Falle, was das identiche Verschwinden der linken Seite von
{11) im komplexen Falle nach sich zieht. Also wiren die komplexen Funktionen @{u ; g,, g,)
und g ; g, , 8 , 4, p) im Falle der Algebraizitit von g, , g, , 4, g algebraisch abhingig i.a.S.

Es sind aber ©(u; g,,84), qu; 8., 80,4, 1) (=50} im komplexen Gebiet sogar
algebraisch unabhingig schlechthin. (Vgl. Tm. ScaANepErR. Einfilhrung in @ie Transzendenten
Zahlen., BERLIN-GOTTINGEN-HEIDELLERG (1957), S. 59 unten).

Dieser Widerspruch 1st sich nur, wenn wir die Annahme der algebraischen Abhédngig-
keit i.a.8. von f, (u)}, f; (u) fallen lassen.

Eigenschaft- 6. Es selen g,, &y, £, &, alle algebraisch mit g, — 27 g,° == 0,
gt — 27, =5k 0. Falls P = u gy, 85, P =0 ;8.7 g5%) im komplexen Gebiet
algebraisch unabhdngip i.a.8. sind, sind dieselben auch im p-adischen Gebiet algebraisch unabhéngiz
ia.S. '

Beweis. Genau wie beim Beweise der vorigen Eigenschaft schliesst man aus dem Be-

stehen im p-adischen einer Relation

I

Y. cur (D (Ha)k =0

#,B==0,0

mit rationalen, nicht sdmtlich verschwindenden ¢y auf das Bestehen einer Relation mit den-
selben c; im komplexen Gebiet. Wenn es also diese letzte Relation nicht geben kann, kann es
auch die erste nicht.

Folgereng, Es sei [ eine algebraische Zahl von mindestens 3. Grad, g, , gy algebraisch.
Dann  sind die p-adischen Funktionen fu;g,,8:) und (B u; g, , &) algebraisch unabhingiy
iaS.
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Bewels. Es ist @(Bu) = B2 @{u ; Bt g,, 8% &) (Vel. (3) — (5) vom §1 Teil I). Wenn wir
Prluset e =08 e .80 8 =8 8. 80 =B g
nelunen, werden f0(x) = fHu g, &) und ) = 0% w;g 8" im komplexen
Gebiet voneinander algebraisch unabhiéngig schlechthin, da es hier keine komplexe Muitiplika-
tion vorliegen kann. Also nach der vorigen Bigenschaft sind ((u), ™) im p-adischen
Gebiet algebraisch unabhdngig. Gesetzt nun, (v} und g2(fu) wiren algebraisch abhingig
i.a.8. Es wiirde also eine Relation
1m
D ca (U (PUBYe = 0
ik=00
mlt rationalen mcht sdmtlich versechwindenden ¢;p bestehen, Falls wir hier (8¢} durch
B 2p*(u) ersetzen, erhalten wir eine Relation

L

%

1LE=0.0

M) =0

Die hiesigen Koeffizienten sind nicht simtlich verschwindende algebraische Zahlen. Aus dem
Bestehen einer solchen Relation folgt aber das Bestehen einer dhnlichen Relation mit ganzen
rationalen Koeffizienten zwischen () und §0%(«). Dies aber kann, wegen des vorher gesagten,
nicht sein.

Figenschaft 7. Es seien g,,8,, % algebralsch mif g,° — 27g,* 520, a=R0. Danmn sind
Pl ga . £y) und e (= Exp (xu)) quch im p-adischen Gebiet algebraisch unabhingig i.a.S.

Beweis. Da die Koeffizienten in den Entwicklungen um « = 0von {u;g,.g,) und
e laut Voraussetzung alle algebraisch sind, wiirde aus der Annahme der algebraischen
Abhingigkeit i.a.S. von diesen Funktionen im p-adischen Gebiet dieselbe Eigenschaft im
komplexen folgen, was, wegen der Tatsache, dass im komplexen Gebiet (i) doppelt, aber ¢%¢
nur einfach periodisch ist, nicht haltbar ist.

§ 2. Arithmetische Veorbereitung

Es bedeute (Af}” NEES fo‘)) (£ > 1) das n. Glied der nach folgender Vorschrift in eine ein-
fache Folge angeordneten k-tupeln von nicht-negativen ganzen rationalen Zahlen :

Ein k-tupel (A", ., 28} soll vor einer zweiten solchen k-tupcl ( w0 yoeny F1i9)) kommen,

k k
wenn entweder E M) < E A , oder
=1 =k
k—1 k—1
Z M) = E D aber Z A Z Fi83] , oder
i=1 i=l j=:1
k—1 k—2 k—2
E M = Z A und E M) = Z Ay aber Z PURS Z o,
=l i=l i=1 =1 fnl i=1
. N . . . . + . . . . . . . . . . . . ..y, oder
k1 2 2
Z 2D = Z o, Y M = E T ey U0 = NI aber 40 < {0
=1 =1 =1 =1 =1

ist,
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Es ist leicht einzusehen, dass diese Vorschrift eine wirklich lineare Anordnung von k-tu-
peln (1) ..., 2k)) zustande bringt.

Lemma 1. Es giit fiir die Komponenten }..,(,‘l)
Folge {(lf}l) Ve ,lg‘))] die obere Abchiitzung

Af,”,...,}.g()< bk Ta n=1,2,.)

e lff‘) den n, Gliedes der oben erkidrten

Beweis wie bei Lemma 2 vom §2, Teil I, wo die dortige Folge der Spezialfall von der hie-
sigen fir k ==3 ist.

Lemma 2, Es bedente (uf,]) N ufrl) yraes uff‘)) day n. Glied der Teilfolge, die aus der obigen
Folge {().-Etl) yeees Affd)} durch Weglassung aller Glieder ven mit p teilbaren ersten Komponenien

zustande  gekommen ist (alse p x nf:) =12 .0

Bann st fiir n-» oo
1

(12) W0, uP 0 ),
Beweis. Es sei

a3 ufl” + uf'z) e ug‘ﬂ =N,+1

gesetzi. Es gilt offenbar &, > 0; und ferner

(14) Ny A coflirn > co,

denn die Folge {N,} ist offenbar monoton nicht-abnehmend, und wiire sie beschrinkt, so gibe
es wegen

(149 0= =N, +1 (i=1, ., )

nur eine endliche Anzahl von k-tupeln (uf,l) e ug‘)), was nicht zutrifft,

Wir betrachten nun die Anzahl »° der k-tupeln (20} .., 4%) mit £€) .00+ wlE=ZN, |
(Dabei ist natiirlich p x #{'}).

Da, laut des Rildungsgesetzes der Folge {(z.vf"),...,uff‘))] das k-tupel (”le)""’ )
nach allen k-tupeln der zuletzt genannten Art kommen muss, folgt ]

(14) W< n.
Wir wollen jetzt-»' bestimmen., Nach dem Sonderungsgesetz von
(¢} (k) B 63
{5 ) aus {(J.ft sos A0} mUSS
(15) n=4Ad,—B,

sein, wobei A, , B, folgende Bedeutungen haben :

(16) A, = Die Anzahl der Ldsungen von X, + xg A-ee» +x3, =< N, in nichinegativen,
ganzen rationalen Zahlen x, ..., Xz ’

und .

a7 B, = Die Anzahl der Ldsungen von py + x, ++«++ x5 =< N, in nicht-negativen,

_ -ganzen, rationalen Zahlen y , x, ,..., x; , wobei ausserdem y 55 0 sein soll.

Es gilt bekanntlich
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. N, Y DN, D (N, T K 1 3
(IB) An o ( n ( " i ) /] ): _]C_E_N;E T (N:'i)
U B, zu berechnen, beachten wir,.dass B, = der Summe der Losungsanzahlen der Unglei-
chungen o
N .
Xy +rotxp =N, —py (yzl,...,[?"])

in nicht-negativen, ganzen rationalen Zahlen x; ,...; X, ist, Da diese letzten Ungleichungen von
derselben Art sind wie x| +++-+ xp == N, , ist die Losungsanzahl von x, +-++++ xp==N,—py
(y fest) gleich

(Ny==py + 1) oo (Ny—py + k1)
e— 1! !

woraus fur B, folgende Formel gewonnen wird :

[%{](N —py D (Na—py + k—1)
B= ), St (k_f)!py )

(19

y=l

Um nun B, bequemer berechinen zu kinnen, setzen wir

|
'
1
!
i

(20) l:];n}=4,50 dass N, =gp+r mit 0=r<p
wird. Danach ist also fiir # > ~
(21) g+ + o=, r beschrénkt,

(19) wird hiermit zu

W—wp+r+- D {lg=yp+r+k+t1)

22) Ba = F—1D1

MM s

It

¥

Setzen wir in (22) ¢ — ¥ = z, so wird

g—1

. (pz+r+ Ddpz+r+hk—1)

23) By = G
z=3)
g—1 :
p—t

— Z [m zk—t 4 clzkfa —f_“‘—i_‘ck_l ]’

z==0

wobei ¢, ,..., ¢, dieKoeffizienten der z-Potcnzen von nicdrigeren Graden als & — 1 bedeu-
ten. Die Summation der rechten Scite von (23) gibt uns jetzt C

) St
249 B, = T gk + o (g%) .
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Wenn wir nun in (24) g mit [ IZ" :| ersetzen, erhalten wir endlich daraus
25 - By = L NI+ o
( ) "—m‘ k+0( ,:).
Aus (15), (18) und (25) ergibt sich nun
k
~ T _p—l N
(26) ‘ n = _,P— T +o (N"C) .
(14 und (26) geben uns jetzt
: &
—1 N
@n b Tewh<n
Wiihlen wir nun ein n, so, dass flir # > n,
3
% p—1 Nra
(28 odND ], < kT

wird. (Dabei stellt a(N.ﬁ) auf der linken Seite von (28) die Differenz

k k
. p—1 Nn — 4 B r—1 Nl'_l_
e T a3
dar.) Aus (28) folgt ‘
K K
—1 N —1 N
(29) iu—-}—j-— k,; +0 (Nf) ps %k—‘" firn > n,.
Endlich geben (27) und (29) zusammen 2
, i
(30) %-ﬁ(ﬂfﬁrn>nu,
was auch in der Form
) 1 |
. Sk
31) . N, < (p;zf)k k fiir 1 > 1,

geschricben werden kann. Aus (31) verbunden mit (14°) folgt nun die Behauptung des Lemma2.

Lemma 3, Es seien I (> 1) linear unabhingige Elemente & ..., % aus dem p-adischen
Gebiet mit ‘ :

(32) lagl, > 1al,  G=2.,ub

gegeben. Mit diesen Elementen bilden wir die Interpolationsfolge
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(33) I, = nfln %, -k ag’) g Feeo 4 ag‘) oy (n=12.)
it

(e log  n) (i=1,2....,/a
(349 =P+ r=1,2,..),

wobel (ufll),..., ug‘)) das n. Glied der in Lemma 2 oben beschriebenen Folge. p eine positive

reelle Zahl, fogp n den gewilnliehen, reellén Logarithmus von n naeh der Basis p . bedeutet.

Diese Folge {z,} ist eine nach Null konvergicrénde und wiederhohingsfrete Folge mit der
weiteren Eigenschaft, dass die ilr zugeordnete Folge {log Po) ausgeglichen ist, wobei

1
) P
" | Za |p

g.ese'tzt wurde.‘(Fijr eine Definition der Ausgeglichenheit vol. Icen [11, Teil 1, §1).

Beweis. Es gelten laut dér Definition von uf,'"):

falP), =1, D), <1 (i=2, ... k)

n

woraus

[P +pl, =1, [P +p|, <1 G=2,.., k),

also fiir die in (34) definierten af,j)

—ie log, n} . —1z log, #]
(36) o A N A = (= 2.k
folgt. Aus (32) und (36) erhalten wir jetzt

» .
an |a£‘)\xllp>faf‘j)a¢j [y (112,._.,Ik).
Aus (33) und (37) ergibt sich endlich

I
|:n p = lafg)a"l |p,
woraus im Hinblich auf (36)
—{p ]

09) A A ) E
folgt. '

Aus (39) ergibt sich unmittelbar die Konvergenz der Folge {z,} nach 0.

Der Beweis der Wiederholungsfreiheit von {z,} wird zunéchst wegen der linearen Unab-

héngigkeit von «, ,..., ag auf den Beweis derselben Eigenschaft der Folge {(af,” s ag‘))} Zu-

riickgefiihrt, Dann wird die Wiederholungsfreiheit von {(afll) T ag‘))] durch ¢ine beim
Beweise der Wiederholungsfreiheit von {(a, , 5, , ¢,)} bei Lemma 3 von §2, Teil I verwendeter
dhnliche Methode auf dieselbe Eigenschaft von [(ugn sores ug‘))} zuriickgefiihrt, Die Wied_cf—
holungsfreiheit dieser letzten Folge ist aber klar, da sie Teilfolge von der offenbar Wieder-

holungsfreien Folge {(J..S) peees ﬂ.f;"))} ist,
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Laut (35) und (39) ist die zu {z,,} zugeordnete Folge

1 [rlog ni
40) =—p .
( Pn ‘ %, !p
Hieraus foigt
(41) %——*Q’#O flir #n>c0.

log n

Dies zeigt aber, gemiss Lemma 2 vom §1, Teil I von IceEn [1] und der Ausgeglichenheit von
{log ), dass {log p,} ausgeglichen ist.

Damit ist der Beweis des Lemma 3 beendet.

§ 3. Schiuss

Lemma 1. Es seien die p-adischen Funktionen (U gy, g,)= 000 und glu, g4, 85, 4, 1)
= g(u) mit algebraischen A, p,g,,80; (00,80 — 272,22 0) gegeben, und es sei =« ein
Element des p-adischen Gebiets mit 0 < |« |P < vy (g wie bei (62), §1, Teil I).

Wenn fo(a) und q(x) gleichzeitig algebraisch sind, dann ist auch q(mz), wobei m irgend
eine natiirfiche Zahl bedeutet, algebraisch mit

(42) Gradvon g(mx) = E, ,
E,m?
@3 by = & (m=12,...)

wobei By, = E, (%, 82,8, 4,08 >0, E1=E_1 (%,8,,8ss 4%, ) >0 von m unabhiingig sind".
Beweis. 1°)  Algebraizitat von g (ma)(m=1,2,...): ’ '

Tiir m = 1 ist g{me) laut der Voraussetzung des Lemma algebraisch. Fiir m > 1 folgt
die Algebraizitit von g(m=x) aus der von g(fx) mit Ai<Zm laut Formeln (8), (%) von Eigenschaft
3, §1, Teil II. Denn wegen Lemma 2 von §3, Teil I ist @(mz) (m = 1,2,...) algebraisch, wenn
P(a) es ist, folglich, weil @ (mz)® =4 @ mx) —g, lmx) —g,, ist mx)(m=12,.)
es auch, woraus man nach der Bauart derselben Formeln (unter Beriicksichtigung der Algeb-
raizitit von g und g,) auf dic Algebraizitit von g(mx) aus dersclben Eigenschaft von g(mzx)
{m < m) schliessen kann, Es ist dabei zu beachten, dass wegen 0< |« '|P < ry aus den
Eigenschaften 1 und 3 vom §1, Teil I das Nichtverschwinden der Nenner in den Formeln
(8), (9), dh. @' (nx) =20, P2nx) — (=)= 0(r = 1,2,...) folgt.

2°) Grad von g(mx) = E; :

Wir wollen durch Induktion nach m zeigen, dass

(44) gmn) e Plgg 8y, 4, 8, P2), '), g(=) (m=1,2,...)

ist?). Fir m=1 ist das klar. Falls (44) fiir alle 7 <Cm gilt, so gilt €s auch fliir m. Dies folgt aus den
obigen Formeln (8), (9) von Eigenschaft, §1, Teil II, zusammen mit der Tatsache, dass
Pmz) e P((«), 8, , 85) und @ (mx)cP(P(x), (), 8,,8:) (m=1,2,..) ist. [Plma)e
P(§o(x), g2, gy) ist fiir m =1 klar, Flr m >> | folgt es aus den Formeln (18) vom §3, Teil I
zusammen mit der dort bewiesenen Tatsache, dass fiir 0 < |« [ < r, die in (18) auftretenden
Koeffizienten von g@(mw«), d.h. £'(x)* P,* (§3(=)) bzw. P,* (f()) je nachdem m gerade bzw.
ungerade ist, von Null verschieden ist. Um (mx) e P(§(x), (§'(2), g2, &) daraus zu
erhalten, differenzieren wir die aus (65) vom §1, Teil I durch Einsetzung von m statt » und
Teilung mit dem Koeffizienten von §(mu) gewonnene Formel

1) PBs wird hier, wie im I. Teil dieser Arbeit, die H8he ciner algebraischen Zahl £ mit :‘fg; bezeichnet.
?} Hier bedeutet P, wie im . Teil, den Kérper der rationalen Zahlen. ’
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ol — M&M ' , falls m gerade

o) (4> (uy—g, fo()—e.) P, ()

mir) = ) _
( Py — S G ga(lf)-;'gg])(?;?("")’)(p(“)) P-4 (§200) , falls m wungerade
n "
(m > 1) nach « an der Stelle y = «. So gewinnnen wir I

-1— le(@(m)) £ " , Talls m gerade
m (463} — g, 2) — g,) P, (500)

£ (me) =

1 B, (H@) ()

vy , falls m ungerade (m > 1), &
"o P (PE)

wobei U, (), B, (@(x) passende Polynome in ga(x) sind mit Koeffizienten, die selber
Polynome in g,, g, mit rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Dabei sind die Nenner

(do¥(x) — g, f(2)—g,)* P:(ga(x)) = @'t Pﬁ](ga(a)) bzw, Pmn (§(x)) laut dem vorhin
Gesagten (wegen 0 < | a ]p < 1) von Null verschiedene Polynome in f0(x), £, , g; mit ratio-
nalen Zahlenkoeffizienten sind. Aus der obigen Darstellung von fo'(mzx) {(m =1} folgt also
die Behauptung g)’(mz)EP(gJ(rx), (2, g,, &) fir m > 1. Fir m=1 aber ist sie trivia-
lerweise richtig. ]. Um jetzt die Behauptung (42) zu beweisen, geniigt es
45 E, = [Plgy. 85 . % 1 P(2), @27(2), ¢{z)): P]

ZU setzen. i
3 Mmay = e (m=1,2,.0¢
Hier stiitzen wir uns wieder auf die Formeln (8), (9) der Eigenschaft 3, §1, Teil II, die wir
Jetzt mit den Abkiirzungen
6" () — £2
I 2
en =

(46) i RECD))
_ b prem - pe
0 =7 T — p@

in der Form
47 q(mz) = 2q(nx) -+ By fiir m=12n,
(48) glmz) = 2g(nz) + glaxy + + 0, + ¢, fir m=2n+1
schreiben wollen.
Es werden zunichst die Hohen von 0, uud p, abgeschitzt :
Da ga"(nz)?e-4§)(nz)” + & Plixy + gy = 0(n=1,2..) ist, gilt laut Lemma 1, §2,
Teil I mit ay = @), &y =g, , &y = &, n = [lna):
(49) B ay S @) 122 4 35 4 Ll i - Rty ?

wobei w = [P(f2(2), £;, &) P] ist (Es ist hier ndmlich P (z,, a,, a,} =P (2(«}, g, y &) da
wegen des in 2°) oben gesagten @(nx) CP () (x),8,,8,) war). Aus (49) oben und {17) von
Lemma 2, § 3, Teil I folgert man

(50 hp,(m) = gD n? n=1,2,..)
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mit einem D, = D, (x,£,,g,) > 0, das von » unabhingig ist. Aus der ersten Gleichung von
(46) ergibt sich nun
4 ()0, — 120 27 (nx) + g0 =0,

worauf, wegen 0 (nx) 20, weil 0 <{nx|, < |a|,<r, das Lemma 2, § 2, Teil I mit
k=4, 0, =p,2,=g,,% = 1), 2, = (12), 7 =g, angewendet werden kann, was uns

i 4/\’ /“- ;\‘ .m' ::. :‘;" 2"‘:‘ i :v"
(51) 0, << w 12w« 3w . (12w hu hg? h@(m) hp,(m()

gibt, wobel w=[Plg,.8;.6,0 (), (x): P], denn o;CP(g,, 8,8, 0 ), H &)
(fF=1,...,4) ist. (51) Iisst sich schreiben als

2D g -
(52) ko, < D, /11@("“) kgo,(”a) =12 .

wobei Dy = D, (2, g,,8;.4) > 1 e¢ine Abkiirzung des offenbar von -# unabhingigen

-

Koeffizienten von #2° k%,  auf der rechten Seite von (51) bedeutet. Aus (52) zusammen
g’(um) @ {nu}
mit (50) oben und (17) von Lemma 2, § 3, Teil I folgt

(53) ha” = glyn? n=12..

mit geeignetem, von n unabhingigem D, = D, (2, g, , g, , ¢} > 0.

Es bleibt jetst ¢, abzuschitzen. Dazu schreiben wir die zweite Gleichung von (46) wie
folgt : '
4 2[Qnx) — P ()] g, —p [ Q) — P ()] = 0.

Hier ist 2nx =k + x wegen x=h 0, also 0 (2ax) — o (x) 52 0 wegen Eigenschaft 1, § 1, Teil L
Es ldsst sich also aul (54) das Lemina 1, § 2, Teil I anwenden mit &k =5, &, = p, o, = @(a),
@y = (%), a, = @ (Qnz), x; = {3'(2nx),n = @, Woraus

TRl S S
(55) Bg, =< w 12w . 35w . 2w hu hgg(m) hgo ” h@(znu) th (e

folgt, wobel wieder ;\;: [P(ge gy, 0 (2), 27 (2) : P] ist, weil auch hier
«f:l_)(g-z’ga » 6 Eﬂ(l}»@'(l)) (’: 1’ vaey 5)
gilt, Aus.(55), (50) oben und (17) von Lemma 2, § 3, Teil I erhélt man

(56) hgn=<eP1n*  (a=1,2,..)

mit einem passenden, von #,unabhingigem D, = D, (%, g, , £y, #8) > 0,
Wir wollen jetzt durch Induktion beweisen, dass mit passenden, von mr unabhiingigem
E,=E, (_‘x, &8y o4 p) >0 und E, = Fy (2,8, 183 s 4, @) > 0 folgendes gilt

(57 ama) | < B (m—=1,2,..),

(58) Wenner von g(mz) == £»"* (m=1,2,..).
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Zu (57) : Es sei E; der Einschriinkung
59 Ey=max (1,Tog |90 [

unterworfen, Dann ist (57) fiir m =1 erzwungen. Es sei jetzt m > 1. Falls i gerade, d.h.
nr = 2n ist, folgt Taut Induktionsvoraussetzung aus {(47) zusammen mit [a' = Iy +1=20,,:

[a@) [ <2[q (o) | +]8,]
23t g g
was zusammen mit {53)
(60) Uq@na) | = 2657 4 2 QP
gibt. Wenn wir jetzt E, der ferneren Einschrinkung
61 i Ey = Dy
unterwerfen, wird (60) zn
{62) [qQnny| < 4 5"
(62) kann nun wie folgt geschriecben werden
(63) [7 Gnw) | < eFen® +2 log2

Dalog2 >>1, # > 1 und laut (59) E; = 1 ist, ist hiernach E, n* + 2log 2 << 3E, 1 < E(2n)%,
woraus {63) zu

(64) [q@n) | < 520
wird. Nun sei st ungerade, d.h, m = 27 + 1, Es folgt nun aus (48) wie oben
[4(@n + D2)| £ 2 by | + Tl |+ 0] + [0}
<265 4 2 gy 4+ 2hoy + 2kga,
was zusammen mit (53} und (56)
(65) [20@n F D] £ 25" + o860 4 oPu* (P
gibt. Unterwerfen wir jetzt E, der noch weiteren Bedingung .

(66) E, = max (log #

q(a)> Da » D»i):
so folgt aus (85):
(67 ]q((zn T 1)1)] = 8 cEy;? — eli'su'é +log8 .

Da log8 < 3, E, > 1 und # = 1 sind, folgt

Ey i+ log 8 <2 4E, n® < By (2n + 1)%,

womit {67) zu
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(68) [q(@n F Dy | < B+

wird. Da es offenbar mbglich ist, E; so zu wihlen, dass es allen thm vorgeschriebenen Bedin-
gungen {59), (61) und (66) geniigt,ist laut (64) und (68) der Induktionsbeweis von (57} beendet.

Zu (58) : Es sei N, der Nenner von g(ma), A, derjenige von 08, , B, der von ¢,.
Wenn wir E, gemiss der Einschrinkung

(69) E; = Max (1, log N))

wihlen, dann ist die Richtigkeit von (58) fiir m = 1 erzwungen. Es sei nun m > 1, Falls m = 2
ist, gilt wegen {(47) Ny, | N,,+ 4, , also

(70) NZnéNn'Ané 'hﬂnw

da A, =< g, ist, woraus wegen der Induktionsvoraussetzung und (53)

n —
(71) an é eEHM?.eDgli'? — e(E,;+DH)r12
folgt. Wenn wir nun E, der weiteren Einschrinkung
(72 E, =D,
unterwerfen, wird (71) zu
(73) N-mé eZE;jn? = eE},{Z.n)‘2 .

Falls m = 2 4 1, ist wegen (48) :

et

N2n+l I Jvn'Nl'Au'Bn s
woraus

L

74 N-.-n+LéNn‘N1'An'Bn

folgt. Unter Mitberiicksichtigung von (53), (56) und A, =y, , B, = fiy, ergibt sich laut In-
duktionsvoraussetzung folgendes aus (74) :

(75) Nm-l'l.éNn'Ni'hOn'hq‘n
o pEuntHlogN -+ Dynt 4 Dy

Wenn wir nun £, der nochmaligen Einschrinkung

(76) | E;>=Max(ogN; ,D;,D)
unterwerfen, dann folgt aus (75) :

an Napi, = At o Ea2nt e

Da es offenbar méglich ist, E; gemiss allen Einschrinkungen, d.h. gemiss (66), (69) und (76),
zu wihlen, ist laut (73) und (77) der Induktionsbeweis von (58) beendet,

' Nach diesen Vorbereitungen bleibt es, die Behauptung des Lemma iiber hq(mﬂ) zu bewe-
isen, was folgendermassen geschehen wird : .
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Es ist zunfichst, faut einer schon im Teil T dieser Arbeit, §3, Ende vom Beweis des Lemma T.
erwihnten FEigenschaft der Hohe einer ganzen algebraischen Zahl (vgl. Tu. SCHNEIDER,
Einfiihrung in die Transzendente Zahlen, 5. 10 (Hilfssatz 4)) :
a®) iy, atonay £ 250 | N} B

E Ey | 7o\ E
=250 NEglmn | B m=1,2,..,

denn aus der schon bewiesenen Abschitzung (42) wissen wir, dass der Grad von g(ma) < E,
(m =1, 2,..) ist, Ausserdem gilt, wie bei der oben angefiihrien Stelle vom Teil I,

(79 hyimay == Ny v, gt

Die Einsetzung von (78) in (79) gibt jetzt

(80) . hq[ma) = 2E0 N;::rEu . ‘ q (mx) ‘Eo

Aus (57, (58) und (80) folgt nun

(81) ]’q(ma) é EEU' e'ZEUEu""?.chEN”E (m - I, 2"“).
Falls wir endlich in (81)
(82) E,=E,log2 + 2E, E, + E, E,

setzen, wird-laut (45), (37) und (57 E, = E, (x, g% ,gs , 4, ) > 0 und von m unabhingig
sein, und es wird : :

(89 hgimay < €7 (m=1,2,..)
sein, womit das Lemma in alflen Teilen bewiesen ist.
Lemma 2, Wir befrachien ein p-adisches Funktionenpaar
@(tr (8. 83 = P, au 8,5 8y s L, p}=g(t) mit algebraischen
BasBash p(usE0, g1 —27g5 R 0).

Es seien ferner k (iiber P) linear unabhiingige Elemente aus dem p-adischen Gebiet gegeben mit
0<| o |P < ry (j=1,.,k), wobei r, dieselbe Bedeutung wie (62) vom §1, Teil 1 haben soll,

Wenn £o(z j) , gl J-) (j =1, ..., k) alle algebraisch sind, dann sind
Plmyay + b mgag), glmyag + o -k g ay)
fiir alle k-tupeln (i ... i) von natiirlichen Zahlen algebraisch mit
(84) Grad von @(my %y 1 ... + g x) == CHF)

e Y e ) ) ,

(85) hgg(m; oyt o, Y =

und
(86) Grad von q(my oy + ... + myp ag) < Eék)>




154 OrHAN 8. fcen

) e ® ?
@7 hq(mlnl-l----'i'mha.,.)ée}zg (n) ) \

wobet Cg") s C'(I"') s Ei"‘) R El("C> passende, von g, gy, 4,4,k , ¥ (f=1,,...., k) abhingende,
aber von my,m, ..., mp unabhingige positive reeelle Zahlen bedeuten.

Beweis. Diz Algebraizitit von @(m, ¢, - ... + my «z) und die Behauptungen (84), (85)

stellen eine Verallgemeinerung des Lemma 3 vom § 3, Teil I von k=3 auf allgemeines X dar und
werden mit derselben Methode wie dort, verbunden mit einer Induktion nach k, bewiesen.

Nun za den Behauptungen ither g{my «, + ... + my ap):

Fiir fr=1 reduziert sich das obige Lemma 2 auf Lemma 1 dieses Paragraphen mit Ef")=E0 .

El(”:El. Ts seien nun die Algebraizitit und (86), (87) fitr k-1 schon bewiesen. Wir setzen

in der Additionsformel (7), §1, Teil II von g-Funktion o =my a, + ... + mg_, %p—1,
v = my ar und erhalten

(88) 2[0my ay A mpl ) — O a)lalmg 4y + L0+ g ag)
—20@0n e, + oy ap ) — @0 e lalmy oy + o b o @) + glme ag)]
—p L@ my ay A g g) — (g %)} = O

Denken wir dies als eine Gleichung nach g(m, «; 4 ... + my &) , so wissen wir aus Lemma 1
oben, der Induktionsvoraussetzung und dem ersten Teil (fiber ()) dieses Lemma, dass alle
darin vorlkommenden anderen Grissen algebraisch sind, und ferner wegen der linearen Unabhin-
gigkeit von «,,...,%; und Eigenschaft 1 (§1, Teil I) der @-Funktion, dass der Koeffizient
von g(m, o, + ...+ mgaz) in (88) von MNull verschieden ist. Es ist hiernach auch
g(m, «; + ... -+ my %) algebraisch und es gilt sogar

(89) g(m o, + ... + my o)

€ E(go’{mk xk), §rmy oy 4o Mg wk =), ik k), gling g+ L omk k)

mit

(90) K="Plg,,z,,%, .

Laut (84) fir k=1 ist der Grad in bezug auf P von @{mrak) =C"V (A, u,2,.8,,2%8);

also ist der Grad von @{(mk «i) in bezug auf K erst recht Z O e, 8., 8y, 2k). Aus der
Relation £'(mi «k)* = 40" (mx ) — g fomi: o) — gy folgert man jetzt :

o1 Grad von £'(m, «,) in bezug auf K= 200, p, g0, gy, Gk

Wenn man nun mit (s &, -+ ... + mk—%k,) dhnlich verfihrt, findet man

92) Grad von @'(my @y + ... + me— ak.) in bezug auf K

220, o Be s B s G seens Ty
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Laut Lemma 1 bzw, der Induktionsvoraussetzung gilt

Grad von g{my «k) in bezung auf P < E(04 , i, g, ., 82, , »k} Dbzw.

Grad von g(m, @, 4 ... -k mp_, ak_)in bezug auf P = BN, 2y, 8 5 %y 5o Tk i)y
also erst recht

(93) Grad von g(mg %) in bezug auf K < EE , 4, 2., &0 5 %K),
(94) Grad von q(m o, + +++ 4 mp—=,0-,) in bezug euf X
= Eu(kul) U*»l"‘;gn sy Ea s Wyt sak"l)’

Aus (91), (92), (93) und (94) folgt nun

95 (K K] 4 G0 v G« ED L E =)

wobei K den Korper

ff(go’(m-k ), P m g d e Fome—y wp ), glmg 2g), gl e, b e g 2
auf der rechten Seite von (89) bedeutet,
Hiernach wird erst recht
96) Grad von g(m,a,+ +++ +mpa) in bezug auf K< 4 ¢ ) C =1 E (1) E k—1)

sein, wobei rechts die Argumente von Cy(", C k=9, Eu(i) , B, =1 zur Abkiirzung weggelassen
worden sind. Es folgt aus (96) :

() Grad von g(m, @, + +»+ + my o) in bezug auf P

LK P14 CM CE EL ER-1)
Wenn wir nun

(98) [K: P]- 4C0 C U « EAY « Efle—) = E,(8

setzen, sehen wir, dass E, %) von m, , m,, -++ , m1, unabhiingig ist, womit der Induktionsbeweis
von (86) beendet ist.

Um nun (87) zu beweisen, bedienen wir uns der Formel (88) und der Induktion nach k.
Fiir & = 1 ist (87), wie schon gesagt wurde, nach Lemma 1 richtig. Fir & < 1 fassen wir uns
(88) ins Auge. Da der Koeffizient von g(m, &, + +»+ + mk ar) laut des vorher gesagten nicht
verschwindet, ist auf die Relation (88) das Lemma 1, § 2, Teil I anwendbar, wo wir 7 statt
der dortigen X, p statt x,, f0(mk ax) statt a, , f2'(mi ak) statt o, , g{me 2x) statt a;,

@lmy ey v ey ak—y) statt «;,
T mpa, o b ey k) statt o, ,

glmyay + voe + mp_y ak—y) statt «; ,

g (my oy + oo - mE ak) statt # und K statt X nehmen

kénnen.
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Da [K:P]=[K: K] [K:P]
ist, folgt lant (95) und (98)

(99) [X:P] = E @,

Es folgt also aus dem oben genannten Lemma, zusammen mit (99) :

k)

P r(k) (k)
hq (o + ..+ M gy <= (Ef,k)) ! 2E o Lo

(K}

. 37 - hES

. v Bt £k
(h@(-'”kl‘f,’c) kgol(mk ) hq(mkak)) [

(] ko < hginye 4o, )
(go(mlacﬁ»...-1—!1!,1(;101,(71) f() [ PLIE S TP | qime o+ +mk—r_“1¢r—1))Eo ]

wobei E(F) = [E ()] + 1 ist, was wir in der Form
i ’
(100) Bt emym) < E9 oy gy " 10 Gy * P20

* (hS’J(m Wt g3 hg«)’(ul kb pap ) " h'i’{mi“ﬂl+---+mk-—1))E€]k).
mit
(lOl) U‘) (E )y | ZE(U 31E(f<J 2[;(1':) I E(k) EU-‘ EX]+ 1,

schreiben wollen. Aus

'm0 — Amy w4 — g, g ag) — gy — 0, bzw.
Pmazg . bt )54 00may by oy Y g @Ome b bm oy g =0

folgt nach Lemma 1, §2, Teil ¥ mit K statt K :

A _(2 E(n’())r 22F‘k) SIOEU‘) 4E<"‘) hE(k) hE(k) h"E(‘r‘:) ..
g@ (mkat,) g(](mkgk)
d.h.
' %) 355;")
(102) - h@’(mkyk) éa! ' g,)(mkmk)
mit
(9] {k) (k) () (3]
(103) ( ) - E ) 122150 7.3!05; '450 .hEo . EY ,
: £2 gy
bzw.
' (&) | qpik)

b, = &, ke .

(104 p Crson by ap ) 2 59("11 arb oty )

Es ergibt sich nun aus der Einsetzung von (102) und (104) in (100) :
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{105) FaGay o bmpagd

- oW hE l](.fc.‘i / Egk) E f]k) ; E{ulc)

< &k Pl yCngay, KD(”M""F"&"’k*ﬁkf;). lq(iaum1~l-'...+mk__lu_.{__L)
mit
(106) Eu0 = &L BPFY  und B0 = B0 4 3B

Auf die rechte Seite von (105) wenden wir jetzt (85) und die Induktionsvoraussetzung iiber ¢ an.
S0 wird (105) zu

LUy (k1) & L)
(107 h(qm eyt g ag) = &ye Bo Cx (m: ek VB C ‘l i
1ot ) ——

— 2 2
) eEg'c),ngf Y i+t EERY 50 o] .

Es sei jetzt

108)  max (B0 C U~ B C 0, ER Bk~ | B0 E) | log &4k = E, U0
gesetzt. Aus (107) und (108) folgt

3EW (ly rmd)
(109 hq(m bty ) e PR Y i

woraus man die Behauptung (87) mit E, (9 = 3E (k) gewinnt. Damit ist der Beweis von (87)
beendet und das Lemma 2 ist jetzt in allen Teilen bewiesen,

Es wurde im Verlaufe des vorigen Beweises keine Milhe gemacht um mdglichst kleine
Konstanten E/f(%}, E(k} zu erhalten. Das Vorbandensein allein dieser Konstanten geniigt fir
das folgende.

Wir wollen die Ergebnisse dieses Teil IT aus dem folgenden Spezialfall des Satzes IIT (mit

—_
den Bedingungen a,}, 5,)) fiir N=2,y =0 von Igen ['] herleiten (Vgl. Toen [, Teil I,
§4, und Berichtigungen zur Arbeit) :

"By seien zwei an einer Stelle & des komplexen oder p-adischent Gebiets reguldr analy-
tische Funlctionen [(2), f,(z) wnd eine nach & konvergierende Interpolationsfolge {z.) gegeben,

1
wobei {z,} wiederholungsfrei und die zugeordnete Folge {logp,} . mit p, = W .
Y
ausgeglichen ist,
Wenn die Funktionswerte f(z,}, fz,) fitr n =1, 2,... lauter algebraische Zahlen sind,
die den folgenden Bedingungen geniigen, sind f(z)} , £z} algebraisch abhidngig im arithmetischen
Sinne !

a) Die Grade von f\(zp) , f(zn) sollen flir n -+ o beschrdnkt sein,

by Fir die Hihen HYbow, H®D von fi(z,) bzw. fi(z,) sollen fir n -+ o folgende
Abschéitzungen gelten '

log H,(") —* log H,() -+
—_—" = O (5 — 0 = p (57
log p, {1y, 108 7 (),

R I
wobei 8, 4+ d, =J pnd 0L 8, < J,0 <0 3,22 F sein miissen.”
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- . . . _h -+ = .
Bemcrkung. Der Satz gilt auch, wenn wir die Bedingung &, 4- 4, = J durch die

. . — — — . . — i R
scheinbar allgemeinere §, + d, = J erscizen. Denn in diesem letzten Fall geniigen 8, , §°, mit
¢, =&, und 9, — J— 3, den Bedingungen des Satzes, weil dann d, =< &', und folglich

o{n82) = o(ns’ ) sein wird (Das Erflilltscin andercr Bedingungen durch o7, , &', ist trivial). Diese
Form des Satzcs ist fiir seine Anwendung besonders giinstig.

(Dabei bedeutet | | den Absolut-oder p-betrag je nachdem wir das komplexe oder das

. . — — .
p-adische Gebiet zugrunde legen. Fiir die Bedeutung von ¢ und #s sei auf I¢EN [1}, Ende von
5. 31 verwiesen.) R

Satz II. Es sefen g, .85 , 4, t+ algebraisch mit 'gg" — 27g,® 5= 0 und p == 0. Dann kémnen
die Werte der p-adisehen Funktionen §Nz; g,.8:) = P& wmd q(z; g,,8 4, ) = a(2)

hochstens an vier (iber P) linear tmab]rﬁngrgén Stellen der Teilmenge W = | 2|0 < | 2| p< fal
des p-adischen Gebiets gleichzeitig algebraisch sein.

(#y und 9N behalten ihre Bedeutungen im I. Teil dieser Arbeit bei, Satz I s_teht im I. Teil.
Die im Saiz 11 betrachicten Argumentwerie brauchen nicht selber algebraisch zu sein.)

Beweis. Durch eine dhnliche Schlussweise wie beim Beweisé des Satzes I wollén wir hier
die gegenteilige Annahme, es gibe ein System {e, ,a,, %, , «, , ; } von fiinf lingar unabhin-

gigen Elementen von Wi, derart, dass @(xjj , g f) (i =1,.... 5) gleichzeitig algebraisch sind,
unter Benutzung des oben zitierten Satzes von Igen [1] (statt des im Teil T benutzten Satzes I
derselben Arbeit) zu einem Widerspruch fiihren :

e o - . e
Gesetzt nun, es seien g{)(xj) , q(z}) fiir ocje"‘JJl beide algebraisch (f = 1,2, 3,4, 5), wobei
Oy, %y, Oy 5o, , &, , (lber P)linear unabhingig sind. Wir machen zunidchst ¢ine Bemerkung : Es
scien ij {(j=1,...,5) irgendwelche natiirliche Zahlen. Dann hat das System a’j G=1,..5,

wobeci u’j = ij. ¥ (f=1,..., 5, die gleichen Eigenschaften wie das urspriingliche Systemn o;

{/=1,...,5). Denn es ist offenbar 0 < | 2’1, < #, , also ¥ eMG=1,.,5; @ (= 1,5
ist ein linear unabhdngiges System wie @ (G=1,..5: gﬂ(rx’j) = @(!j xj) (j=1,.,5) ist
algebraisch wegen Lemma 2, §3, Ted I q(x'j) = q(ij. @) (j=1,.,5) ist algebraisch wegen
Lemma 1, §3, Teil IL Wir Werden nun {; (4=1,.,5) so wihlen (Z.B. als geniigend hohe
p-Potenzen), dass gleichzeitig 0 < ]x’j_|p < r; {r; wic bei Eigenschaft 4, §1, Teil IT und cs ist
r; £ ry) und S |}'D > | %y |p' (j=1,..., 5 gelten. Dass dies moglich ist, ist klar.

-Wir konnen nach dieser Bemerkung das Systém L (j=1,.,5 glich am Anfang so
nehmen, dass es folgenden zusitzlichen (Normicrungs-) Bedingungen geniigt : -

(110 o Q<[lctj|p<r5 und’

(D |2 lp=>lapl, (=234,
Nun bilden wir mit diesem System «;(j = 1 ,..., 5)-die Interpolationsfolge

(112 ' Zp=a,Ma, + a0 2, + a, My + a2, + a0

wobel an0) (j =1 ,..., 5) dieselbe Bedutung wie bei (34) mit k=5 von Lemma 3, §2, Teil if
haben. Wegen der lingaren Unabhingigkeit und (111) geniigen die hiésigen @y (j=1,.,5 den
Voraussetzungen des cben genannten Lemma, Nach diesem ist (112) eine nach Null konver-
gierende, wiederholungsfreic Folge, deren zugcordnete Folge {log p,} ausgeglichen ist.
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Andererseits sind :

1) Fir0<]z |p << 1, die p-adischen Funktionen (2 ;#,,£,) vnd ¢(z ;ge. 85,4, 4)
wegen Eigenschaft 2, §1, Teil T bzw. Eigenschaft 1, §f, Teil IT von Null verschieden,
1
2%y —— um z = 0 in jJe eine fir | z | << 75 konvergente Tayloiteihe entwickelbar,
) o6 ® ] ’

. . i
Aus dem bisherigen entnehmen wir, dass die Funktionen fi(z) = L A2 =

@(z) q( y

die Interpolationsfolge {z,} den ihnen am Anfang des oben zitierten Satzes der algebraischen
Abhingigkeit im arithmetishen Sinne auferlegten Bedingungen gentigen. Falls auch die Vora-
ussetzungen lber die Fumktionswerte f, (z,), f,(z,) (n = 1, 2,...) erfiillt sind, werden nach die-

1 . .. . . .
und  f, (z2) = ——~ algebraisch abhiingig im arithmetischen Sinne

1
Jaltd] g(2)
sein, was aber nach Eigenschaft 5, §1, Teil Il unmdglich ist, womit der am Anfang des Beweises
angekiindigte Widerspruch erreicht sein wird, ‘ i

sem Satz f, (z) =

Um den Beweis zu beenden, bleibt alse nur noch iibrig, die Bedingungen a), b) des Satzes
tber f, (za), £, (2,) zu verifizicren :

Wegen (110) ist 0 < |z, |» < ry, also ist nach 1°) aben-

(i13) )0, qlza) R0,

und nach 2°) oben

(L1139 fi(z) rent |

1 .
= Gy .j, )
Aus Lemma 2, §3, Teil II mit & =5 folgt die Algebraizitiitit von f2{(z,), g{za) (n = 1,2...).
Da die Reziproke einer von Null verschiedenen algebraischen Zahl ebenfalls algebraisch von
demselben Grad und .derselben Héhe ist, folgt -hieraus zusammen mit (113), (1137 die

Algebraizitit von f, (zn), f; (Zn) (n = 1,2,..)) mit

(114) 3 Grad von f, (za) = Grad von @Azn) ,
Grad von Sa (z2) = Grad von g(z,) ,
Hy(D = hf(z ) = hp{g ) >

(EL15) o .
=k G = h'i(zu)

Aus (114) und (84), (86) von Lemma 2, §3, Teil IT folgt nun die Beschrénktheit der Grade von

F(za), £, (za), womit die Bedingung a) verifiziert wurde. Filr die Verifikation der Bedingung

b) betrachten wir (115) mit (85) und (87) desselben Lemma,. Da hier £ =35, nj ,anu) (i=1,...,5)
ist, folgt daraus

: -8 ety (5))2

Hal) .z o5 Wt 0

(16) (63 () (5) ,
) = B Ut @R

3

wobei €3, E.(® von g9 ,...,a.(® und folgliéh von #n unabhingig sind. Aus (12) von
Lemma 2, §2, Teil 1T und (34) von Lemma 3, §2, Teil IT erhilt man mit & = 5 fiir # -+ o

1
(11n an, ... an® = O (5P,
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Aus (116} und (117} ergibt sich jetzt

2
S Tog Hal) =0 (#5719,
(118)

2
? log Hul® =0 (377

Zusammen mit (41} von Lemma 3, § 2, Teil II folgt hieraus

log Hy(D 245 .
Tgp:“——" =0 (??u ([Og H) )
() log H ()
0F £\ 2+2;‘> SN
——8 =05 log n .
Tog pn ( (log m)—")

Jb- wihlen, wird (119} zu

Falls wir nun g gleich am Anfang geméss 0 << p < 5

log H.(9 1 log Ha(®
120 —_ =), ——
(120) “2) log p,

1
=0 (H?),
log pa @)

womit auch die Bedingung b} verifiziert, und der Beweis des Satzes II beendet ist.

§4. Ergianzende Bemerkungen
Es werde jetzt den p-adischen Funktionen
(zn Aqz38s, 8 b, wmit p=R 0, @Xz;g,,g,) mit g,° —27g, =R 0,
€ (a0}, 2%(x=gk0),1; | —1 lpép_‘),z ’

jeweils die Gewichte 2,2, 1, 1,0 zugeordnet. Hier und im folgenden werden alle vorkemmen-
den Parameter, d.h. g,, g5, &, &, = als algebraisch vorausgesetzt. Es ist zu beachten, dass in (121)
unendlich viele Funktionen einbegriffen sind. Ferner wollen wir diesen Funktionen jeweils eine
echte oder unechte, nicht leere Teilmenge ihrer Definitionsbereiche zuordnen, und zwar nach
folgender Vorschrift : '

Es sei F(z) irgend eine der Funktionen (121}, und die zu F(z) zuordnende Teilmenpe des

L)
p-adischen Gebiets sei mit 9% bezeichnet. Dann ist

1% Mr ={z|0 < | z|,<I r,}, wenn F(z) eine der Funktionen ¢)(z; g, g3), 9(z; 82, 84, 4, 1t)
bedeutet,

o
p—t

. 1 . : .
2 IrF ={z| |z|p<p Imfp }. wenn F(z) = ¢™ st

1% ﬁp:{zlI [zipél], wenn F(z) = «% ist,

4% ?:J\?F = das p-adische Gebiet, wenn F(z} = z Ist,
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Es sei darauf hingewiesen, dass EI/}\t im Definititionsbereich von F(z} enthalten ist und
mit irgend % linear unabhingigen Elemente «, ..., «; auch deren lineare Komposita
frn, %, ++vr+ mpe; enthilt, wobel m, ,...,my beliebige, nicht simtlich verschwindende
ganze rationale Zahlen bedeuten,

Es gilt nun iiber das Gewicht von irgend einer Funktion F(z) aus (121} das

Lemma 1. Es sei F(z)} eine der Funictionen (121) vom Gewicht K, wnd fiir ein b e MF sel
F®) algebraisch (Im Falle F(2) = g(z ; g, , 85 » &, 1} muss noch zusitzlieh vorausgesetzt werden,
dass 30 ;g,,8s) aueh algebraisch isf). ’
Dann ist auch F(mQ) algebraisch und es gelten fiir den Grad wund die Hohe van FQu) foi-
gende obere Absehiitzungen .
Grad F(mb) = G,

(122} -+
h.F(me)é GGI”’K *

. ,
wobei K = (K,...... Y, also einen Velctor mit dem ersten Komponenten K bedeutet, und G, , G,
zwei passende, von der Funlction F(z) und der Stelle © abhingige, aber von m mabliingige
positive Konstanten sind.

Beweis. Fiir F(z) = q(z; &, , &y, 4, ) bzw. (2(z;g,,g,) ist (122) geméss Lemma 1, § 3,

-
Teil II bzw, Lemma 2, § 3, Teil I mit K = (2,0,0,0,...) erfiillt. Fiir F(z) = ¢™ bzw. o? ist
F(m®) = (F(H)™, woraus unter Benutzung von ILemma 3, § I, Teil II von ICEN [']

. hF(m()) = %(9) h}'(ﬁ) folgt, was uns flE(ma)é e%l(@?m gibt (Dabei sind (g(e), %1 (B) von m

unabhingig). Dies ist aber (122) mit I?s (1,0,0,0,...), also ist das Lemma auch in diesem
Fall erfiillt. Filr F(z)==zsei a x® + g; x* '+ +++ a4 =0 die definierende Gleichung
fiir 8. Die definicrende Gleichung fiir m0 wird danach a, x% 4+ ma; 3%~ + -«r + m%az =0,
Aus dem Vergleich beider Gleichungen erhilt man fi,q <= m® iy, wobei ¢ den Grad von 8

darstellt. Daraus ergibt sich /g << LEr0M0tm 150 wieder (122) mit X = (0, 1,0, 0, ...} (Dabei
ist % ,(0) von m unabhingig). Damit ist der Beweis des Lemma 1 beendet,

Lemma 2. Es sei F(2)eine der Funlctionen (121) vom Gewicht K und fiir ein System von (ither

P) linear unabhingiger Elemente o , ..., % € WMF sei F(x J-) (G =1,..., %) algebraisch (Fm Falle
F(z) = q(z ; B2 , 85 , A, p) muss noch zusdtzlich vorausgestzt werden, dass 2 (x g &=
1,..., %) aweh algebraisch sind). Es bedeute my ... ,my irgendein System von k natirlichen
Zallen.

Dann ist auch F(my oy + « v + mip o) algebraisch wnd es gilt fiiv den Grad und die Héhe
von F(m, o, + «+ - + nig xy) folgende obere Abschéitzing

Grad von F(my + «+~ + my, o) == G, (9,

(123) ol -
k) K X,
hF(m.m;-{-...-i-mkrzk)é 01 tmp + b)),

wobei G kY, G F) zwei passende positive Konstanten bedewten, die zwar von F(z), &, ,..., %
und k. ablidingen dirfen, aber von my , ..., my, wmabhingig sind.

Beweis. Fir F(z)=qlz;8,,85, 4. ), Pz :18,,8) ist die Behauptuﬁg schon in
Lemma 2, § 3, Teil TIT bewiesen worden, Fiir F(z) = &%, a® ist Flm, ay + ... + my o)
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= (Fa )" ... (Flo )™ . Hieraus ist die Algebraizitit von F{my x; -+ ... | my oz} klar., Wenn
wir nun auf die. Relation

F(my g + oo+ mg ag) — (Fla " . (B )™ =0

das Lemma 1, § 2, Teil I mit F(ccj) statt = (G=1,..,k), FGn a, ..+ my ) statt g
anwenden, folgt

Grad von F(m, o, + ... + mr op) < [P(F(), ..., F(2)) : P]

(= a2 ap)=g) .
und

o E ny g

(f1r1+...+mk)g ) y
: Ftay” " MEE)

hF(mla:l+...+mkak) = g! 26.3 1¢-4

woraus (123) leicht bestdtigt werden kann. Es bleibt nur noch der Fall F(z) = z zu u.ntersuchen.
In diesem Falle ist

Fmo, 4+ -+ mgag) = mg FQa) o3 myg Flag).
Also wieder durch Anwendung von Lemma 1, §2, Teil I erhélt man daraus

Grad von F(in, o, 4+ v+ + mgug) = PF@ ) 00, Flegd) 1 P1(=g)

und

) ' g g
ITF(mla1+...+mkak) =4 '_3kg"(Max (e RS hg, g vee hF(otﬁ_}

¢ &
< gt 2% ke, o . 'hf"(%) s (my omp)e,
da hier Max (m, ,..., mp) = m, ... my, ist. Die letzte Ungleichung kann man schreiben als

~

w{log nty+..+log m))
I"J‘v'(nrlm-’r...+ralkmk) = G-é L
mit

g ¥
G=g! 2E.3fcg.];F(u§). . 'hF(ock) \
Aus diesen Ausfithrungen iiber F(z)} == z erschen wir, dass (123} éuch in diesem Falle giiltig ist,
und zwar mit E: 0,1,0,0,...).

Satz . Es seien F\(2), Fz) zwei im arithmetischen Sinne algebraisch unabhingige
p-adische Funktionen aus (121} (aiso mit algebraischen Parametern). Es bedeute K; das Gewicht
von Fyz) wnd. es sei WMre; = MWy gezetzt (i = L2}, (Wenn Fz) = qlz; £, , g5 4 X, ) ist, dann
muss allerdings F, (z) = §(z ; g, .8,) sein).

Dann kinnen F{(z), Fy(z) nicht mehr als Ky + K, Gn bezug auf P} linear unabhingize Stellen
aus der Teilmenge My M M, des _p-adischen Gebicts gleichzeitiy algebraische Werte annehmen.

L 'l
Beweis. (Wir bemerken zunichst, dass 9t (YW, von der Form {z|0<|z| <)

oder {z| |z], <r} mit r >> 0 und folglich nicht leer ist, und unendlich viele linear unabhin-
pige (z. B. algebraische) Zahlen enthilt).
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Macben wir nun die gegenteilige Annahme, es giibe ein System {aj] (j=1,.,k) mit
k=FK, + K; + 1 linear unabhéingigen Elementen, derart, dass F‘-(xj) G=1,2,:i=1,..k
alle algebraisch sind. Nach einem am Anfang des Beweises von Satz 1l angegebenen dhnlichen
Verfahren, knnen wir das System { x j} gleich so normiert annehmen, dass

(124) 0<lajlp<r  U=1,.,k

(125) }m1{>|c¢jlp (j=2,..,0

gilt, wobel » eine positive reclle Zahl mit =y bedeutet, diber die spédter verfligt wird. Wir bilden
dann mit diesem System @; (=1, ..., k) die Interpolationsfolge

(126) 2Zn = @nlVay 4 oo+ anld oy,
wobei anl) (=1, ..., k) dieselbe Bedeutung wie bei (34) von Lemma 3, §2, Teil IT haben, Da

wegen der linearen Unabhingiglkeit und (125) das obige System { % } den Voraussetzungen dieses

Lemma geniigt, ist also nach diesem Lemma die Folge { 2. } von {126) eine nach Null konvergie-
rende, wiederholungs(reie Folge, deren zugeordnete Folge {log p. ) ausgeglichen ist.
Andererseits ist, wenn wir r > 0 geniigend klein wiihlen,

1) Fliv 0 << | z{, <7 F; (z) von Null verschieden (¢ = 1, 2),

2°) FEntweder Fyz) oder _FIW um z =0 in eine fiir !zlp <'r konvergente Taylor-
i
reihe entwickelbar (¢ = 1, 2).
Setzen wir nun f; (z) = F; (z) oder F,I(—z) ,je nachdem F; (z) oder Fl(z) um z = 0in eine

Taylorreihe entwickelbar ist (/ = 1, 2). Aus dem vorhergehenden entnehmen wir, dass die Funk-
tionen f; (z) (/ = 1, 2) und die Interpolationsfolge { z,,} den ihnen am Satzes der algebraischen
Abhiingiglkeit i. a. 8. zweier Funktionen auferlegien Bedingungen mit ¢ = ( geniigen, Es ge-
niigen auch die Funktionswerte f; (z) ({ = 1,2 ; # = 1, 2,...) den dortigen Bedingungen a), b) :

Denn einerseits ist wegen (126) 0 < |z,,|P<:, also nach 1°) oben

azn Filzg) R0 (=12 ;n=12,...
und nach 27) ' ‘

1 :

(128) filzn) = Fy (zx) oder oy b dein = 1,2,..,
woraus wir zunéchst auf

(129) i R0 (i=1,2;n=1,2..)

schiiessen. Andererseits. ist, wegen der Voraussetzung der Algebralzitit von Fia j) (i=1,2;
i=1, ..., k) und laut Lemma 2, §4, Teil II, auch F; (z.) algebraisch mit

Grad Fy (zn) < G§

— —
(130 cﬁ"), e h K 4o @™ Fi g
h}-'(z“) e Lin " G=12;n=12.)

wobei Ggfz. >0, G(l"f% = 0 von n wnabhidngig sind (7 =1, 2).
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Nach (127) und (128) ist mit F; (z.) auch fi(z,) algebraisch (i=1, 2), sogar mit demselben
Grad und derselben Hohe, woraus mit (130) folgendes erhalten wird :

Grad f; (za) = ng),.
— —
(131) 0 (D o (“a(xk))K" ]

hfl.(zn) = eG],E{(an } (= 1,2, m=1,2,..).

Aus der ersten Zeile von (131) folgt das Erfiillisein der Bedingung a) des Satzes iiber die
algebraische Abhidngigkeit i.a.S. zweier Funktionen. Aus der zweiten Zeile von (131), zusammen
mit (12) von Lemma 12, §2, Teil II und (34) von Lemma 3, §2, Teil II erhilt man

1 —-
(132) » , Level, ;
log 7, = log fa‘j'!_(:n) =0 (n ) (i=1, 2)

Wegen (41) von Lemma 3, §2, Teil I Tolgt aus (132) :

(Cadte (1,
logH'Ef) (n fe g i) ((}"""")Kz‘
= =9 (n =
log pn log 0 ) =12
bei pn = ——,d.h
WO Pn—IZnIP, . DL
logH? T
(133) om0’ (=12
it P ‘_i-u(iJr K (=1,2)
mi i = g) i (7 te) Ko =1,2).
Falls wir ~ ] dhlen, dass 0 < <——1— ilt, etwa p = 1 Es ist
alls wir ‘nun ¢ so wilhlen, e< Tr—yy &t oW e= g (Es is

k=K + K;+ 1>=2,dennk = 1 kann nur dann sein, wenn K, = 0, X, = 0 ist, aber in diesem
Falle reduzieren sich F; (z), F, (z) beide auf F(z) =z , wo sie nicht alpebraisch unabhingig

K aso 028t

, also = &
1K, 1<
— — ~ - — — —

(=1,2). Da 8 + 8, =(4y + A;,...), folgt ausserdem &, 4 5, < J. Damit sind alle
Voraussetzungen des Satzes iiber die alpgebraische Abhéngipgkeit i.a.8. zweier Funlktionen fiir
i (2), f, () erfiillt (Vgl. auch die Bemerkung dazu). Also es missen f; (2), f; (z) und folglich
auch Fy (2), F, (z) algebraisch abhiingig i.a.S. sein. Dies widerspricht aber der Voraussetzung des
Satzes I iiber F, (2), F, (z). Daher ist die am Anfang des Beweises gemachie Annahme, es

— - -
ia.S. sein kdnnen.), dann wird §; = (4;,...) sein mit 0= 4; <

gibe in MWir, O\ WF, ein System von £ =K, + K, + 1 linear unabhiingipen Stellen mit
gleichzeitig algebraischen Funktionswerten von F, (z) und F, (z), unhaltbar. Damit ist der
Satz 111 bewiesen.

Folgerungen aus dem Satz I :

Folgerung 1. Satz 11 oben ist offensichtlich ein Spezialfall von Satz IIT mit

FL@=pPE;g,, 8) FA)=qlz;g,,8,% i)
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Folgerung 2. Satz [ von Teil I dieser Arbeit folgt aus dem Satz IIL mit Fy(z)=0(z ; £, .82}
F, (z) = z. Damit ist cin etwas anderer (auf einer anderen Interpolationsfolge stiitzender) Be-
weis jenes Safzes gewonnen.

Folgerung 3. Nehmen wir zwei im komplexen algebraisch unabhingige @-Funktionen
mit algebri schen Invariantenpaaren g,, g, und g,*, g,* und bilden die dazu entsprechenden
p-adisch elliptischen Funktionen

@(Z 382 s o) = @(Z) und @(2 3 ge*s ga*) == @,k (2).

Dann sind §(z), f*(z) laut Eigenschaft 6 vom §1 Teil Il auch im p-adischen algebraisch
unabhéingig i.a.5. Setzen wir in Satz Il F, (z) = £(2), F, (2) = (*(2), so folgt:

N und %) kdnuen  héchstens an 2 4 2 =4 linear unahingigen Stellen von
Ea] -
WM, NV, gleichzeitig algebraische Werte annmehinen.”

Insbesondere, falls # algebraisch von mindestens drittem Grad (iber P ist, sind laut der Fol-
gerung von Eigenschaft 6, §1, Teil II, F, () = f(z), F, (2} =4 ((fFz) voneinander
algebraisch unabhéngig, so dass folgendes gilt :

- Ll
“§:z) und (0(Bz) kinnen hichstens an 4 linear unabhingigen Stellen von My MM,
gleichzeitig algebraische Werte annelunen.” !

Dicse stellen schwache p-adische Analoga zu oinem im komplexen Gebiet giiltigen
Schneiderschen Satz dar (dar (Satz 16 ([. Fassung) in Th. Schneider, Transzendente Zahlen,
S. 61).

Folgerung 4. Setzen wir F, (é) =z 84,8 ), F, (2) = €%, so sind diese Funktionen
laut Eigenschaft 7 vom §1, Teil II im p-adischen Gebiet algebraisch unabhingig i.a.S. Danach
ergibt sich aus Satz Il : “{2(z ; g. , £4) wid €™ kimmen hichstens an 2 + 1 = 3 linear unahhiin-

- L)
gigen Stellen von Dy MY WM, gleichzeitiy algebraische Werte mnehnen.”’

Auch dies stellt ein schwaches p-adisches Analogon zu einem Schneider’schen Satz Im
Komplexen dar (Satz 18 in Tu. ScHNEIDER, Transzendente Zahlen, S. 63).

Es liesse sich eine Reihe weiterer Folgerungen ziehen, falls wir fir Fi(z), F,(z) Funktio-
nenpaare aus (121) wihlen, deren Gewichte kleiner als 2 sind, Aber diese Folgerungen sind teils
bekannte (wie z, B. der MAHLER-VELDKAMPSCHE Satz im Falle F) (z) = z, F;({z) = a® und
teils schwichers Formen der bekannten Transzendenzergebnisse iiber die Werte der p-adischen
Exponentialfunktion, und wir wollen hier diese Frage nicht weiter verfolgen.
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MATEMATIK ENSTITUSU
IsTanBUL - TURKIYE

OZET

Ayni adr tagiyan I, Kismim devami olan bu galismada-gercktiginde I. Kisimda kuilanilan
fletleri de geneliestirmek surctiyle-ScHNEER'in (I, Kisimda bahsedilen) kompleks alandaki
elliptik fonksiyonlara dair transandanthk sonuglarimin p-adik alandaki zayif mukabillerini
tegkil eden diger bir takim p-adik transandantlik sonuctar: elde edilmektedir. Bu maksat igin
bir fonksiyonun ari¢metik anlamdaki cebirseilifine dair icrn [*] de verilen bir kriteryam
yerine, gene aynl galiymada verilen birden [azla fonksiyonun cebirsel baghliina dair bir
kriteryurmnun bir &zel hali kullanilmaktadir.
I de p-adik &-fonksiyonu tarif edilerck onun ve onunla ilgili bin fonksiyvonlarin biz bze-
likleri verilmekiedir.,
2 de T Kasun §2 deki biz1 yardamc: tcoremler genellestirilmektedir.
3 te evveld 1. Kmsem §3 tcki yardrmer teoremberi genellegtivilerek

q(z) = Az + plz} O, sabit, @ =+ 0
fonksiyonunun defierferi hakkinda bir teorem (Teorem IT) elde edilmektedir.
Mihayct §4 te evveld gencl bir teorem (Teorem 1V} ispatlandiktan sonra bu teoremden
SCHNEIDER'in yukarda bahsedilen sonuglarinm zayif p-adik mukabillerini tegkil eden bir sira
sonug - ¢ikardmaktadir. Daha fazia bilgi igin bu teoremlerinin ifadelerine ve Y. Kismin

girigine bakiniz.

Editor’s Note. For fecnical reasons the first part of this article will be published in the
nex{t issue.




