SUR LES LIGNES GEODESIQES
ET SUR CELLES DE DARBOUX

F. SemiN

Efant donnée une suvlace de révohnion, on a tout le long d'unc ligne de Darnoux de celle-ci ©
[ —;) weos! @ = C¥, ot r, ; sont les courbures principales, u le rayon du paralléle et g
I'angle entre Ja ligne de Danpoux et la méridicnne. Sur un hyperboloide de révolution 4 une
nappe le birzpport (P P*, PB, PD, PG) resic Je méme tout le long d'une igne de Darnoux e
P P’, PD sont tangents au paralléle et A la ligne de Darpoux en un point Pde celle-ci; PG et
PR étant respectivement 'une des génératrices et 'une des bissectrices de I'angle OPG. Etant
donnée une surface régide mimima, on a tout le long d'une géedésique de ccllo-ci:
R(l — sin 28) = C'®, o0 R est T'un des rayons de courbure principale, 8 étant Pangle que fait
la géodésique avec 'une des directions principales. Pour une ligne de Dasgpoux de la
méme surfuce, celte relation prend [a forme: r (cos? g — sind @)? = C€, o r est P'une des
courbures principales. 8i les angles sont comptés & partir de la génératl:i_C_G_recliH_gne, de la
méme  surface, ces deux relations deviennent respeclivement: V’— Kfsin? g = cte et
V —K sin? p (3—2sin?g)? = C'%, 00 £ est la courbure tolale. On démontre gue
I'intégration de I'é¢guation dillérentielle des lignes de DawvBoux se rameéne a des guadratures
dans les cas d’une surface de réyolution, d’une surface minima réglée et d'un hélicoide

dévcloppable,

1. Intreduction. On sait que si une géodésique d’une surface de révolution coupe la mé-
ridienne en un point régulier £ sous un angle £, on a alors lout 1e long de cette géodésique

(t.n usin f = A= Cte,

ol u désigne te rayon du paralléle en 2. Clest le thégréme bien connu de Crairaur ['}.

On sait également que ce théoréme est un cas particulier d’'un théoréme plus général con-
cernant les surfaces de LioUViLLE, c'est-d-dire les surfaces pour lesquelles I'élément liné-
aire a la forme [

2.1 ds® = [UQ) 4 V()] (du® -+ c.fv"’).

Le théoréme en question consiste en ceci ;

Si une géodésique d'une surface de LiouviLLE coupe une courbe coordonnée v = Cl€
en un point régulier P sous un angle 4, on a alors tout le long de cette géodésique

3G.0 U sin® §— V() cos® f = B = CI€,
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Les relations (1.1) et (3.1) constiluent en quelque sorte des intégrales premiéres pour les
géodésiques des surfaces correspondantes, En effet, on déduit aisément de ces relations que ’ob-
tention des géodésiques des surfaces en question se raméne & des quadratures. On trouve effec-

tivement

(4.1)

pour une surface de révolution, et

(6.1

pour une surface de LiouviLLE.

Dans ce qui suit, nons allons étendre ces relations a4 d’aulres surfaces, et pour les lignes

v=ce¢A wdﬁu' =41
v — At

/(i) désignant la cote d’un point)

T dv _ du o
_/\/V(I’)""B = _/ VU@ —B ' r=t

géodésiques et pour les lignes de Dampoux (les lignes le long desquelles les sphéres

osculatrices sont tangentes a la surface). Cect vas nous pzrmetire de ramener 4 des quadra-
tures I’intégration de 1’équation différentielle des lignes de Darsoux d’une surface de révolu-

tion [*], d'une surface minima réglée, et d’un hélicoide développable [*].

L’équation différentielle des lignes de Darpoux d’une surface est en général du second
ordre [¥;357]. Rappelons qu’elle n’a été intégrée jusqu’a présent que dans les cas suivants: E

a) Cyclide et quadrique (DarBoux, 1871) [°].

. b) Cylindre quelconque (SANTALO, 1945; Semin, 1952) [*; %],
¢} Cone quelconque (SANTALO 1947 ; SEmin, 1952)[7;9].
d) Surlace de révolution (SEMmiN, 1952)[¥].
¢) Hélicoide développable (Semin, 1962) [*].

A cette liste assez courfe nous ajoutons par le présent travail le cas d’une surface minima réglée
et nous traitons en entier celui de I’hélicoide développable qui n'a été présenté que sous la for-
me d’une courie communication au Congrés de Stockgorm en 1962 [].

2. Surface de révolution. Supposons qu’une surface de révolution & soit rapportée & ses

lignes de courbure, v — C!¢ désignant les méridiennes. r et 7 représentant les courbures
principales en un point régulier P de S, sil’on appelle

les dérivées invariantes [%] d’une fonction scalaire ou vectorielle de point f,dans les directions
respectives des lignes de courbure ef dans une direction quelcongue, notre surface de révolution
sera caractérisée par[?; 142]

(1.2)

fo fur £,

ry =0, F,=0

sur toute la surface.
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Si donc on appelle ¢ I'angle que fait une ligne de Darsoux[?, 352] € de la surface de
révolution avec la méridienne en un point régulier P, et si 'on fait usage des relations (1.2),
la dérivée invariante ¢, de ¢ dans la dircction C sera donnée par ["; 367]

e TucOSTE
2.2 iy (r—r)sing !

cos ¢ = 0 donnant les paralléles.

La relation {2.2) peut s’écrire

¥y —

— LTt 1
cos @ = 7 cos g -| COS ¢ .

ry ¥
3.2 g g g = Y- T—7)

¥ —F}

Si d*autre part g et g sont les courbures géodésiques des méridiennes et des paralléles,on
a évidemment
g2=0

sur toute la surface et la deuxiéme formule de Conazzi [**, 179] peut s’éerire dans ce cas sous
la forme

4.2) Fi=(@F—F)
oul?¥; 176, 1771

=3l

(5.2) g =(LogVG),,

G étant le troisiégme coefficient de la premiére forme foirdamentale. Si la surface de révolution
est définie par rapport & un systéme d’axes de coordonées orthogonales par les équations

6.2} Xy = Hucos ¥, xp =pgsinv, x; = (),
1

de sorte que les lignes coordonées soient les lignes de courbure, v = CU€ désignant les méridiennes,
on aura

(7.2} G =u, avec G, =0.

Ceci éfant, (3.2) peut s’écrire & I'aide des formules (4.2}, (5.2) et (7.2)

ry

8.2 ig ¢ @, == E!I-{!T:—Fj cos ¢ - —;(Log VG ), cosp.
Comme pour une fonction scalaire ou vectorielle de point f on a [?]
fi=ficosqg + f,sing,
si I'on prend eu considération les relations (1.2} et (7.2), (8.2} prend la forme
—{Logjcos® ¢ |, = {Log|r—7 |}, + (LogVG),,

et en l'intégrant on obtient
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w(r—7)cos? p = q = Cle,
On peut donc énoncer le théoréme suivant:
THEOREME (1,2) Etant donnée une ligne de DAaRBoUX C d’une surface de révalution,

si l'on appelle ¢ Pangle que forme C avec une méridienne en un point végulier P, u le rayon du
paralléle passant par P, r et 7 les valeurs des courbures principales en P, on a tont le long de C

(5.2) u{r —p)cos® ¢ = a = CHe,

Remarque (1.2). Le tore, le cone de révolution et le cylindre de révolution étant des cas
particuliers des cyclides de Dupin, les lignes de DarBoux de ces surfaces doivent former des
familles isogonales avec les lignes de courbure [*,367] ce que I'on peut vérifier aisément a
Paide de la relation preécédente. En effet :

Cas du tore. Dans ce cas la méridienne est une circonférence de rayon

Rg_i_zctc.
r

Soient alors P un point quelconque de ceite méridienne, @ son centre, ¢ le point ol la
normale en P A la surface coupe I'axe, 4 la distance fixe de @ & I'axe. Comme

PQ =R,

on tire facilement des triangles rectangles semblables

PO u
=tz = T
0op. 4
¢’ est - & - dire
ﬁ ¥ o

R—R r—v+ o
ou bien
w(y —7) = dr = Cte,
(9.2) donne alors
cos® g = A,
dr
autrement dit
g = Cle,

Cas du cone de révolution. La méridienne étant une dreite, on a

r=1aQ, ]?:-;—, RBeosx =un,

« étant le demi-angle au sommet. (9.2) devient alors
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a
cos %"

cos' g = —

c’est - a - dire

@ = cle,

Cas du cylindre de révelution. 1l suffit de prendre a4 = 0 dans le calcul précédent.

Remarque (2.2). Rappelons que les lignes de Darsoux des cOnes et des cylindres de
révolution sont [, 364} des hélices, ce qui est évident ici.

Remarque 3.2, D’aprés (9.2) 'angle ¢ dépend de u seulement :

tgp=v.
D’autre part (6.2) donne
wp(cr)mtg¢s\/gd_".:4_uu_" ﬂ_
Ede  JIX[f @) du

d’of
|
V= f v () — VIt L@ du.

On voit donc que :

Lintégration de Péquarion différentielle des lignes de DARBoUX o une surface de révolu-
tion se raméne 4 des quadrarures [*, 381].

3. Quadrique de révolution. Si la surface de révolution est une quadrique, on a alors
{',415].

(£.3) b7® =7, b=Cle,

(2.2} s'écrit dans ce cas

b?’l‘l
—gg g = T—ppe c08%,

ou en l'intégrant

(- br¥cos? ¢ = Cte
et d’aprés (1.3)

2.3) (: -J;) cos? ¢ = Cle,

On obtient en le comparant avec (9.2}
(3.3) Fucosp = Cle,

Dans le cas d’un hyperboloide de révolution & une nappe, la relation (2.3) est susceptible
d’une interprétation géométrique que nons allons expliciter, L’angle w que forme une géné-

ratrice rectiligne avec la méridienne est donné d’aprés la formule d’Eurer

g, = rcos®x + 7sin®x,
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ol g, estla courbure normale correspondant & la direction = formée avec la méridienne, par

“.3) tg?w = —

ﬁ\[ﬁ

A 'aide de (4.3), (2.3) prend alors [a forme

cos @
cos

(5.3) = Cle.

Sur un hyperboloide de révoluiion 4 une nappe, soit € une ligne de Darpoux de celui-ci,
et en un point P de € considerons la tangente PD 4 C, la génératrice rectiligne PG, la tan-
gente A la méridienne PM, et la tangente au paralléle PP’. La relation (5.3) se traduit alors
par le théoréme suivant:

THEOREME (1.3). Efant donné un hyperbolotde de révolution & une nappe et une ligne C
de DARBOUX de celui-ci, le rapport anharmonigue des quatre droites

Cos ¢

(PP', PB, PD, PG) =+ o5’

&=:+1)

P
ofi PB est Pune des bissectrices de 'angle DPG, est constant fout le fong de C.

4, Surface minima de révolution., Comme dans ce cas

(1.4) rtF—0,

(2.2) peut s'écrire

ce qui donne en lintégrant

2.4 r cos” @ = Cte,
Or si 'on se sert de (1.4), (9,2) se réduit dans ce cas 4

(3.4) 2ureos’ ¢ = Cte,

On déduit alors de (2.4) et de (3.4)

@4 LS9 _ e,

u
Remarquoens en passant que la comparaison des relations (3.4) et (4.4} donne
5.4) ru® = Cle,
Si I’on interpréte géométriquement cette derniére égalité, on voit facilement que: la pro-
jection orthogonale du rayon du paralléle passant par P sur la normale 4 la surface en P est

constante, quel que soit le point P sur €, ce qui est évident & priori puisque la méridienne est
une chainette.




SUR LIS LIGNES DE DARBOUX 173

5. Surface minima réglée. Si la surface est rapportée & ses lignes de courbure, on a tout
d’abord

(1.5) r4+r=0,

La condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit réglée est que I'une des familles des
asymptotiques soit coustituée de lignes droites. Si donc on prend en considération la formule
de LiouviLLe ['?, 01}

(2.5) §F=f+gcosf+gsinf

ol g, 7 sont les courbures géodésiques des lignes de courbure, g étant celle d'une courbe quet-
conque tracée sur ia surface et faisant un angle § avec la ligne de courbure v = Ct¢, #, repré-
sentant sa dérivée invariante dans ia direction £ ; pour

f==al4

par exemple, la courbure géodeésique correspondante g doit s'annuler identiquement, ce qui
donnera

(3.5 g+e=0
Les formules de Copazzr ['°, 179] s’écrivent alors en se servant de (1.5) et de (3.5)
(4.5) ry =2rg, ¥y = - 2rg
ce qui donnera a l'aide de (1.5)
(5.5) ry=—F =ry,= — Fy

Le cas des géodésigmes. D’apres (2.5) et (3.5), nous avons le long d’une géodésique quel-
conque
B+ gGing—cosf)=0,

ou bien si 'on prend en considération (4.3), (5,3) et [2, 179}

cos # + sin # i . rocos 84 Fosinf 7,
= inf) = ——m/———=+—=,
sm fi - cos ;§ By 2r (cos § + sin f) 27 2%
c’est-a-dire en intégrant
(6.5) r = r = A = (Cte,

(sinf—cosf)? = l—sin2}

On en déduit :

THEOREME. (1.5). Etant donnée une surface réglée minima, si f représente P'angle que fait
wne géodésiqne avce la divection principale v = Cre, on a alovs tour le long de cette géodésique

R(l —sin27%) = Cte,

oit R est Pun des rayons de convbare principale
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Remarque (1.5). Comme les génératrices rectilignes d'une surface réglée minima font un
angle de 45° avec les directions principales, si I'on pose

f=(n/4)+ 8,
on aura
sin 23 = cos 2§,

et la formule {6.5) prendra la forme

¥ LA,
2sin®
ou bien
‘/__K —24—A—Cle.

K désignant la courbure totale,

Il suit de 14 que:

THEOREME (2.5). Etant donnée - une surface réglée minima, si j désigne Pangle que
fait une géodésique avec la génératice rectiligne, on aura alors towt le long de cette géodésique

(7.5) V—Kjsin®f=Cte =4,
oit K est la courbure rotale.

Si I'on définit la surface réglée minima, & parlir de sa ligne de striction prise comme le
troisiéme axe de coordonndées, par

(8.5) X, =neosy, Xx,=usiny, x;=hy,

on h est une constante qui peut &tre considérée comme positive. On peut d’abord remarquer
que le paramétre de distribution p de la surface est égal & /. On sait d’autre part que {'?, 170

i

En se servant de (8.5) et de (9.5), la relation (7.5) fournit alors

sV k du

dy =
Vit + it \/A(,,!Jrhﬂ)_h

c’est - & - dire

V:<8\/h—f di’ )-1-th,
Vit 4 ar \/A (® + 0 —h

qui peut &tre évidemment obtenu directement.
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Le cas des lignes de DarBoux. Si ¢ désigne I'angle d’une ligne de DARrRBoux avec la

premiére direction principale, la dérivée invariante ¢, de ¢ dans la direction de la ligne
de DarBoux sera donnée [®,367] d’aprés (5.5) par :

~cos’ ¢ —sin' ¢

=1 -
1 Y6+ cos ¢ sin @
qui peut s'écrire
6 cos @ sin @ (€08 o + sin @) F, (cos @ 1 sim ) rycos @ + r, sing I
— . = L py=—= 4o TR F
cos® p — sind g ’ e r 7o 4 r r

et en lintégrant
r(cos® ¢ —sin® ¢)* = Cle = 8

ou rest une des courbures principales.

On voit donc que:

THEOREME (3.5) Erant donnée une surface réglée minima, si ¢ désigne Uangle que fait
unte ligne de DARBoUX avee fa direction principale v = Cte, on a alors tout le long de cette ligne

(10.5) r (cos® ¢ —sin® @) = Cle = B,

oir r est le vayon de courbure principale correspondant & v = Cte.

De la méme maniére que précédemment, si ¢ désigne 'angle que fait une ligne de DarRBOUX
avec la génératrice rectiligne, on aura )

Fi 4 + _
;o= 0l
¢ 4 ¥,
et la refation (10.5) prendra la forme
V— K [sin ¢ 3 — 2sin* )] = Cle = B.
On peut en déduire que :

THEOREME (4.5). Etant donnée une surface minima réglée, si ¢ représente Pangle que
Sait une ligne de DARBOUX avec la génératrice rectiligne, on aura alors fout le long de cette ligne

(11.5) V— K [sin § 3 —2sin? @] =B = Cle, o1 B>0.

Ce dernier théoréme fournii & son four [e suivant :

THEOREME (5.5). Lintégration de Péquation différentielle des lignes de DARBOUX
dlune surfoce réglée minima se raméne d des quadratures. ‘

i I T T T
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En effet, Ia représentation (9.5) donne immédiatement
E=1 F=0 G=u*+h,

ot £, F, G sont les coefficients de Ia premiére forme fondamentale. On oura alors

=y sy dv
(12.5) te g — VG = Vi + 4 pt
L’égalité (11.5) fournit grice & (9.5)
N IR <o
(135 1t - hE = 7 sin® ¢ (3 — 2sin® ¢)?,

qui donne & son tour par différentiation

e Pa? i0? o
it = 3VL R — (3 —2sin’® @) (Ir.:Zsm @) aq.
B Vsin®¢ (3 —2Zsin? g)’ — AR

(12.5) s’écrit alors

J— in®e
dv = Jesin g ——= ! ZSl‘I‘l'rp dy, s=41,
Vsin? ¢ (3—2sin® ¢)' —h B
d'on
' . s
u® :_E [sin* ¢ (3 — 2sin®* ) — & B]
(14.5)

e
v:(3s sin @ (1 7231[1 @) : df,ﬁ)—i—CtB,s::j:l
Vsin? g (3 — 2sin®* ¢ — i B

qui définissent les lignes de Darzoux d’une surface minima réglée.
6. Hdélicoide développable. Considérons une surface développable définie par
¥ G, v) = x(u) -+ va, ()
ot x = x (i) représente I"aréte de rebroussement C, tandis que u et a, (), (p =1, 2, 3) désignent

respectivement ’arc de I’aréte de rebroussement et les vecteurs unitaires du tridgdre de Frener
de C.

Pour trouver I'équation différentielle des lignes de DarBoux de cette surface, appliquons
la formule {?, 357; (2-3)]

857 — 3ag-y) (Log vy 7y = 0

ot la dérivation s’effectue par rapport & ’arc &, On trouve alors
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L+ v\
1‘{_( F_"i"i) :‘27
3

(1.6) LOg'—_—,‘ ETE]
(%)

ol g et = sont respectivement la courbure et la torsion de C.

1
y

’

Si I’on pose

. T
2.6) livv' —tEe, k=,
(1.6) s’écrit
1
3.6) [Log ks g|]" =— -

ol  est I'angle formé par une ligne de DARBoux avec la génératrice rectiligne.

Si 'on désigne par

Ia dérivation effectuée par rapport & p, (3.6) pcut se metrc sous la forme

1
(4.6) [Log| & sin® gl g = ——.

i1

On tire d’autre part de (2.6)

tggp— — 2V
BT [
qui donne :
1
(5.6) g = i (pvcotge—1).

En égalant jcs valeurs de ¢ données par (4.6) et (5.6) ¢t en posant

1
ML
v
on obtient
(6.6) !Jr—-—wt—’_-— t —p =0
; [Log |k sin® ¢|]” Eg—e—4.

Supposons maintenant que la surface développable soit un hélicoide développable, c’est-a-
dire gu’elle soit engendrée par les tangentes 4 une hélice circufaire. Dans ce cas
T
p=0Cte, k= — =Cle,
g
et (6.6) devient

(1.6) (tsinfg + gcos®g) =0,
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En P'intégrant et en désignant par C, ¢ la constante d’intégration, (7.6) nous fournit

. -]—ﬂg C, —cost
v sin® g '
ou bien
sin® ¢
8.6 =R—.
9 Y C—cos® ¢

Si Pon fait usage de (8.6), (4.6) donne alors

(9.6) (BRfsm q“os"‘;d )+C2.

i — cos?

Les deux égafités (8.6) et (9.6) définissent alors les lignes de DarRBoux de I'hélicoide dé-
veppobie. D’oli :

THEOREME (1.6). Lintégration de I'équation d'ifférentielle des lignes de DARBOUX
d'un hélicoide développable se raméne d des quadratures [*,146] .

BIBLIOGRAPHIE
[1] Crazmaut, A.C. : Mémoires Acad. Paris (pour £733, 1735}, 86.
1?] LiouviLig, J. : Jourmn. Matheé,, 11, 345, (1846):
[3] Seain, F. . On DarBOUX lines, Tst, Unlv, Fen Fak, Mec. Serd A, 17 ,351-383, (1952),
[1]  Semin, F. : Lignes de DARROUX des hélicoides développables, Abstract of Short Coemmumica-

tions, Ini. Congress of Mathematiciuns, StockHoLM, (1962).

[4} Darsoux, G. : Des courbes tracdes sur e surface et dowt la splhére oscudatrice est tangente en chaque
point & la surfice, Comptes Rendus (Paris), 73, 732 (1871}.

[5] S.-\NT.-\L(S, L. A, 1 Superficies cityas curvas D son geodesicas o Trayectorias isogondales de las lineas de
curvafure, Universidad National Del Litoral, 5, 255, {1945).

{711 SanTaLd, L, A 1 Curvas D sobre conos, Mathemsticae Noiae, I. 4, 179 (1947).

{3} Semin, T, 1 Notes sir les dérivées invariantes, Tst. Univ. Fen Fak. Mec., Seri A, 19, 175-179,
(1954),

[9% BrLascHEE, W. * & Vorlesungen iiber Dilferentialgeomelrie, ¥, JULiUus Sraincir, Beroin, (1945).

[t0] Semin, F, 2 Géndralisation de guelgies formules relatives & Ia théorie des surfuces, Tst. Un.[v‘

Ten Fak., Mec., Seri A, 20, §73-180, (1955).
{1] Darsoux, G. : Legons sur le théorie générale des surfaces TI, GauTHIER - ViLLARS, Paris, (1915).

it?] Seain, T : Ou an extension of LIOUVILLE s farmmde, Tst, Univ, Ten Tak, Mec,, Seri A, 20,
91-94, (1955),

[*] WiLmore, T. J. : An Introduction to Dilferential Geometry, CLARENDON Press, Oxrorp, (1964},

istanpur UnivERSiTESt ( Manusrif regu le 12 décembre 1970)
MATEMATIX ENsTiTUSU
isTanBUL - TURKiYE




SUR LES LIGNEs DE DARBOUX

OZET

Bir donel yiizey verildifine gore, bunun bir Dareoux ¢izgisi boyunca : (rﬁr") weosd g =
siibitlir ; bu bagmtidaki P,; asal egrifikleri, » paralclin yarigcapim ve ¢ de meridyenle
DARBGUX cizpisi arasindaki agiyi poslermcktedir, Bir yaygilt bir ddnel hiperboloidin bir
TrarBOUN ¢izgisi boyunca (P P, PR, PD, PG) gifte oram sabittir ; burada P P’ ve PD enlem
gemberj ile DARBOUX ¢izgisinin bir P orlak nokfasindoki tefietleri, PG ve PB de sirasiyle
anadoBrularden biri ve DPG acisimn agortaylanindan biridir. Bir minima regle yiizeyin
bir peodezigi boyunca: R {1 —sin 2 g) = sibittir ; bu bagintida, R asal efrilik yartgap-
lanindan biri, # de geodezikle asal dogroltulardan biri arasindaki agidir. Aymr ylizeyin bir
Darboux gizgisi igin bu bafint r (cos? ¢ — sin? p)}? = sibit ycklini alir ; burada r asal
egriliklerden biridir, Bger aqular, anadofrudan itibaren heraplanucak olarsa, bu son iki
baginti sirasiyvle \/j/ﬁmz E = sibit ve \/’j sin? 9? {3 — 2sin? q_:)“= sébit gekline girer;
bu bagntdardaki K da Gauss efrififini pOstermekiedir. Donel yilizey, minima regle
yiizey ve agilabilir helikeid ballerinde Darpoux gizgilerinin diferansiyel denkleminin
integrasyonu kuvadratiirlere irca olunur.
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