
SUR LES LIGNES GÉODÉSIQES 
ET SUR CELLES DE DARBOUX 

F . ÇEMiN 

Éianl donnée une surface de révolulion, on a tout le long d'une ligne de D A R R O U X de celle-ci : 
(r — r) u cos" ip =• C t e , oft r, >• sont les courbures principales, u le rayon du parallèle el ç> 
l'angle entre la ligne de D A U B O U X el la méridienne. Sur un hyperboloïde de révolution à une 
nappe le birapporl (_P P', PB, PD, PG) resie le même tout le long d'une ligne de D A I I H O U X O Ù 

P P', PD sont tangents au parallèle et à la ligne de D A R B O U X en un point P de celle-ci; PG et 
PB Étant respectivement l'une des génératrices et l'une des bissectrices de l'angle DPG, Étant 
donnée une surface réglée mínima, on a tout le long d'une géodésique de celle-ci : 
R(l —sin2p) = C t e , où R est l'un des rayons de courbure principale, p étant l'angle que fait 
la géodésique avec l'une des directions principales. Pour une ligne de D A R H O U X de la 
même surface, cette relation prend la forme; r (cos:' 7» — sîu* = C i c , où r est l'une des 
courbures principales' Si les angles sont comptés ù partir de la génératrice rectiiigne de la 
même surface, ces deux relations deviennent respectivement: 

V — K sin'- 'p (3 — 2 sin 2 y ) 1 - — C l e , o ù . A ' est la courbure totale. On démontre que 
l'intégration de l'équation différentielle des lignes de D A U B O U X se ramène à des quadratures 
dans les cas d'une surface de révolution, d'une surface m i ni ma réglée et d'un hélicoïdc 

1. Introduction. On sait que si une géodésique d'une surface de révolution coupe la mé­
ridienne en un point régulier P sous un angle p, on a alors lout le long de cette géodésique 

où u désigne te rayon du parallèle en P. C'est le théorème bien connu de CLAIRAUT [ ' ] . 

On sait également que ce théorème est un cas particulier d'un théorème plus général con­
cernant les surfaces de LIOUVILLE, c'est-à-dire les surfaces pour lesquelles l'élément liné­
aire a la forme [*] 

Le théorème en question consiste en ceci : 

Si une géodésique d'une surface de LLOUVÎLLE coupe une courbe coordonnée v = C t e 

en un point régulier P sous un angle fi, on a alors tout le long de cette géodésique 

dévcloppablc. 

(¡.1) // sin fi = A = C t e , 

(2.1) cfs2 = [U(u) + V(v)] (du' - I - dv*). 

(3.1) £/(«) sin 1 p — V{v) cos1 (S^B = C£e. 
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Les relations (1.1) et (3.1) constituent en quelque sorte des intégrales premières pour les 
géodésiques des surfaces correspondantes. En effet, on déduit aisément de ces relations que l'ob­
tention des géodésiques des surfaces en question se ramène à des quadratures. On trouve effec­
tivement 

( 4 . 1 ) v = *A f ^ + du, , = ± 1 

J il \j u' — A1 

(/(«) désignant la cote d'un point) 

pour une surface de révolution, et 

f dv i' du 
(5.1) / -r- = » / •—• . * = ± 1 

pour une surface de LiouVILLE. 

Dans ce qui suit, nons allons étendre ces relations à d'autres surfaces, et pour les lignes 
géodésiques et pour les lignes de DARBOUX (les lignes le long desquelles les sphères 
osculatriscs sont tangentes à la surface). Ceci vas nous permettre de ramener à des quadra­
tures l'intégration de l'équation différentielle des lignes de DARBOUX d'une surface de révolu­
tion [ 3 ] , d'une surface minima réglée, et d'un héîicoïde développable [*]. 

L'équation différentielle des lignes de DARBOUX d'une surface est en général du second 
ordre [A ; 357] . Rappelons qu'elle n'a été intégrée jusqu'à présent que dans les cas suivants: 

a) Cyclide et quadrique (DARBOUX, 1871) [ S ] . 

. b) Cylindre quelconque (SANTALÔ, 1945 ; §EM!N, 1952) [" ; * ] . 

c) Cône quelconque (SANTALÔ 1 9 4 7 ; §EMÎN, 1952) [ T ; A ] . 

d) Surlace de révolution (SEMIN, 1952) [ " ] . 

e) Hélicoïdc développable (SEMIN, 1962) [ ' ] . 

A cette liste assez courte nous ajoutons par le présent travail le cas d'une surface minima réglée 
et nous traitons en entier celui de l'hélicoïde développable qui n'a été présenté que sous la for­
me d'une courte communication au Congrès de STOCKHOLM en 1962 

2. Surface de révolution. Supposons qu'une surface de révolution S soit rapportée à ses 
lignes de courbure, v = C* e désignant les méridiennes, r et F représentant les courbures 
principales en un point régulier P de S, si l'on appelle 

f, u /, 

les dérivées invariantes [8J d'une fonction scalaire ou vectorielle de point / dans les directions 
respectives des lignes de courbure et dans une direction quelconque, notre surface de révolution 
sera caractérisée pa r [ 9 ; 142] 

(1.2) rt = 0, f2 = 0 

sur toute la surface. 
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Si donc on appelle <p l'angle que fait une ligne de D A R B O U X [ \ 352] C de la surface de 
révolution avec la méridienne en un point régulier P, et si l'on fait usage des relations (1.2), 
la dérivée invariante ç>, de y dans la direction C sera donnée par [" ; 367] 

(2.2) 9», = — — .—- > 
3 (r — r)sinç< 

cos 'i> = ' 0 donnant les parallèles. 

La relation (2.2) peut s'écrire 

(3.2) tg 9 9 l - ^ — ) cos v = ^ ~ ^ } cos 9 -1 cos 9 . 

Si d'autre part g et g sont les courbures géodésiques des méridiennes et des parallèles.on 
a évidemment 

g = 0 

sur toute la surface et la deuxième formule de CODAZZI [ l f l , 179] peut s'écrire dans ce cas sous 
la forme 

(4.2) r, = (r — r) g , 

o ù [ 8 ; 1 7 6 , 1 7 7 ] 

(5.2) g = (Log\/G)LT 

G étant le troisième coefficient de la première forme fondamentale. Si la surface de révolution 
est définie par rapport à un système d'axes de coordonnes orthogonales par les équations 

(6.2) .Vj — (/cos y, x.2 = u sin v, x3 =/(//), 

de sorte que les lignes coordonées soient les lignes de courbure, v = C t e désignant les méridiennes, 
on aura 

(7.2) G = u1, avec G2 = 0. 

Ceci étant, (3.2) peut s'écrire à l'aide des formules (4.2), (5.2) et (7.2) 

(8.2) tg 9' -p, = ^ r _ T - ' j c o s 9» + (Log v'G \ cos y . 

Comme pour une fonction scalaire ou vectorielle de point / on a [ a ] 

si l'on prend eu considération les relations (1.2) et (7.2), (8.2) prend la forme 

— { Log | cos3 ? ! } , = { Log | r — f | } , + (Log \ J G ) , , 

et en l'intégrant on obtient 
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u (r — r) cos3 <p = a = C t e . 

On peut donc énoncer le théorème suivant: 

THÉORÈME (1.2) Étant donnée une ligne de DARBOUX C d'une surface de révolution, 
si fon appelle y V angle que forme C avec une méridienne en un point régulier P, u le rayon du 
parallèle passant par P, r et r les valeurs des courbures principales en P, on a tout le long de C 

(9.2) u (r — r ) cos3 ? = a = C » . 

Remarque (t.2). Le tore, le cône de révolution et le cylindre de révolution étant des cas 
particuliers des cyclides de DUPIN, les lignes de DARBOUX de ces surfaces doivent former des 
familles isogonales avec les lignes de courbure [ s ,367] ce que l'on peut vérifier aisément à 
l'aide de la relation preécédente. En effet : 

Cas du tore. Dans ce cas la méridienne est une circonférence de rayon 

R=-L= Cte. 
r 

Soient alors P un point quelconque de celte méridienne, O son centre, Q ie point où la 
normale en P à la surface coupe l'axe, d la distance fixe de O à J'axe. Comme 

PQ = R. 

on tire facilement des triangles rectangles semblables 

OQ. d ' 

c' est - à - dire 

^_R r u 
R—R= r — r ~ d ' 

ou bien 
w(r—r) - dr = Cte 

(9.2) donne alors 

s a 

cos g? = —r~ ' dr 
autrement dit 

<!> = Cte. 

Cas du cône de révolution. La méridienne étant une droite, on a 

;• = 0, R = ~ , R cos 3. = u , 
r 

« étant le demi-angle au sommet. (9.2) devient alors 
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3 ° 
cos <y — — -—-— , cos x 

c'est - à - dire 
9* = Cte. 

Cas du cylindre de révolution. I l surfit de prendre a = 0 dans le calcul précédent. 
Remarque (2.2). Rappelons que les lignes de DARBOUX des cônes et des cylindres de 

révolution sont [ 3 , 364} des hélices, ce qui est évident ici. 

Remarque 3,2. D'après (9.2) l'angle </> dépend de u seulement : 

tg y = y> (w) . 
D'autre part (6.2) donne 

d'où 

V E du y/î + y du 

v = I V (H) - ~ v ' i + [ / ' ( » ) ] T du . 

On voit donc que : 

U intégration de /'équation différentielle des lignes de DARBOUX dUme surface de révolu­
tion se ramène à des quadratures [", 381]. 

3. Quadrique de révolution. Si la surface de révolution est une quadrique, on a alors 
[",415]. 

(1.3) br3=r, b = Cte. 

(2.2) s'écrit dans ce cas 

brfi 

~ t g v = l - brl C°S V ' 

ou en l'intégrant 

(1 - ô r ^ c o s " v = Cte 
et d'après (1.3) 

(2.3) - . ~ ) c o s > = C t e . 

On obtient en le comparant avec (9.2) 

(3.3) r u cos (p = Cte _ 

Dans le cas d'un hyperboloïde de révolution à une nappe, la relation (2.3) est susceptible 
d'une interprétation géométrique que nons allons expliciter. L'angle ip que forme une géné­
ratrice rectiligne avec la méridienne est donné d'après la formule d ' E u L E R 

Q,_ = rcos2 x -f- r sin s * , 
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où Q„ est la courbure normale correspondant à la direction % formée avec la méridienne, par 

(4.3) tg 3 v = — 4- • 
r 

A l'aide de (4.3), (2,3) prend alors la forme 

(5.3) S £ ^ = C t e . 
cos y 

Sur un hyperboloïde de révolution à une nappe, soit C une ligne de DARBOUX de celui-ci, 
et en un point P de C considérons la tangente PD à C, la génératrice rectiligne PG, la tan­
gente à la méridienne PM, et la tangente au parallèle P P'. La relation (5.3) se traduit alors 
par le théorème suivant: 

THÉORÈME (1.3), Étant donné un hyperboloïde de révolution à une nappa et une ligne C 
de DARBOUX de celui-ci, le rapport anharmonique des quatre droites 

(PP', PB, PD, PG) = a , (e - + 1) 
COS if> 

où PB est l'une des bissectrices de Vangle DPG, est constant tout le long de C. 

4. Surface minima de révolution. Comme dans ce cas 

(1.4) r + r =• 0, 

(2.2) peut s'écrire 

6 tg rp y, = cos -p , 

ce qui donne en l'intégrant 

(2.4) r cosn 9» == Cte, 

Or si l'on se sert de (¡.4), (9,2) se réduit dans ce cas à 

(3.4) 2urœs" <? = Cte . 

On déduit alors de (2.4) et de (3.4) 

COS8 <l> 
(4.4) V = Cte. v 1 u 

Remarquons en passant que la comparaison des relations (3.4) et (4.4) donne 

(5.4) r ; / ! = Cte. 

Si l'on interprète géométriquement cette dernière égalité, on voit facilement que: la pro­
jection orthogonale du rayon du parallèle passant par P sur la normale à la surface en P est 
constante, quel que soit le point P sur C, ce qui est évident à priori puisque la méridienne est 
une chaînette. 
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5, Surface minima réglée. Si la surface est rapportée à ses lignes de courbure, on a tout 
d'abord 

(1.5) r + f = 0. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'elle soit réglée est que l'une des familles des 
asymptotiques soit constituée de lignes di'oites. Si donc on prend en considération la formule 
de LIOUVÏLLE [ 1 i , 91 ] 

(2.5) g = fil+g cos fi + g sin fi 

°ù "> g sont les courbures géodésiques des lignes de courbure, g étant celle d'une courbe quel­
conque tracée sur ia surface et faisant un angle fi avec la ligne de courbure v = Cte, fit repré­
sentant sa dérivée invariante dans la direction fi ; pour 

fi = njA 

par exemple, la courbure géodésique correspondante g doit s'annuler identiquement, ce qui 
donnera 

(3.5) g + g=o. 

Les formules de CODAZZI [ i o , 179] s'écrivent alors en se servant de (1.5) et de (3.5) 

(4.5) r2 = 2rg, fi=~ 2rg 

ce qui donnera à l'aide de (1.5) 

(5.5) i\ = ~fl = rt= - f2. 

Le cas des géodésiques. D'après (2.5) et (3.5), nous avons le long d'une géodésique quel­
conque 

A + g (sin ? — cos fi) = 0, 

ou bien si l'on prend en considération (4.3), (5,3) et [ s , 179] 

cos 8 + sin S fL. . , . 0. fl cos H + r2 sin ft r : — — — i l = —-1- (cos S + sm S) = • - = —î , 
sm fi — cos fi " 2f 1 2f 2f 

c'est-à-dire en intégrant 

( 6 - 5 ) (sin/? — cos/?)* = 1—sin2.i ^ A ~ C t & m 

On en déduit : 

THÉORÈME (1.5). Etant donnée une surface réglée minima, si fi représente Vangle que fait 
une géodésique avce la direction principale v = Cte, on a alors tout le long de cette géodésique 

R(l — sin 21) = Cte 

où R est Vun des rayons de courbure principale 
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Remarque (1.5). Comme Ies generatrices rectiíignes d'une surface réglée minima font un 
angle de 45° avec les directions principales, si l'on pose 

on aura 
sin 1) = cos 2ß , 

et la formule (6.5) prendra la forme 

2 sin" ß 
ou bien 

^2A=À=0e. 
sin'/J 

K désignant la courbure totale, 

I l suit de là que : 

THÉORÈME (2.5). Étant donnée une surface réglée minima, si ß désigne ('angle que 
fait une géodésique avec la génératice rectiligne, on aura alors tout le long de cette géodésique 

(7.5) yf^Kl&in' ß = Cte = Ä , 

où K est la courbure totale. 

Si l'on définit la surface réglée minima, à partir de sa ligne de striction prise comme le 
troisième axe de coordonnées, par 

(8.5) x, = // eos i ' , x 2 = u sin v, xt =•• hv, 

.où h est une constante qui peut être considérée comme positive. On peut d'abord remarquer 
que le paramètre de distribution p de la surface est égal à On sait d'autre part que [ I a , 170 

(9.5) K = - , , , 
( M 1 + h!y 

En se servant de (8.5) et de (9.5), la relation (7.5) fournit alors 

E\J h du 
dv = 

S/H ' + A* ^ A (u* + h*) — h 

c'est - à - dire 

G \l h f du 

\/ u2 H- h' *JA(U* + !ñ — li 
H- Cte 

qui peut être évidemment obtenu directement. 
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Le cas des lignes de DARBOUX. Si cp désigne l'angle d'une ligne de DARBOUX avec la 
première direction principale, la dérivée invariante cp, de cp dans la direction de ta ligne 
de DARBOUX sera donnée f 3 , 367] d'après (5.5) par 

cos3 (p—sin" cp 
<p, = i'L — : , 

6 r cos <p sin <p 
qui peut s'écrire 

6 cos cp sin <p , , . . f, . , . . r, cos cp + r a sin cp i\ — — (cos <p + sm cp) cp — — (cos cp - f sm <p) — — — — = — 
cos" cp — sm 3 cp r r r r 

et en l'intégrant 
r (cos8 <p — sin a y)' = C'e = 3 

où r est une des courbures principales. 

On voit donc que : 

THÉORÈME (3.5) Étant donnée une surface réglée minima, si cp désigne l'angle que fait 
une ligne de DARBOUX avec fa direction principale v = Cte, on a alors tout le long de cette ligne 

(10.5) /• (cos0 <p — sin3 tpy = Ce = g, 

où r est le rayon de courbure principale correspondant à v = Cte. 

De la même manière que précédemment, si <p désignel'angle que Tait une ligne de DARBOUX 
avec la génératrice rectiligne, on aura 

n 
V == - 4 - + 9 > 

et la relation (10.5) prendra la forme 

V / = r Â ' [sin (p> (3 — 2sin* 9"')]2 = C l e = B • 

On peut en déduire que : 

THÉORÈME (4.5). Étant donnée une surface minima réglée, si <[> représente l'angle que 
fait une ligne de DARBOUX avec la génératrice rectiligne, on aura alors tout le long de cette ligne 

(11.5) \J^K [sin cj, (3— 2 sin ! f?)]* =B = Cte, o u B > 0. 

Ce dernier théorème fournit à son tour le suivant : 

THÉORÈME (5.5) . L'intégration de l'équation différentielle des lignes de DARBOUX 
d'une surface réglée mini ma se ramène à des quadratures. 
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En effet, la représentation (9.5) donne immédiatement 

E=\, F=0, G = ui + h7, 

où E, F, G sont les coefficients de la première forme fondamentale. On oura alors 

L'égalité (11.5) fournit grâce à (9.5) 

(13,5) //' I h3 - 4 s i n i r (3 —2s in s <p)2 , 
B 

qui donne à son tour par différentiation 

iIu-M.1^ • - - 0 — 2 s i n , y ) ( l — 2 s i n ' y ) ( i l 7 l (lit — S \ I s m m c o s _ • - • a <p . 
B >J sia* i'0—2 sin* ipf — ItB 

(12.5) s'écrit alors 

d'où 

(14.5) 

, • - 1—2sin2<p av = 3 E sin cp — cl<p , e = ± ] , 
Vsin* f (3 — 2sina ?/)s —AS 

' M * = - | - [sin* </' (3 — 2 sin* <i>) — h B] 
B 

f f sin cp (1 — 2 sin3 œ) , „ t v = 3 G / - ^ 4 = rf ^ - j - Cte s = - L i 
V J \/sin 29i(3 — 2sin'i<j>)î — IiB 

qui définissent les lignes de DARBOUX d'une surface minima réglée. 

6. Hélîcoïde développable. Considérons une surface développable définie par 

y (if, v) = x(w) -\- va,(n) 

où x = x 00 représente l'arête de rebroussement C, tandis que u et a p (;;), (p — 3, 2, 3) désignent 
respectivement l'arc de l'arête de rebroussement et les vecteurs unitaires du trièdre de FRENET 
de C. 

Pour trouver l'équation différentielle des lignes de DARBOUX de cette surface, appliquons 
la formule [ 3 , 357; (2-3)] 

a a . y - — 3(a,.y") (Log \ / F ) ' = 0 

où la dérivation s'effectue par rapport à l'arc u. On trouve alors 
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(1-6) 
1 + 

Log 

1 + V 
2_ J _ 

~3 v ' 

où Q et x sont respectivement la courbure et la torsion de C. 

Si l'on pose 

(2.6) 

(1.6) s'écrit 

(3.6) 

r T - = t g v , k = ~ 

[Log|/<: sm>lJ - - , 

où q> est l'angle formé par une ligne de DARBOUX avec la génératrice rectiligne. 

Si l'on désigne par 

d _ , 
d<i> 

la dérivation effectuée par rapport à <p, (3.6) peut se metrc sous la forme 

(4.6) [Log | Arsin ay | ] V = — -L.. 

On tire d'autre pari de (2.6) 

tg rp = 
1 + v' ep-

qui donne 

(5.6) f ' = — - (e V COtg rp — I ) . 

En égalant les valeurs de y données par (4.6) et (5.6) et en posant 

— = t v 
on obtient 

(6.6) 
t' 

[Log I k sin a <p\]' y tg <p — Q = 0 . 

Supposons maintenant que la surface développable soit un hélicoïde développable, c'est-à-
dire qu'elle soit engendrée par les tangentes à une hélice circulaire. Dans ce cas 

et (6.6) devient 

(7.6) 

e = De, k = — =De, 
Q 

(t sin3 (p + Q cos3 (p)r = 0. 
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En l'intégrant et en désignant par CL Q la constante d'intégration, (7.6) nous fournit 

- _ L - c > ~ ~ c o s l 1 y 

i» 6 sin" (p 
ou bien 

(8.6) v = R sinJ tp 
C— cos3 (p 

Si Ton fait usage de (8.6), (4.6) donne alors 

(9.6) 
/ „ „ f sin2 w cos tp , \ „ 

= — { 3R / — r-âtp )+C2. \ J Ci — cos" fp J 

Les deux égalités (8.6) et (9.6) définissent alors les lignes de DARBOUX de l'hélicoïde dé-
veppobîe. D 'où : 

T H É O R È M E (1.6). V'intégration de l'équation différentielle des lignes de DARBOUX 
d'un Itélicoïde dévehppable se ramène à des quadratures [ 4 , 146] . 

[i] C L A I B A U T , A . C . 

[''] L l O U V I L L E , 3. 

[a] Ş E M İ N , F . 

! -« Ş E M İ N , F . 

['] D A R B O U X , G . 

L " ] S A N T A L O , L . A . 

['] S A N T A L O , L . A 

{sj Ş E M İ N , F , 

[f] B L A S C H K E , W . 

L 1 0 ] Ş E M İ N , F . 

{ i l ] D A R D O U X , G . 

[12] Ş E M İ N , F . 

['"] W I L L M O R E , T . J . 
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Ö Z E T 

Bir dönel yüzey verildiğine göre, bunun bir D A H B Ö U X çizgisi boyunca : (r—• r) tı cos 3 tp — 

sabittir ; bu bağıntıdaki r, r asal eğrilikleri, ıı paralelin yarıçapını ve <p de meridyenle 
DARBOTJX çizgisi arasındaki açıyı göstermektedir. Bir yaygılı bir dönel hiperboloidin bir 
DARBOUJÎ çizgisi boyunca (P P', PB, PD, PG) çifte oranı sabittir ; burada P P' ve PD enlem 
çemberi ile D A R B O U X çizgisinin bir P ortak noktasındaki teğetleri, PG vc PB de sırasıylc 
anadoğrulardan biri ve DPG açısının açıortaylarından biridir. Bir minima regîc yüzeyin 
bir geodeziği boyunca : H (1 — sin 2 p) = sabittir ; bu bağıntıda, Jî asal eğrilik yarıçap­
larından biri, p de gcodeziklc asal doğrultulardan biri arasındaki açıdır. Aynı yüzeyin bir 
DAR[»OUX çizgisi için bu bağıntı r (coss tp — sin3 tpy> = sâbit seklini alır : burada r asal 
eğriliklerden bîridir. Eğer açılar, anadoğrudan İtibaren hesaplanacak olursa, bu ton iki 
bağıntı sırasiyle V 1 —K/sin? p = sabit ve \j — K sia'! tp (~S •—2 sin? 95)-= sâbit şekline gher; 
bu bağıntdardaki K da G A U S S eğriliğini göstermektedir. Dönel yüzey, minima regle 
yüzey vc açılabilir helikoid balierinde D A R B O U X çizgilerinin diferansiyel denkleminin 

inlegrasyonu kııvadratürlerc İrca olunur. 


