Sosyal Bilimler Dergisi 2011, (2), 108-111

KISMi SIRALI HAUSDORFF UZAYLARINDA
FAYDA FONKSIiYONLARININ VARLIGI

Murat BESER”

OZET

Klasik mikro iktisadi analizin temel konularindan biri, bireye ait kismi sirali
secim ktimesinde, ilgili siralamay1 koruyan ve kesin artan 6zel bir fonksiyon olan
fayda fonksiyonlarmin varligin aragtirmaktir. Bu fonksiyonlarin yardimiyla, bireye
ait fayda diizeyi ifade edilmekte ve gesitli kisitlar altinda bireyin optimal refah

diizeyinde olup olmadig1 gozlenebilmektedir. Tiim bu analizler ise || ” *de tanimli
standart topoloji iizerinde gergeklestirilir. Bu ¢aligmada ilgili analiz daha genel bir
topolojik uzay olan Hausdorft uzaylarma genisletilmis ve bu uzaylarda fayda fonk-
siyonlarinin varlig1 gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fayda fonksiyonu, kismi sirali topolojik uzay , Hausdorff
uzay1

ABSTRACT

THE EXISTENCE OF UTILITY FUNCTIONS FOR PARTIALLY
ORDERED HAUSDORFF SPACES

One of the themes of classical micro economical analysis is to study the exis-
tence of utility functions which are order preserved and strictly increasing special
functions for partially ordered individual’s choice set. With the help of these func-
tions it is possible to express individual’s utility level and to observe whether an in-
dividual is in optimal welfare level under various constraints. All these analyses are

performed based on standard topology defined in || ” . In this study the mentioned
analysis is expanded to a broader topological space, Hausdorff spaces, and the exis-
tence of utility functions in Hausdorff spaces is pointed out.

Keywords: Utility function, partially ordered topological space, Hausdortf
space
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Matematik biliminin temel amaglarindan biri,
iizerinde calisilan matematiksel yapilart daha genis,
kapsayict matematiksel yapilara genisletmek ve bu ge-
nigletilmis yapilar iizerinde ¢alisarak genel matematik-
sel sonuglar elde etmektir. Bu sayede genel yapilar icin
elde edilmis sonuglar, 6zel durumlar icinde gegerlilik
kazanacaktir. Klasik iktisadi analizin tizerinde calistig

L1 " >de tammli standart topoloji, Hausdorff uzaylarinin
§zel bir alt kiimesini tegkil ettiginden, metriklik 6zelli-
ginden bagimsiz olarak Hausdorff uzaylan iizerinde
hangi karakteristik 6zelliklerin fayda fonksiyonlarimin

varhgm garanti altina alacagi gosterilebilirse, || " de
iizerindeki standart topoloji tamml fayda fonksiyonla-
riun varliklan i¢in gerekli kosularda gosterilmis ola-
caktir. Tlgili cahismada bu 6zellikler gosterilmis ve konu
ile ilgili yeni bir ispat verilmistir.

Konu ile ilgili galigmalar Filenberg’in (1941) y1-
Iinda yayimlanus oldugu sirali topolojik uzaylar ile
ilgili makalesine dayanmaktadir. LE. Ward (1954)
vilinda ki makalesinde yansimali ve geciskenlik 6zel-
liklerine sahip topolojik uzaylari incelemistir. Debreu
(1954) ve (1956) tarihli ¢caligmalarinda kismi siralt to-
polojik uzaylarda fayda fonksiyonlarinin varligina dair
gerekli ve yeterli kosullart gostermistir, (1964) yilina
ait makalesinde alt ve iist kismi sirali topolojik uzaylar
i¢in alt yar siirekli ve iist yan siirekli fayda fonksiyon-
larinin varligim gostermistir. Monterio (1987) yilina ait
¢alismasinda titketim kiimesinin sonlu boyuttan sonsuz
boyuta genislemesi durumunda fayda fonksiyonlarinin
varligm ispatlamustir. Herden (1989) yilinda kismi
siralt keyfi topolojik uzaylarda fayda fonksiyonlarinin
varligina dair gerekli ve yeterli sartlar1 vermistir.

Tammm 1 : X | baglantili bir topolojik uzay ve
bu uzay iizerinde < seklinde verilmis bir siralama ba-

gmus varsa, X , siralama bagimtist ile donatilmis to-
polojik uzay olarak adlandinihir ve asagidaki sartlan
saglar:

e Vx,ye X i¢in x<y ,
X =y sartlanindan biri gecerlidir.

X>Yy veya

ex,y,ze€ X igin x<y ve y<z igin
X < z gecerlidir.

e x,ye X ve x<y ic¢in x’in ¢yle bir U_
ve y 'nin dyle bir Vy acik komsulugu vardir
ki X'eU, ve )y'e V, icin x<y ve

x’ < y saglanir.
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Tamm 2 xe X  elemam igin
P(x)={ye X:y<x} ve
T (x) ={ye X :y>x} seklinde tanimlanan alt
X\sz(x)UT(x) .
P(x)ﬂT (x) # O sartlanmi saglar ve bu kiimeler

kiimeler

X baglantili topolojik uzaymda agik kiimelerdir.

Lemma 1
Hausdorff uzayidir.

: Her sirali baglanili X uzay1

Ispat : x<y igin x<z<y olacak sekilde
bir z elemam varsa X € P(Z) ve ye T(Z) actk
komsuluklarinin kesisimleri bos kiimedir.

Eger iki nokta arasinda z gibi bir nokta yoksa
P(y)NT(x)#D ve her ki alt kiime de agiktr.

A ={(x,y) x,ye X, x =y} X kiimesi-
nin kendisi ile Kartezyen ¢arpimun diagonal alt kiime-
sidir.

Teorem 1 : X baglantih bir topolojik uzay

icin, XXX ” A alt kiimesi baglantih degil ise X
uzay1 siralidir.

ispat: Kisalik acisindan
F(X ) = XXX"A yazaim, X uzayr sirah igin
A(X)cT(X) alt kimesini (x,y) siralt ikilileri
saglasin, aym  sckilde
B(X)cT'(X) alt kimesini (x,y) sialt ikilileri
icin  y<Xx 2’den
F(X) =A(X)UB(X) ve A(X)ﬂB(X) 3]
saglanir ki buradan da ilgili kiimelerin agik oldugu or-
taya gikar, buradan da T’ (X ) baglantili degildir.

icin  x<Yy sartim

sartim  saglasin.  Tamm

I'(x)

kendine

homeomorfizma Q (x, y) = (y, x)

saglayacak  sekilde tammlayabiliriz.  Bdylelikle
I(X)=A(X)UB(X) o 2
homeomorfizmamz A(X ) kiimesini B (X ) kiime-

iizerinden giden  bir

fonksiyonunu

sine domiistiirecektir. Srralama bagintisim da A (X )

kiimesi iizerinde (x, y)e A (X ) icin x <y sagla-
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vacak sekilde kurabiliriz. Boylelikle Tanim 1°deki sart-

lar saglanmug olacaktir ki bu da X uzayinn siraliligin
Verir.

Lemma 2 : X ve I sirali baglantili uzay ol-
sun, bu uzaylar arasinda tammlanan her bire-bir fonksi-
yon ya siralamayi korur ya da siralamay1 tersine gevirir.

Ispat: Bu iki uzay arasindaki fonksiyonu ¢ ile
(x,y)eT(X) icin
w(x,y)= (¢(x),¢(y)) fonksiyonu I'(X')’den
F(Y ) "ve giden bire-bir ve siirekli fonksiyondur, teo-
rem 1°den hareketle l//(A(X)) =A(Y) veya
l//(A(X)) = B(Y) sarti gerceklesir.

gosterelim ve

Tanm 3 : X topolojik uzay1 iizerinde yansima,
geciskenlik ve anti-simetrik 6zelligine sahip < bagin-
tist varsa, X . kismi siralama ile donatilmis topolojik
uzay olarak adlandirtlir.

Lemma 3: Kismi sirali topolojik uzay Frechet
uzayidir, eger kismi siralama siirekli ise Hausdorff uza-
v1 olacaktir.

Ispat: Siireklilik yapis1 X topolojik uzay1 iize-
rinde baglantili olma sartimt saglayacaktir. Lemma
1’den X topolojik uzay1 Hausdorff uzayidur.

X kismi sirali topolojik uzay, x€ X igin
L(x)={ye X:x* y,xe X} ve
M(x)={ye X:y" x,xe X} kimeleri sirast ile
X elemanimn 6nceleyenleri ve ardillan kiimeleridir ve
her iki kiime de kapalidir. X kismi siralama ile dona-
tlmis topolojik uzay ve a..b (b ..a) icin xe U,
seklinde @’ 'mn acgik komsulugunda tamimlanan her
eleman Xx ...b (b x) sartim saglyorsa bu kismi

siralamaya alt yari-siirekli (iist yari-siirekli) denir. Eger
hem {ist hem de alt yari-siirekli ise kismi siralama yar
stireklidir.

Lemma 4: Kismi sirali topolojik uzayda her
maksimal zincir kapali kiimedir.

Ispat: Kismi sirali topolojik uzay iginde C,
maksimal bir zincir olsun. Bu  durumda
C= ﬂ{L(x)UM(x) ‘X€ C} esitligi aciktir ve
varn siireklilikten hareketle, bu maksimal zincir kapali-
dir.
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Teorem 2: Alt yan-siirekli (iist yari-siirekli)
kismi siralama ile donatilmig kompakt Z uzayr mini-
mal (maksimal) elemana sahiptir.

Ispat: Ilgili ispat1 iist yari-siirekli durum igin
yapalim. M ={M (x)xe X } tiimleyenleri kapsa-
ma bagmtist ile tammlanmis kismi sirali kiimedir.
L M bu kismi siralama iginde maksimal zincir

olsun. Lemma 4°den her A (x) kapal oldugu ve Z
uzayi da kompakt oldugundan
ﬂ{M(x) :M(x)e L } =x" tek bir nokta vardir.
L maksimal zincir olmasindan X~ noktas: maksimal-
dir.

Yukaridaki ¢ikarsamalardan hareketle X uzay1
iizerinde her x“ y icin u (x) >u (y) sartim sagla-

vacak reel degerli fayda fonksiyonunun varligim gos-
termek icin ek olarak topolojik uzayimizin ikinci sayi-
labilir uzay olmasi gerekir.

Teorem 3 X kompakt, 2. sayilabilir
Hausdorff uzay1 ve tizerinde kismi siralama bagntisi

tanmlansin. M (x)={ye X :y" x,xe X} ki-
xe X
u ( y) Zu(x) sartim saglayan reel degerli fayda

mesi her icin kapali ise y“ x igin

fonksiyonu bulunur.

Ispat : X . 2. sayilabilir Hausdorff uzay1 ol-
dugundan sayilabilir tabam vardir, bu tabanlan
0. :ie A ile indisleyelim. L(x)”{x} acik kiime
olmast lemma 3’den hareketle elde edilir. A" C A icin

L(x)"{xp="U 0, P(x).

jeAN A

seklindedir.
L (x) ? {x} tarafindan icerilen agik kiimelerin sayisi-
dir.

{Oi}ie . acik kiimeleri X' topolojik uzayinmn
acik ortiisii oldugundan, bu acik kiimeler tizerinde ta-
mmlt diizgiin bir fonksiyon ailesi {¢i}ie A

@((/)l.)zcl({xeX:(/)i(x);tO})cOi, ve her
xe X, ieA igin ¢ (x)20 ve {(/)j}j#l_(x)zo

sartim saglayacak sekilde bulunabilir.
© (x) = U 0, igin
jENCA

u(x)= Ej_eA,CA max {q)]. (v):ye O].} fonksiyo-
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mu artan niteliklidir  ve

p(z)cp(x) in
u (Z) <u (x) elde edilir.

Diger taraftan u (Z) <u (x) varsayim altinda

lemma 2’denya z“ x vada x" z saglanacakur,
boylelikle ya (L(x)"{x})c(L(z)"{z}) ya da
(L (Z) ? {Z}) C (L(x) 7 {x}) gegerli olacaktir. Fay-
da fonksiyonlar1 swralamayr korudugundan dolay1
(L (Z) ? {Z}) c (L(x) ? {x}) gegerli olacaktir. Boy-
lelikle x“ z elde edilir.

SONUC

Bu calismada kismi siralama bagmtisi ile dona-
tilmus topolojik uzaylarin tanmimi verilmis, daha sonra
calismada arastirilan reel degerli fayda fonksiyonunun
Hausdorff uzaylan iizerinde tammlanabilmesi i¢in bu
uzaylara ek olarak kompaktlik ve 2. sayilabilirlik 6zel-
likleri eklenmistir. Bu 6zellikler yardim ile teorem 3’°te
ilgili reel degerli fayda fonksiyonunun varligr gosteril-
mistir.

KAYNAKCA

1.Debreu, Gerard (1954). “Representation of
Preference Ordering by Numerical Function”, Decision
Processes, ed. R M. Thrall, C.H. Coombs, R.L. Davis,
Wiley, New York

2.Debreu, Gerard (1959). Theory of Value.
Wiley, New York.

3.Debreu, Gerard (1964). “Continuity Properties
of Parctian Utility”, International Economic Review,
Vol. 5, No. 3, 5.285-293.

(1941).  “Ordered
Journal  of

4 Eilenberg,  Samuel
Topological ~ Spaces”,  American
Mathematics, Vol. 63, s. 39-45.

5.Herden, G. (1989). “On the Existence of
Utility Functions”, Mathematical Social Sciences,
Vol.17, No.3, s.297-313

6.Monteiro, paulo Klinger (1987). “ Some
Results on the Existence of Utility Functions on Path
Connected  Spaces”, Journal of Mathematical
Economics, Vol.16, no.2, s.147-156

7.Peleg, Bezalel (1970). “Utility Functions for
Partially Ordered Topological Spaces”, Fconometrica,
Vol. 38, No.1, s. 93-96.

111

8.Rader, Trout (1963). “The Existence of a
Utility Function to Represent Preferences”, The Review
of Economic Studies, s. 229-232.

9.Ward, L. E. (1954). “Partially Ordered
Topological Spaces”, Proceedings of the American
Mathematical Society, Vol. 5, No. 1, s. 144-161.




