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MARKOV SURECLERI .
Ars. Gor.Omer ONALAN™
1.GiRis ’

Intimaller teorisinin erken donemlerinde daha ¢ok bagimsizlk ve onun sonuglart iizerinde
calistlmistir. Bagimsizlik, ihtimaller teorisini Analiz ve 6lgii teorisindenayiran bir kavramdir. Eger
her neNve R'nin her Aj,As.Asz,....,A, Borel alt ciimleleri igin asafidaki esitlik gercekleniyorsa,
X1,X2,X3,.....,Xy, tesadiifi degiskenlerine bagimsizdir denir.

pin {iead= 1 pixeay D

Stokostik siiregler teorisi, tesadiifi degiskenler arasindaki gegici iliskiler ve bagimsizlik esasina
dayanmaktadir. Buna gére stokastik siireglerin dért bilyiik tipini karakterize edip bunlardan markov
siirecleri iizerinde durulacaktir.

TANIM: Bir tesadiifi siireg, hepsi ayn: ihtimal uzay: iizerinde tamimlanmug tesadiifi degiskenlerin bir
toplulugudur.
TANIM: Parametre uzayimn herhani bir (t1,1,t3,......t,) alt ciimlesi ve h>0 verilmig olsun. Eger

th,th, Xt3>“"xt e X, 1+h’Xt z_‘_h,Xt3+h,...,th+haym bilesik dagilima sahip ise stirece
n

kesinlikle duragandir denir.

Duraganlik, siirecin ihtimal kuralina veya onun birinci ve ikinci moment yapisina gore
degismezdir.

DuraZan siirec calismalar Fourier analizinin probablistik bir benzeridir. &)
TANIM:En basit durumda asagidaki esitligi saflayan sonlu ortalamalara sahip tesadiifi degiskenlerin
bir X={X,;:e=0,1,...}dizisi bir martingale'dir.

E[Xp+1] X0 X1.X0,-..... XpFX, 0=0,1,2,........ Lgin (1.2)
Cok genel olarak her n N igin asagidaki kosullar saglayan X siireci bir martingaledir.

1) X5, #,, olgiilebilir.

ii) E[|X/]<c0

iii) E{X 4118, FX, {®,:n>0}, temel ihtimal uzay1 iizerindeki c-cebirlerinin artan bir ailesi

Bugiin martingale teori kumar problemlerinde ileri diizeyde bir teknik olmasi yaninda
ihtimaller teorisi ve stokostik modellemede temel bir aragtir.

Martingale teori; Emilme ihtimallerinin hesaplanmasinda, stokastik siiregler igin
esitsizliklerin tiretilmesinde, siirekli parametreli markov prosesinin egri yapisinin analizinde, kuyruk
ve oteki uygulamamalarda ortaya ¢tkan nokta siireglerinin tanimlanmas: ve kurulmasinda kullamhr.
TaNIM: Her n ve herbir A ciimlesi igin agagidaki kosul gergekleniyorsa X dizisine markov siireci
denir,

P{Xn+1€AX0.X1,...%n} =P {Xp+1€AX} (1.3)
(1.3) kosulu markov 6zelligi olarak bilinir.

Bu ézellik iddia ederki; siirecin su anki durumu X, verildiginde X, X Xpel gecmisi ve
X+ 1-Xn+2----- gelecegi sarti bagimsizdir.

(1.3) dzelligi gok geneldir. Her zaman gegici homojenlik sartini i¢inde bulundurur.
P{Xp+1€AIX=P(Xpp,A) 1.4)
olmak iizere P(.,.)ye gecis cekirdegi denir.

Parametre uzayinin siirekli olmasi durumunda X={X:t<0} siirecini diigiinecegiz. Her s>0vet
>0 igin asagidaki kosulu saglayan X siirecine siirekli parametreli markov siireci denir.

P{Xi+g e AXyust}=P{X ¢ €AlX¢} (1.5)
ve homogendir eger
P{Xi+g eAX3=Py(X; ,A} (1.6)

* Marmara Universitesi iktisadi ve Idari Bilimler Fakiiltesi Isletme Boliimii
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Kosulu gergeklesiyorsa, P(.,.)'ye gecis fonksiyonu denir. Siirecin drneklem egrilerinin saf siirekli
oldugunu kabul ediyoruz. Yani siireksizlikler sadece sigrama noktalarindadir.

Gegmisgin siireg lizerindeki etkisizligi, morkov 6zelligini saglayan tesadiifi zaman (random
time)larla da gosterilebilir. Tesadiifi zaman; N=0,1,2,... ciimlesinde degerler olan bir T tesadiifi
degigkendir. .
Tanv:Her n igin {T<n} olay1 X(,X;,.... X, ile belirlenebiliyorsa, T tesadiifi zamaru siireci i¢in bir
durma zamamdir.

Kesikli durumda sabit zamanlar durma zamanlaridir. Morkov 6zelliginin durma zamaniar
i¢in gecerli olmas: giiglii morkov ézelligi olarak bilinir.

2. MARKOV ZINCIRLERI
Sonltu ya da sayilabilir § durum uzay: ile kesikli parametreli bir X markov siirecine markov
zinciri denir. ,
Markov zincirinin, satirlar ve siitunlart S'nin elemaniari ile indislenmig bir P gegis matrisi vardur,
RGA)=E, POD

2.0
X'in ihtimal kurali P(i)=P{xq=i} baslangi¢ dagilimi ve P gegis matrisi ile tam olarak belirlenebilir.
Z Pp=t
Gegis matrisinin iki temel 6zelligi; her i,j € S icin P(i,j) > 0 ve her i igin & olmasdir.
Herijk € Sven,m € Nigin
P;{ Xn+1=k|X0,X1,A..,Xn_=_j} = PQ,k)=Pj{X1=k} 'yve bir adim gec¢is matrisi denir.
Pi{Xprm=kXg.-... X =] 1=P1(.k) (2.2)
'ye ise m-adim gecis matrisi denir.
Cok genel olarak |
P =3 PGP k)
8 (2.3)
(2.3) esitligine Chapman -Kolmgorov denklemi denir
Durumlarnn siniflandinimasi markov zincirileri icin temel problemlerden birdir.
Tj=inf{n21 * Xp= 1]} j durumuna itk donils zamani ve
N i= nZ L Itp.oR
olmak iizere
TanM: a) R (i,j) = E; [|N|j] X'in potansiyel matrisi'dir.
b) F (1,)) = P; {T;;< 0 }, X'in hitting matrisi
Bunlar arasindaki iligkiler asagidaki gibidir.
RGH=Z" PUGED |
n=0 POG)=1 {i=5} 2.4
R()=F (i) R () i#] igin (2.5)
R@Gp=1/[1-F Gl (2.6)

TaNM:Bir j durumu,
a) geciglidir. Eger R (j,j) <o ise, (F (j,j) <1)
b) yeniden olusumludur. Eger R (j,j) = w ise, (F (j,j) =1)

TaNIM: E; [T;] =0 ise, j durumu etkisiz yeniden olusumludur.

Herhangi bir 1 durumundan diger bir j durumuna herhangi bir adim sonunda ulagmak miimkiinse X'e
indirgenemez markov zinciri denir.

Indirgenemez markov zincirinde biitiin durumlar aynt tiirdendir.

Kendisi ile kapal: bir ciimle teskil eden duruma emici durum denir.

Sonlu durum uzayi1 ile indirgenemez bir markov zincirinin biitin durumlart pozitif yeniden
olusumludur.

P; {T; & nun bir tamsay1 kati}=1 2.7)
ise j durumu 8 > 2 ile periyodiktir. Aksi takdird J periyodik degiidir
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j pozitif yeniden olusumlu periyodik olmayan bir durum olsun. O zaman = (j) =1/E; [Tj] kosulunu
nH=fm PG

saglayan LImit ihtimali vardir.

X' P gecis matrisi ile pozitif yeniden olusumlu, periyodik olmayan bir markov zinciri ve n de yukarida

tanimlandigi gibi olsun. O zaman her ij i¢in Xin agagidaki gekilde tanimlanan =, limit dagilim

vardir.

. 1. - -
Jim PUGED=7 ()

(2.8)
n'in biiyiik degerleri igin siirecin fonksiyoneller toplaminin notrmal dagildig gosteilebilir. M

3.MARKOV SURECLERI:

X= {X: 20} sonlu yada sayilabilir S durum uzay1 ile bir markov siireci olsun. Py(ij) = Pi{X=3}, X'in
agagidaki markov 6zelligini saglayan gegis fonksiyonlan toplulugudur.

P; {Xt+s:j|X,u:uSt}:Ps(Xt,j) G.1n
Pop=1 olmak iizere her bir P bir markov matrisidir.
Chopman-Kolmogrov denklemi,

Py 6= Z P GK) Py (o

(3.2)
seklinde yazilir.
Markov siirecinin yapist:
A) Her i durumu igin A (i) € [ 0, co0 ) vardir.
P;. {X, =1 tim u e [0, Jigin } = P;{Ty>t}=e"MDt (3.3)

B) i# j igin YU gecis matrisi ile Y= {Y,, : n=0} dizisi bir markov zinciridir.

C)Her nve i icin,
Pi{ Yy 1=k, T 1- Ty < t] Xyous Ty} = Q (Y ko[1-e7d (Yt (3.4

Y markov zincirine, embedded markov zinciri denir. Bu zincirin ge¢ig matrisi her 1
durumu igin Q(i,1), ya 1 ya da 0 olmaktadur.

Titm i durumlan g {Sxp Tn= = J= oluyorsa, X markov siirecine diizenlidir denir.
Embedded markov zincirinin tiim durumlan yeniden olugumlu ise X diizenlidir.
Markov siirecinin durumlarinin siniflandiriimas: embedded markov zincirine gore yapilmaktadir. ©
Periyodiklik markov siireglerinde tartisilan birkonu degildir.
X, A1) ve Q (i,)) ile bir markov siireci olsun.
i) Her 1j igin t-—---- >Py (i,j) siirekli tiiretilebilir ve agagidaki egitligi saglar.
1 A D i dgin
BGD={ NG Qap  isjigin 3.5)
a=pl . o |
it) 0 ile gecis fonksiyonu asafidaki ileriye ve geriye dogru olan kolmogorov
denklemlerini saglar.

1 _
E =RA (3.6)
ve
1 _
F =AR 37

daha fazla bilgi icin Bhattacharya (1)'e bakilabilir.
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k+#j igin A (k.j), X 'in k'dan J'ye gecis orani olmak lizere

Her i igin A(1,1)<0
i icin  A®ij)20
T AGH=0
Her i igin 1% olur.

Diizenli X markov siireci igin

Bo=ef = I " AR
n=0

3.8)
geriye dogru denklemin Pg=I kosulunu saglayan tek ¢oziimdiir. M
X indirgenemez ve yeniden olusumiu olsun o zaman ;
a) Baglangi¢ durumundan bagimsiz limitler vardir.
7 (P =LimPQ,
® - D {3,9)
L= np=1

b)ya n=0yada 1<% dir.

Bir indirgenemez yeniden olusumlu markov siirecinde © = 0 ise tim durumlar etkisiz yeniden

2z =l
olusumlu, J&€3 ise tiim durumlar pozitif yeniden olusumiudur. .
X,A infizitimal gecis matrisi ile indirgenemez, pozitif yeniden olugumlu markov siireci olsun. O

zaman 7 limit dagilimt S tGizerinde agagidaki lineer denklemi saglayan tek ihtimal dagilimidir.
LT QAGHD,jes .

(3.10)
Simdi de markov siireciyle olan iligkisinden dolayt kisaca diffizyon stireci, wiener siireci ve markov
tesadiifi cismi lizerinde durulacaktir.

Agagidaki kosullari saglayan bir reel degerli X siirecine diffizyon siireci denir.

1) t->X; (w) drneklem egrileri siireklidir.

i) X giiclii markov sirecidir.
Temel difizyon siireci wiener siireci 'dir.(Brownian Motion) éte yandan wiener siireci de Gaussian
stirecin dzel bir durumudur.

Her n tamsayr ve parametre ciimlesinin herjhangi bir {ty,ty, . . . .ty} alt cimlesi icin
t t t ) L. .
2 D tesadiifi degiskenleri bilesik normal dagilmuslar ise {X: teT} siirecine Gaussian

(normal) siire¢ denir. Bir pargacigin bir dogru boyunca olan hareketi disiniildiigiinde, N (t), t
zamanindaki garpismlarin sayist ve Yy, 1. garpisma neticesinde pargacifin pozisyonndaki degismeyi
N

goéstermek {izere, nzél , t-zamamnda parcacifin pozisyonunu gosterir {X;T>0} duragan
bagimsiz ortalamalarla bir stokastik siiregtir.
Wiener sureci E[X{}=0 ile, Gaussian siirecin 6zel bir durumudur (13)

Asagidaki ozellikleri saglayan W={Wt>0} Wienersiireci bir diffizyon siirecidir.

1) Wg=0;

il) W bagimsiz ve duragan artmalara sahip

iii) Her t igin W O-ortalamali t-varyansh bir normal dagilima sahiptir.

>

4. MARKOV TESADUFI CISIMLERI

Cok boyutlu bir parametre ciimlesine sahip stokastik siirecler, genellikle tesadiifi cisimler
olarak bilinirler.

Yiiksek boyutlarda gahismak igin bir boyutlu parametre ciimlesindeki zaman yerine uzaysal
komguluk kavrami alinir.G, V kése ve E kenar kiimeleri ile bir grafik olsun. Bir koseden tekrar
kendisine dénen bir kenarin olmadigi kabul edilsin. « ve B'yi birlestiren bir kenar varsa o ve f'ya »
komgu kogeler denir. o'nin komsuluklari ciimlesi Ny={B:{a.,B} € E} ile gosterilir. Ayricap € Ng

olmast igin gerek ve yeter kogul o € Nﬁ olmasidir.
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G'nin késeleri ile indislenen bir uzaysal parametre ciimlesine sahip bir X={X, 1@ € V}

stokastik siirecine G lizerinde bir tesadiifi cisim denir.
Her o €V ve i € S icin asagidaki esitlifi saglayan S durum uzayma sahig bir tesadiifi X
cismine G'ye gore bir markov tesadiifi cismi denir.

Pmaqmﬁﬁiarﬂmaq%:ﬁemw

Ote yandan markov tesadiifi cisimleri ve Gibbs dagilimlar denk kavramlardir. .
Markov tesadiifi cisimleri ve markov sincirleri arasindaki en temel fark bir markov tesadifi cisminin
ihtimal kuraltnin lokal karakteristikler tarafindan her zaman belirlenemeyisidir.(9)

4.1)

SONUC

Her teorik disiplin, kendi amaglart dogrultusunda hizla gelismektedir. Son geligmelerden
sadece konu ile ilgilenen belli sayida uzman faydalanabilmektedir. Bu nedenle, yeni metod ve
teknikleri &frenip kullnamak uzman olmayaniar igin zor olmaktadir, Bu ise markov sirecini
yenileyici siiregler, martingale, stokastik denklemler ve 6teki alanlardan iistiin kilan bir durumdur.

Yukaridaki nedenler ve markov siireglerinin stokastik siirecler teorisi igindeki énemi de
dikkate alinarak, énce kesikli parametreli markov zinciri sonra da, siirekli parametreli markov
zincirleri iizerinde durulmustur. Son olarak markov siiregleri ile ilgisinden dolya: diffiizyon siirecleri
wiener siiregleri , Gaussian siiregleri ve markov tesadiifi cismi iizerinde tamm diizeyinde durulmugtur.
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